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第 一 章 “微分 方程 组 解 的 一 般 定理 


为 了 理解 本 书 所 讨论 的 问题 所 必需 的 一 般 定 理 ， 可 以 在 任何 
一 本 微分 方程 的 现代 教科 书 中 找到 ， 

然而 ， 为 了 使 读者 免 于 查阅 与 所 考虑 的 问题 并 不 紧密 相关 的 
繁 元 文献 ,在 这 一 章 里 ， PUTS PARAS AREA ESA N 
the. 


51. 3 Hi 


1. .积分 曲线 . 正 向 终极 时 间 t+ 


(a) 通常 我 们 将 讨论 常 微分 方程 组 (系统 )*; 
dx;/dt = fi(ty Xs Xn) G=1,°°°, n), (1.1.1) 
其 中 Ci, as eea x。) 为 实 欧 几 里 得 空间 San 中 的 点 , 它 在 “高 ” 
为 6 一 a,，“ 底 为 D 的 柱 体 | 
K.a<t<b, Ge ,xX ED 
上 变化 ， Hab DY MBA Crs tto a) 所 组 成 的 超 平面 Sa 的 一 个 
Ki”, 
特别 是 ， 我 们 可 能 有 a 一 一 o RE b= +0, REDY 
能 是 整个 超 平面 。 可 能 出 现 这 些 情形 中 的 两 个 或 三 个 同时 都 满足 
的 情形 。 因 此 ,天 甚至 可 能 就 是 点 G, ti etto 2.) 所 在 的 整个 空 
Ej Sats. 
变量 上 将 认为 是 时 间 ， 
除非 另 做 假设 ,我 们 假定 fi 为 到 上 的 实 连续 函数 ， 


*) 我 们 一 般 把 常 微分 方程 组 译 为 “系统 ?。 一 一 译 者 注 
1) 区 域 二 开 的 连通 集 ， 


OE A 


Cb) 设 Po = (40,22, zx) 为 天 中 给 定 一 点 。 由 微分 方程 
基础 理论 (参看 Sansone [1]， 第 一 卷 , 第 一 章 ) 可 知 , WAAAY 
存在 定理 之 一 ,在 区 间 aS <A 《此 处 as) 上, 至少 可 以 找 
到 一 组 ”个 连续 函数 pi(z)， 满 足 方程 组 (1.1. 1) ,所 以 : 

dq /ds = filt, pte), a PaE)» 
(aSr <h; i=l, a)y (1.1.2) 
HES 
p(t) = Gel, 0). (1.1.3) 

既然 函数 pi(z) BE (11. na ETERRA (a, #1) 内 就 有 
连续 的 导数 ,而 在 4 处 右 导 数 连续 . 

这 样 的 一 组 ©; 称 为 di 1.1) 在 [as 4) 上 的 一 个 解 。 而 天 中 
由 参数 方程 

x; = P;(t), LLN 
所 表示 的 点 集 , 称 为 (1.1.1) 的 经 过 Po 或 者 由 Ps 出 发 的 积分 曲线 弧 ， 

(c) 当 t, = b 时 ， 我 们 就 称 fy 为 (b) re RAO a BR 
x; = 92) 的 正 向 终极 时 间 (IMA, <5, 则 有 两 种 可 能 . 

第 一 种 情形 是 : 对 于 任 一 有 界 闭 集 HCD, 存在 依赖 于 五 
的 1, CFL n, ERA CG), ts PoE BF D-H. (其 
至 , 我 们 可 以 证 明 : 在 这 种 情形 , 存在 h 加 二 天王 4， 使 得 对 于 
区 间 (7, 1) 上 的 所 有 的 志 点 (pzD，-…，9po(oD)) 都 属于 DD 一 有 HH. 
参看 K. Mayrhofer [1], I. P. Eroughin {1])。 在 这 种 情形 ,我 们 
也 称 a 是 积分 曲线 弧 的 正 疝 终极 时 间 . 

第 二 种 可 能 则 不 然 . 这 时 存在 有 界 闭 集 HED, BAT 


Lo < < Bis 有 (pie), °° ne», pals) E H, 在 这 种 情形 下 , 设 F; 为 


EE: to StS, Cary cee ee.) EH EA max f(t, mi. °°; 
xs)|。 对 于 z 在 区 间 ius 4) 上 的 任何 一 对 值 了 六， 将 《11.2) 
积分 , 即 得 lei’) 一 p(M) < Fl — 7). 由 此 可 知 当 to 
六 一 0 时 ,每 个 9 的 极限 是 有 限 的 ,我 们 把 它 记 为 t 

由 于 点 已 一 (ty ri, zx) BFK, 再 一 次 应 用 已 知 的 方 
法 ,在 某 区 间 [ay 2) Ga <n) 上 ,我 们 至 少 可 以 找到 一 组 DE 


o 2 >œ% 


SAR, 我们 把 这 些 函 数 称 为 原先 解 的 延展 、 并 且 仍 然 记 为 gi， 
对 于 ze [103 z), KB p, BRA (1.1.1) 在 [tos 4) 上 的 解 。 而 
BR x 一 9,2), 4St<n, RRA C.1.1) 的 经 过 后 Po 的 
AR Sy HARM 

U a=b WY, 4 称 为 正 向 终极 时 间 ，; 假如 bob, RAIMI 
到 上 述 的 两 种 可 能 .如 果 第 一 种 情形 成 立 , n 就 是 正 向 终极 时 间 ， 
否则 ,我 们 能 找到 对 应 于 5 的 另外 一 点 PEK. 这 个 步骤 可 以 继 
续 进行 下 去 ， 

假如 这 种 步骤 可 以 继续 无 限 多 次 ,我 们 就 得 到 一 个 序列 # < 
toes <tr << bi ERI ERIRRMAMARD WAM IE 
向 终极 时 间 ?. 

这 样 ,对 于 《1.1. 1 的 由 任意 一 m Po€ K 出 发 的 各 个 积分 曲线 

”类 位 地 ,我 们 可 以 定义 一 个 从 负 向 终极 时 间 GEX ©) 出 发 而 
FIX P, 的 积分 曲线 弧 . 

KK 中 由 x, 一 pi) <<) 所 给 出 的 点 集 , 称 为 (1.1.1) 
的 经 过 PP, 的 积分 曲线 .7# ER ©; 给 出 了 (1.1.1) 在 区 间 (z7, ++) 
上 的 一 个 解 ?. 

我 们 把 定义 在 C7, to] 或 [t et) 上 的 两 个 积分 曲线 弧 的 
每 一 个 , 称 为 (1.1.1) HERD HAM. 

(d 在 所 有 的 情形 中 , 均 有 asrah, 

现在 我 们 举 一 个 只 含 一 个 方程 dadi = xi 的 系统 (n = 1) 
的 例子 . 这 个 系统 只 有 一 条 积分 曲线 xı 0, 能 使 
— 00, sth +00, 其它 的 积分 曲线 都 是 双 曲 线 r = G+ 
1/xo 一 四 -的 分 支 。 其中, 当 x,2>0 时 , —o<e<in + 1/ 
xos 1024 a <0 AY, t + 1/x <t< + 00, Alt, YHA 


1) 我 们 注意 到 ,假如 系统 (1.1.1) 满足 唯一 性 定理 (参看 $3.1), 则 正 向 终极 时 间 
| 与 用 以 确定 这 些 延 展 的 特殊 的 方法 无 关 ， 
2) 当然 ， 并 不 排斥 当 上 一 并 一 0 或 上 大 十 0 时 ， pitt) 的 某 几 个 或 者 所 有 
的 极限 可 能 是 有 限 的 。 


» 3 » 


D = a = — Ott = t t l/r <b = + co ,对 于 后 者 有 一 0 = 

a Lt m= t+ 1/%, tt = b= +0, | 
FELEIMERAZAZIONI HR, ATEI sd, 

这 时 ,我 们 假设 D 是 5, PAA Cus 000 te) 所 组 成 的 集合 。 


2. t+ = b 的 条 件 ，n 一 1 的 情形 


(a) 在 这 一 段 里 ， 我 们 要 讨论 ”一 1 的 情形 。 这 有 时， 系统 
(1.1.1) 退化 成 只 有 一 个 方程 ,我 们 可 以 把 它 写 成 
ż = (t, x); (1.1.4) 
其 中 x* HMT r 对 应 于 dx/di = dx,/dt, f 对 应 于 fi. 假设 
siasi fl, «) 在 集合 
Ki: a ZI<h, — OKLCx<+ 00 


上 为 实 的 连续 函数 . 
如 果 将 (1.1.4) 两 端 同 乘 以 x, 就 得 到 
adr/dt = 2xf(1, x), C1.1.5) 
由 此 可 以 推出 ;条件 i 
SE ef, x) <0 | (1.1.6) 


保证 #0) Et < ORR AGED, 因此 ， 对 所 有 的 积分 出 线 
都 有 et =h, 
C) # (1.1.6) 做 如 下 修改 ， 就 可 以 得 到 一 个 虽然 不 太 显然 
的 ,然而 却 是 比较 有 用 的 判别 法 ， . 
设 olt, u) HBS a<1<b, 0Z£U<+ 0 ERRES 
RK, 且 对 于 方程 
du/di "= wt u) . | (117) 
的 所 有 的 积分 曲线 ， 其 正 疝 终极 时 间 t+ 均 与 5 重合 . 
ME IF (a,b) WR, ule, u) 关于 变量 * ER. 
RAA SEN, wu 
o afles 2) aloe, jel) a. 1.6.1) 
成 立 ， 则 对 于 a. l. 4) 的 积分 曲线 , 也 会 有 rt b, 下 面 的 论证 是 
S. Faedo [1] 给 出 的 ,我 们 作 了 适当 的 修改 (也 可 参看 :Tokui Satö 
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[1]). | 

设 P, = (tos x?) 29 K 中 任意 一 点 ,而 p(s) 为 (1.1.4) 的 由 LA 
TH RAR. FE, dp(e)/dt = It, p), Siart, Fk 
Ame 290), HHH z Bt 积分 ,就 得 到 


PO) = GF +21 oe, PEDA. 
根据 《1.1.6.1) ,我 们 有 
PA < (2 十 1 十 ?| po, leer, 
tt <t, (1.1.8) 
现在 , 设 ule). ELLI CoV)? + 1) 出 发 的 解 ， 
则 : 
He) = GP + 1 ETIOLOGIO 
to 和 tb. (1.1.9) 
由 (1.1.8) 及 (1.1.9) 可 知 pa) < (n). Alb, 存在 的 
一 个 右 方 邻 域 ， 在 其 中 有 PO<#0, 或 者 lp <a. 
设 二 为 使 得 1p(a)1 一 w(z) 的 第 一 个 点 ， 则 不 可 能 有 a<r, 
因为 否则 ,由 vole, u) 非 减 这 个 事实 以 及 (1.1.8) 就 将 推 得 
P) 一 2 一 (7 十 1 十 21 roles nar 
> (co 二 1 二 2 全 (DioGr, Lol) ddr > PU); 


但 这 是 不 可 能 的 . AIE a = *, HHF o Seit, 有 KORS 

u(t). 如 果 t<db, WA 1 一 z+ 一 0 时 ，|pQ)1 将 保持 小 于 
u(t), WEE 要 之 后 还 可 以 延展 (参看 $1.1(c)). Mit t — os. 

| [fr a) SA@ +, (1.1.10) 

其 中 al), ple) X Ca, 5) 上 的 非 负 连续 函数 , 则 对 于 (1.1.47 的 

积分 曲线 ， 我 们 都 将 有 = 6. 为 了 证 实 这 一 点 ， 只 要 注意 到 

xf(t, x) S |x/ xz) < lell) + aC}. MAT (a, dK 
e 5. 


SET 1, PAR AG)? + we 对 于 “> 0 都 是 非 减 的 就 足够 了 。 
如 所 熟知 ， 县 也 多 于 验证 ， 对 于 线性 方程 (4 十 a) 的 各 
分 曲线 ,有 tmb, 

(d) (1.1.10) 提供 了 另 一 个 关于 eb 的 准则 . 

假如 x(z) 为 可 微 函数 ， 并 令 O) 一 lil, W r@) 在 所 
有 点 都 存在 右 导 数 0O) 及 左 导数 i-G)。 当 eG) 0 时 ， 这 
二 者 相等 . 而 且 还 有 


z Jia) = le). C01) 
因此 ,如 果 G) 29 (1.1.4) 在 [ros #*) 上 的 解 , 则 有 
ale) < [f(s Al. (1.1.12) 


DARA Lo, 5) 上 的 连续 函数 20) > 0 以 及 当 
u> 0 时 为 连续 的 函数 hu) > 0， 使 得 对 某 个 wo。 > 0， 有 


[to du _ lim p du _ . | 
| h(a) Tob o h AC) + cO, (1.1.13) 
并 且 进 一 步 假设 SE ; 


.于 是 ,由 (1.1 14) Be (11. 12), 3 ot (114) Los r) 上 的 每 
一 个 解 OE 我 们 都 将 有 WOTE O, s OF 对 t 积分 得 
到 j: 


t #i(7) (aa 
| TEC) dr < | 2(7)dr。 


” 但 是 ，r( 一 li) WR), 是 绝对 连续 函数 ， 因 
此 ， 对 上 面 的 不 等 式 的 左 端 可 以 应 用 熟知 的 积分 变量 置换 定理 ， 
得 到 


vi ru: du | ea o . 
(te < | a(e)dr. sn Guay 
| 如 果 +t 二 5， 则 由 于 已 假设 20) 连续 ; 所 以 当 1 一 小 一 0 

时 , 右 端 将 保持 有 限 ;因此 , 左 端 不 可 能 趋 于 十 0。 下 由 (1.1.13)， 
就 得 出 ri) 将 保持 有 界 . 于 是 , 当 :一 t+ 一 0 时 , x(z) 将 存在 
有 限 的 极限 ($1.1《c)), 并 且 在 t 之 后 还 可 以 延展 。 所 以 , te, 


e 6 » 


(e) 注意 到 ,假如 在 其 它 假 设 之 外 ,再 加 上 
faar = im | mer, 


其 中 的 极限 是 有 限 的， 则 当 : — ORT, (0 存在 有 限 极 限 。 


3. t+ = b HRE. 一般 情形 


(a) 为 了 转 而 讨论 含有 n 个 方程 的 系统 的 一 Ine, RAW 
阵 运 算 符 号 是 比较 方便 的 . 
如 果 我 们 考虑 ?> x 1 ARE Co FT 1 列 矩 阵 ,或 者 向 量 ) 


(È ) dx ( dx,/dt 
r=: h 区 二 一 一 二 : )， 
Xn dt dx,/dt 


files °) AG, Xis’? t’ Xn) 


Deh: eer 
f(t, x) fa(t3%130%%3%n) 
则 形 如 
dx,/dt 一 f Ct, xit rn)s oct, dxn/dt =. fp Cf Xis tte Xn) 
的 系统 (1.1.1), 可 以 表 为 较 紧 凌 的 形式 
z= f(r, x). > . (1.1.16) 
因此 ,这 个 表达 式 与 # = 1 的 情形 的 (1.1.4) 在 形式 上 完全 相 
同 ,只 不 过 其 符号 有 着 不 同 的 含意 .… 
(b》 如 果 我 们 用 
x? = (x, °°°, x,) 
表示 x SBE (1 x n 矩阵 )， 并 将 〈1.1.16) PFE CTR 
列 ) «x 《相当 于 用 向 量 x 与 两 个 向 量 t 和 ERE), RF 
xz = Tft, x). 


进一步 ,如 果 我 们 令 
lel = (Pl) 


《所谓 x 的 “ 欧 几 里 得 长 度 ”), 立即 得 到 27x = lel, 
e Fe 


xa = gx = > zz 由 /az 


所 以 上 面 所 得 到 的 方程 可 以 写成 
d\|x||?/de = 2x"f(t, x). 
”这 是 (1.1.5) 的 推广 。 我 们 有 类 似 于 (1.1.6) 的 结论 : 假如 
tG, x) <0, WRF 1.16) 的 所 有 积分 曲线 , HA = bd. 
现在 注意 到 ,如 果 x 和 v2 都 是 x X 146, | 
uo S haol < el Hel 

根据 和 $ 1.2(b) 中 相同 的 推 证 , 可 得 到 如 下 的 定理 . 

TEI. 设 f(t, *) 为 2X 工 年 阵 ， TETE AGE TEE 
Xn) 为 《ix ta ta) 的 实 的 连续 函数 ， C, trots ta) 在 


tt e eo db »s 


K; 4<1<6; tet = (3) In) < < +0 


上 变化 ， 假设 对 所 有 这 样 的 t 和 xy， 有 


x"f(t, x) < |lxllo(e, Iel) (1.1.17) 

其 中 cole, 四 WHA a<e<b, 0<u < +0 LIEERE 

ABNF Ca, 5) 的 每 二 个 1, volt, u) UPAR» ARR. 
又 如 果 对 于 方程 


e ù e 9 et 


_ du/di= «Kt, oy) (1.1.7) 
的 所 有 积分 曲线 , 正 向 终极 时 间 + 一 5, UR 
z= ft, x) - 《1.1.16 ) 


的 积分 曲线 ,也 有 ted. 
© 为 了 得 到 和 8 LAD FARMER, 用 由 


la] 一 S lal 


#=1 


所 定义 的 寞 ?1a| 来 代替 "长度 ” lel 更 为 方便 . 


1) x de + 00 的 情形 的 这 种 类 型 的 准则 ,可 以 参看 L. Amerio [1]. 
2) 对 于 元 来 为 ( 实 的 或 得 的 ) ez 的 2X1 甜 阵 ,我 们 可 以 赋予 形 各 ( 5 lai)” 


eo R « 


”如 果 x(z) ATRE RENARE, 我 们 易于 
看 到 ,如 果 令 0) 一 |r|, WES—-A, 有 导数 140) MES 
Was) 都 存在 ,而 且 在 那些 诸 元 素 x,(z) 都 不 为 0 的 点 处 ， 它 
们 彼此 相等 , 旦 有 

lix) < 141. 
因此 , 如 果 x(z) 为 系统 (1.1.16) 在 << 上 的 解 , 则 
有 #20) < |fG *)1。 根 据 与 51.2(c) 相同 的 推理 ， 除 符号 的 意 
义 不 同 外 ,我 们 得 到 如 下 的 定理 (参看 A. Winter [1], [21, LP. 
Erugin [2], L. Markus [1]). oF 
定理 2， 假如 存在 在 [o b) LAW BM 20) > 0, 以 及 


“> 0 时 连续 的 函数 hls) > 0， NRT o> 0, 有 


Lato lato GO 


If, x)| <A x]) 


(= Dik l= Del) Gag 
则 对 于 系统 (1.1.16) 的 由 任 一 点 1， **) WRB HR, SE 


rt = b, 


4. 积分 曲线 的 有 界 性 
(a) 在 很 多 事例 中 ,只 知道 对 于 给 定 系统 的 积分 曲线 有 :+ 一 


的 模 (0=1), el 与 le] 分 别 为 p 二 2 及 p = 1 时 ,这 个 楼 的 特殊 情形 ， 这 
样 的 模 称 为 “p 阶 Holder WR, Bit, “KEE” fol MR? le] 应 该 更 确 
切 地 分 别称 为 二 阶 和 一 阶 Holder #, 

在 Jef 与 le] 之 间 , 有 明显 的 关系 式 Jal < ja] < wa, nja] S 
laj < lej. 

其 它 类 型 的 模 , 我 们 也 要 用 到 ， 例 如 在 以 后 我 们 将 会 遇 到 lal. 

对 模 的 一 般 研究 ,可 参看 A. Ostrowski [1], 


b 是 不 够 的 , 我 们 还 必须 更 明确 地 指出 这 些 曲 线 是 否 有 界 ?, 或 者 
换 名 话说， 对 应 于 各 个 解 x (z)、 是 否 存 在 常数 d > 0, 使 对 于 
<b, 有 lx <a | 
以 后 ,我 们 将 会 看 到 ， 不 论 是 讨论 线性 系 绕 的 稳定 性 (第 九 间 ， 
$2), 或 者 是 讨论 n= 一 2 情形 的 周期 解 的 存在 性 (第 七 章 ,$ 2， $ 3)， 
都 需要 考虑 解 的 有 界 性 . 目前 , 让 我 们 回顾 一 下 T. Yoshizawa 的 
如 下 的 结果 ( 见 T. Yoshizawa [1], [2]): 
| 定理 3. 设 f(s， x) É K: a<i<b, {zll < + co FRE 
义 且 连续 。 为 了 使 得 对 于 系统 | 
amiss) 7 x (1.116) 
0, 使 得 isc | < a(R) 对 RL BAER 只 须 存在 正 
定 ?函数 OG, x), HS: (1) Øl, 2) EK LES; (2) 当 hel> 
+ o Ri, 00,3) ÉT TRET 0; G) BF (11.16) BI 


S. odr . = lim i Kede < +o, (1.1.18) 


t>b-0 


“事实 上 ;在 (1.1.15) 中 让 phn st b, 区 可 得 出 结论 ， 
ri) 一 |A| 必定 保持 有 界 ， 

(c) 如 果 在 定理 2 中 ， ne Ko 车 * > 9 ER, PRR 
句 话说 ， 对 于 G16) 的 每 个 有 0 wih n x i pa 
c, APNE > ORL, [cl BRT O. 


1) 例如 、 对 于 系统 (n = 1)k = x/21 (— oo =a <t <b =0), 仅 有 一 条 积 
分 曲线 * 二 0 为 育 界 ;其 它 的 积分 曲线 为 x = rolt, 4 #> 0- 而 如 > 
Ott, r> +o, 4 :—> 0- ii rox? kj, a» — 00, 因此 ,对 于 所 有 这 些 
积分 曲线 均 有 z+ 二 0 = |b, 

2)“ 正 定 ” 二 字 是 译 者 加 的 ， 
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事实 上 ,我 们 已 经 看 到 ,对 于 给 定 的 z), FEM d >00, 使 
得 当 aSc 时 ,有 l Sd. Ak, FEM ASO, EE 
AC|x()|) <A. 和 而且, 由 于 对 为 委 < 委 六 一 名， 有 | 


2") — 20") = GEO 
故 由 (1.1.14) 可 以 推 得 
La) — 22") Kh | adr. 


由 这 个 不 等 式 及 (1.1.18) 就 可 以 证 实 所 作 的 论断 . (参看 A. Wi- 
nter [3] 及 K. Hayashi 〈 林 一 道 )[1].。) 


5. Carathéodory 意义 下 的 积分 曲线 


(a) 人 所 熟知 ,根据 Carathéodory 的 作法 ,可 以 把 系统 
t= f(t, x) — (1.1.16) 
在 给 定 区 间 上 的 解 的 概念 加 以 推广 . 
如果 x 一 x(z) 为 (1.1.16) 在 区 间 [to A) 上 通常 意义 下 的 
解 ,满足 rG) 一 x*”*， 则 它 也 满足 积分 方程 组 


x(t) = 2 + | Kr, x(t))dt, h<e<h. (1.1.19) 


另 一 方面 ,即使 fC, *) 不 像 到 目前 为 止 所 假设 的 那样 对 于 点 
(1, x) 连续 ,这 个 方程 组 还 是 可 以 求解 的 。 

在 任何 情况 下 ,不 论 (1.1.19) 的 解 定 义 在 哪里 , 它 都 将 是 : 的 
绝对 连续 函数 (x X 1 FEB). 

按照 Carathéodory 的 说 法 ， 我 们 把 每 一 个 在 lrst) 上 满足 
(1.1.19) 的 x(:)〔 绝 对 连续 ) 称 为 系统 (1.1.16) 在 [ws 4) EMI 
义 解 。 最 多 除了 一 个 测度 为 0 的 # 值 的 集合 外 ,这 种 解 仍 然 满足 
(1.1.16), 


1) 如 果 90) 为 x X 1H RRA 2.0), WS | pO) dt ERREA 
fi ods 的 = x 15608. AFRE 
I pCa | < lp Lae |, 
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(b) 如 果 f(t, +) 定义 在 K: a<t <b, al 一 十 co E, 
E. Cr, x) 为 玉 中 任意 一 点 , 又 假如 : (1) Xt Ca, 5) 的 每 个 固定 
的 : 值 ，f(:, x) 对 * 连续 ; (2) 对 每 个 固定 的 * 值 ，f(:, x) 在 
(a, b) 上 可 测 ; (3) 存在 至 少 在 Ki < 上 有 定义 的 工 可 积 
函数 M(z)， 使 得 TG, x)| MG), 则 可 证 : 在 [nm 1) 上 至 
少 存在 (1.1.16) 的 一 个 广义 解 ， 其 中 <b, (参看 Sansone [1], 
第 二 卷 , 第 八 章 , 第 88 N). 
© 利用 这 条 局 部 存在 定理 (或 者 任何 其 它 的 局 部 存在 定 
理 )， 我 们 可 以 像 $ 1.1 那样 定义 正 向 终极 时 间 st [ 负 向 终极 时 间 
上 六] 以 及 在 Carathéodory 意义 下 的 积分 曲线 的 概念 


$ 2. Lipschitz 系统 和 Carathéodory 系统 


1. 推广 的 Gronwall 引 理 


在 本 节 将 要 用 到 的 以 下 的 引 理 ， 在 后 面 研究 其 它 问题 时 ,也 是 
很 有 用 的 . 

推广 的 Gronwall 5| Œ”. 设 在 区 间 SoS 上 给 定 了 
三 个 函数 10), P1), UG), 其 中 20) PERL TRH, HAW 
个 为 绝对 连续 ， 而 且 满 足 


u(t) < | er + 9) GA (12.1) 
则 有 
| t t t d l 
ult) < p(y) exp (| | Ur)dr) + | exp(| 1(0)40)£L ar, 
| (n<t<4). (1.2.2) 
4 | 
1) 这 个 引 理 首先 是 在 一 个 特殊 情形 下 ,由 T. H. Gronwall [1] 证 明 的 . Gronwall 


的 结果 先后 由 R. Bellman [1], H. Weyl [1], L. Giuliamo [1] 和 S. 
Faedo [1] 《第 124 页 ) 所 推广 . 


e126 


| Ur)ulr)dt = H(z), 


RI (1.2.1) 可 以 写成 
ut) S HC) 十 pl) Sss). (1.2.3) 


用 AG)exp (— | Coir) MERE POM, 并 注意 到 1G) 
u(i) 一 dH/dt 在 Uto, a] 上 几乎 处 处 成 立 ， 于 是 在 Lio, n] LIL 
平 处 处 有 


4 [ep(— |! 104) AO] < 00 (一 Kor). 


FA t #2 积分 ,因为 Hla) = 0, 438 
exp(— f (7)ar JHC) < | xz)eep( 一 | 1(0)40) p(r)dr 
一 —ex(—|" OLD p@) + pCt) 
+ | cp( 一 | NG 40) 22 dt, 

因此 o 

HG) + p(t) < p(n) exp (|: Cr)ar) 
+ | exp ({' TOLJ na dr, 
再 由 (1.2.3), 就 推出 (1.2.2). | 


2. Lipschitz 系统 . 对 于 两 个 积分 曲线 弧 的 |x(t) 一 yCt)| 的 估 什 
(a) 给 定 系 统 


t= f(r, x), (1.2.4) 
(x Am X 1366), IR fO, x) 在 K: 
a <t<b(— 0% <a<b<+c0), |x| 一 十 oo 


FAR MAES, BRAM G, x) 对 于 x* 满足 Lipschitz RF, 
即 存在 常数 L> 0， 使 得 对 于 每 个 1 &€ (a, b) 及 每 一 对 x Ra ， 
都 有 
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ICs 2°) — f(t, a") SL 2’ — x” |, (1.2.5) 
这 时 ,我 们 就 把 (1.2.4) 简称 为 天 中 的 Lipschitz 系统 ， 
C) Mit gle, 2) 为 和 fC, 2) 具有 相间 的 性质 的 ” x 156 
BE. 当然 ,其 常数 乙 可 能 与 f 者 不 同 . 
设 对 于 每 一 个 (a, f) C Ca, 2)， 在 在 连续 函数 50), HB 
|G, x) — g(t, x)| SOC) atk), (1.2.6) 
对 * —B RIL. 
令 P, 一 (to, x °), O, 一 (tos y°) 为 K 中 横 和 坐标 相同 的 两 点 ， 
x(t) 为 系统 《1.2.4) 的 由 点 书 出 发 的 积分 曲线 弧 ，)(z) 为 系统 
(也 是 Lipschitz AA) 
pe gt, y) i (127) 
的 由 0, BRITA RI. i «@) 5 yG) 都 定义 在 某 一 区 
间 ist) E. 对 于 这 两 条 积分 曲线 ， 我 们 要 在 这 区 间 上 来 估计 
[xCe) — 4. 
对 于 每 个 :e [4%, 2， 我 们 立即 有 


x(t) — y(t) = x? — y+ | (Ht, y) — g(t, yl de 
+ | es a) — fr idr, 
di (1.2.5) 及 (1.2.6)， 可 以 推出 
[xzG — Ce) < [x9 — | + |; aCr)dr 
ESWE — Kar. 
应 用 Gronwall 引 理 (推广 的 ), 就 得 到 
laG) 一 dA] 
< Is 一 (| Lat ) + | cf Lao pow (1.2.8) 
这 就 给 出 了 所 要 求 的 估计 . 


当 FG, x) gr), BIG (A); TE) 为 同一 系统 Cipe 
系统 ) 的 解 时 ，(1.2.87 就 简化 成 
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le) 一 ye) | < [x° — y®| exp (小 Lar). (1.2.9) 


另 一 方面 , 如 果 f 并 不 恒 等 于 g, 而 是 | 如 一 = 0, MA 
(1.2.8) 就 得 出 


lx) — NI < | “(| Ld6 ener (12.10) 


3. 唯一 性 定理 ， 对 初 值 点 P, 及 的 连续 相依 性 


(a) 如 果 我 们 假定 gl. x) = f(z,x) 且 有 2° — y, WEI 
(1.2.9) 就 得 到 le 一 +] 一 0， 因 此 也 就 得 出 下 面 的 熟知 的 
唯一 性 定理 . (参看 Sansone [1]， 第 一 卷 ,第 一 章 ，$ 3.1). 

TEMES. (HEHE). iu (1.2.4) 为 Lipschitz RHE». WIE 
EA REK PRORATED REO PERRET 

只 有 一 条 .〈$ 1 1C). 

KO 现在 我 们 来 证 明 如 下 的 定理 : 

EMG. 设 

#=— f(t, x) C424) 
为 Lipschitz 系统 ， x Ce) 为 其 由 Py = (tos x’) 出 发 而 定义 在 to 
:< 了 上 的 入 积分 下 ,此 处 T< b. 则 对 任意 e>0, 在 
RRR SHRI 1O 也 在 n<: < 了 LARS, BIR 
lx) — 9@)| Se St ST, T <A), sees 

设 工 为 积分 曲线 x) 的 弧 ， Bag Tx = x), to SLEST, 
对 任意 s>0, BEST 的 有 界 区 域 D, 使 得 由 I 到 DD 的 边界 
FD 的 距离 >e., 现在, 取 


5 = (= )exp(—2¢7 一 (1.2.11) 
以 及 满足 | — yl <5 KI yo BEAS, MA Oo (49 9) 出 


1) 例如 ， 该 区 域 可 取 为 这 样 的 感 (z, *) 的 集合 ?这 些 点 至 少 是 一 个 中 心 在 上 六 
径 为 28 的 球 的 内 点 、 
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发 的 (1.2.4) 的 定义 在 SST 上 的 积分 曲线 缴 存 在 且 唯 一 ， 
我 们 把 它 记 为 x 一 40. 


进一步 ,如 果 T <T, Wih (1.2.9) E (1.211) TE t <i <S 


T 上 就 有 VOIO, SE. FE Base <T 时 ， 
x 一 y0) REEDS, Kik RES 1.1 (c), 它 对 于 >T 也 
有 定义 . 所 以 TZT. 
(c) 我 们 现在 叙述 如 下 的 定理 ， KER MUA BIEL 

ERU. 只 须 用 《1.2.10) 代替 (1.2.9) 即 可 . | 

| 定理 7. 设 Ci. 2. 4) 为 Lipschitz 系统 ， x(t) 为 由 P= 一 (ro， 39) 
HRA &hSI<T(T<5) 上 有 定义 的 积分 曲线 驱 . 又 对 于 
任意 s > 0， 存 在 在 [nT] 上 连续 的 函数 3G) > 0, 使得 首 
y= ro) 为 系统 (与 (1.2.4) 一 样 也 是 Lipschitz 系统 ) 


y= glt; y) ` | (127) 
的 由 Po 出 发 的 积分 曲线 弧 ， 县 对 于 SiS T, 不 等 式 


ez) — g(t, a) <a) 
对 * 一 致 成 立 , 则 yle) 就 在 [T] EFE HE 


6) - 一 PI <e, 


4. Carathéodory 系统 


(a) 我 们 把 E i o 
=i,x) (1.2.4) 
称 为 在 K: a<t<b, |x| <+ 00 EA Carathéodory 系统 ， 如 
E: (1) fs, x) XF (2,5) PRES t, Hr 连续 ,而 对 于 每 个 
x ete 可 测 ; (2) 在 每 个 区 间 la, p) C = (4, b) 中 ， 存 在 两 个 工 
ARAR uw), 2G), 使 得 
iG, A) <u), a<i<p, lel <+, (1.2.12) 
i, 2°) — FG, x”) | SAG) 2’ — x” |, (1.2.13) 
a Lt <B, |x |< +00, |x’|< +c, 
对 于 这 样 的 系统 ,我 们 有 如 下 的 定理 . 
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f 


只 要 稍微 修改 一 Fs 2.3 中 的 证 明 ， 就 能 够 得 到 定理 8 的 证 
nas Sansone [1]， 第 二 着 ,第 八 章 $ 8.2). 


§ 3. FRE (1.1.1) 的 解 P(t, to x°) 


1. 函数 pCt, to x). 唯一 性 情形 


(a) 系统 
z= f(r, x) (1.3.1) 
在 给 定 区 间 上 的 解 ， 不 仅 可 以 看 成 上 的 函数 而 且 也 是 相应 积分 曲 
线 弧 的 初始 点 的 坐标 tos 1° 的 函数 ， 
因此 ， 把 这 样 的 解 表示 为 «= ol, to, **) 是 很 有 利 的 。 其 
中 中 为 nii, CE z, t x 的 函数 ,其 中 t 和 和 为 实数 , 而 l 
n— ln) . 
本 节 的 目的 是 推导 pC, to, 2°) 的 性 质 . 
(b) 我们 已 经 知道 ， 如 果 (1.3.1) 是 Lipschitz 系统 或 者 仅仅 
是 Carathéodory 系统 , 则 由 定理 5 或 定理 8 知道 PC, tsx) EE 
一 的 。 下面 的 定理 给 出 了 一 个 更 为 一 般 的 唯一 性 的 准则 。 (参看 
L. Giuliano [2], [3], H. Okamura [1],[2]. ) 
定理 9. E IC PIEK: a <t < b, |x|< +00 
区 间 Gas 8) C (as D) L PELARE Os 使 得 
If(2, x)| a), #6 (a; f), (1.3.2) 
又 假设 对 于 每 个 u > 0, Aw) HENSRAR mH. H nici 


u>ez>0, 就 有 


ty du lim |” du co 1.3.3) 
Vi hu) 0 + Os (1-3.3) 
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最 后 ， 假 设 对 每 个 区 间 Lea, 25 T (a, 5), FEL TRIEM 
TOF 使 得 | | 
Gl — x” YIG, #) — 1 x] S NON — P, 


r€ [a, 8], | ___. (1.3.4) 
SUA K AVERTI P= Co 2) RRRA 
è= flt) (1.3.1) 


ORD ERIE- Lr. 
HH (1.3.2), M P, 至 少 可 以 引出 (1.3.1) 的 一 条 积分 曲线 驱 。 假 
设 在 A<IST 上 有 两 条 不 同 的 积分 曲线 弧 2) 及 yO). 把 


x 与 9 代入 (1.3.1), 可 以 推出 | 
= aljz — yl[?/de = (x — IG, z) — FG, 1. 


È le— yP =u, h 人 3.4), 得 到 
n du/h(u) <= AG) de. | 


由 加 十 8 到 T>t+ 8 积分 这 式 ， 并 应 用 在 $1.2(d) 用 过 的 积 
分 代 换 法 ,就 得 到 


s(T) T 
1 工 | dv < XiKr)dr。 
2 J ulegts) h(v) 


令 s 一 0+, 上 式 右 端 保 持 有 界 . 而 同时 ,因为 候 设 we) >0, 
特别 是 «(T)>0, MAM e— 0t 时 u(y, +e) >a (t) = 0, 
故 由 (1.3.3) 知 上 式 左 端 趋 于 十 co ,矛盾 . 

Ce) 特别 是 , 如 hw) = 时 (1.3.4) 成 立 , 则 我 们 可 以 推出 
另 一 个 准则 (参看 E. J. MeShane[1]), 从 它 立 即 可 以 推出 Carath- 
éodory 系统 的 唯一 性 定理 (定理 8). 为 此 ,只 须 注意 到 - 

Cx! — 2” LG, x’) — fsx) 
| L le — x” fG #) — FC, #”)| 
以 及 | 
Mila |< Aaa” — x 
Cd) 如 果 26) = 0 恒 成 立 , 则 (1.3.4) 就 变 成 
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(x — x") Ct, x) — ft, x)] <0, (1.3.4.1) 
由 它 可 以 推出 , SF (1.3.1) 的 每 一 对 由 P 出 发 的 解 G), yG)» 
都 有 


一 > dle — yll?/de <0, 


(1.3.4.1) 式 可 以 解释 为 xz 向量 fC, x) 对 于 * 是 非 增 的 . 当 
n 一 时 ,这 就 是 著名 的 Peano 准则 (参看 G. Sansone [1]， 第 一 
5 47 页 及 其 参考 文献 ). 


2. P(E, to, x) 的 连续 性 


(a) PCr, tos 1°) 对 (1, to, x°) 的 连续 性 是 唯一 性 的 结果 . 事 
实 上 ,我 们 有 如 下 的 定理 . (SA G. Sansone [1]， 第 一 卷 ,67 页 ， 
F. Cafiero [1], A. D. Myshkis-V. K. Grinfel’d [1], A. F. 
Andreyev-Yu. S. Bogdanov [1] 和 A. F. Fillippov [1].) 

定理 10.。 BR plr, tos 2°) XF CG, tos 25) 为 连续 的 ,如 果 它 
BEIRAREN » 1G D ATI: DY TED 

jes) 对 > ERRIREN (as P) C (0, 2), RELA 
RER O, WH GI ul. 

这 个 定理 有 如 下 的 推论 . 

推论 . 假如 系统 (1.3.1) 是 Lipschitz 系统 ， 或 者 仅 为 Carathé- 
odory 系统 ， 则 pl, tos 29) 对 Ct, to, x°) 为 连续 的 ， 

(b) 根据 这 个 推论 和 定理 6， 以 及 定理 8， 我 们 可 以 断言 : 假 
如 (1.3.1) 为 Lipschitz 系统 (或 者 Carathéodory AA), W pC, 
tos x) 对 于 任意 区 间 S:T 中 的 :一致 地 对 e 连续， 其 中 
了 一片 ( 委 已 ， 这 个 说 明 将 有 助 于 对 稳定 性 概念 的 理解 ， 


3. 稳定 性 


(a) 假设 >- 向 量 函 数 f(t, x) 在 K: 4<t1<4+ 00, [x|< 
+ 0 中 有 定义 且 连 续 ， 并 能 保证 过 下 中 任意 后 P, = (to, x), Fx 
Ti 
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ż = f(t, x) (1.3.1) 

OR HRA Li g(t,to,20) 处 处 连续 ,例如 ,如 果 (1.3.1) 
为 kK 中 的 Lipschitz 系统 ,上 述 条 件 都 是 满足 的 (83.2 推论 . ). 

设 x = FG) X (13.1) 的 积分 曲线 ， 其 正 向 终极 时 间 et = 
+ co 而 负 向 终极 时 间 ‘> a, 

假设 存在 点 Peto, x) (to St, xe (00), EHEH RIR 
分 曲线 x = x(t) 有 ct — 十 co。 由 $3.2(b) 最 后 的 说 明 可 知 , 对 
FER T> 0 Re > 0, 存在 57 = tse) > 0， 使 得 当 1x(%) 一 
x(t0)1 S dr 时 ,在 每 个 区 间 SS T 上 有 

|x(z) 一 2 se. 

WREE t K e 而 让 7 了 变化 (7 > 0), 则 相应 的 57 的 最 大 下 
界 6 之 0。 可 能 会 有 5 二 0, WRITES 1.1(d) 所 举 的 方程 (x 一 1)， 
对 任意 ,关于 解 x Fe) 一 0， 就 是 这 种 情形 。 若 不 是 这 样 ,如 
果 5>>0, 则 根据 Lyapunov (24 A. M. Lyapunov [1]) WE 
X, 我 们 就 说 当 上 一 十 co 时 , 解 #0) 是 稳定 的 ， 或 说 成 是 
正 向 稳定 的 。 因 此 ,有 下 面 的 定义 . 

定义 上 系统 (1.3.1) BU FE) 称 为 当 1-> + oo 时 是 稳定 
的 ， 如 果 对 任 给 的 两 个 数 to BZ Belt > r > €>0), FE o> 0, 


so ses 9 4% 6 


lato) — #4) 1 <8 a (1.3.5) 
的 *(9， 均 有 o 
la) — ©) < tp t< +00, (1.3.6) 
E #0) 不 是 稳定 的 时 候 ， 我 们 就 说 它 是 不 稳定 的 


换 句 话说 ， 如 果 我 们 把 (1.3.1) 的 解 记 作 P(t, tos 2°), RTI 
将 称 #G) 是 稳定 的 《对 1 一 十 o), 如 果 当 |x — EC) 一 0 
时 ，| pCzs zy 2°) 一 Cts F(1))] 对 于 满足 << + oH 
一 切 上: 一致 趋 于 零 . 

(1.3.5) 中 的 数 8 一 般 不 仅 依赖 于 cs MERT to. 从 
(i, tos x) 对 (zy tos x *) 的 连续 性 的 假设 ,立即 可 以 推出 ， 如 果 对 
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TRI 4 > 六, BNR RE ae, ER > 
解 的 稳定 性 条 件 也 将 成 立 。 然 而 ,一 般 说 来 ; 数 5 将 因 和 的 不 同 而 
AR. AU, TRE HE eMn AIAR Ce, t). GIRARE 
p(t, tos x") 对 x 连续, WA RUS REE EI-ROKR 
它 形式 的 稳定 性 ， 参 看 Yoshizawa [3]). 

(b) 如 果 在 稳定 性 的 定义 中 ， 我 们 指明 所 存在 的 ?之 0 与 H 
ER, 则 就 说 re) 对 于 加 是 一 致 稳定 的 , 或 者 简称 为 0) 是 一 
致 稳 定 的 。 因 此 有 如 下 的 定义 . 

EX 2. 系统 (1.3.1) 的 解 IC) 称 为 是 一 致 稳定 的 ， 如 果 对 


任意 e>0, 存在 s(e)>0, 使 得 对 任意 t > e CUR T 为 所 


ay Ce) 的 仙 回 终极 时 间 ), 只 要 la) 一 #00 < 3 成 
I, GO, —x@)| = e 也 就 对 n Se <+ 0 成立。 
(c) 在 提出 稳定 解 的 概念 的 间 时 ， Lyapunov 还 提出 了 渐 近 稳 
定 解 的 定义 (参看 Lyapunov [1], 第 253 页 ). 
定义 3。 系统 (1.3.1) 的 解 z) 称 为 当 1 一 十 00 时 是 渐 近 


稳定 的 ， WR: a) Roli (定义 1); (2) 对 每 个 ty > 


y Ce) O 的 aa 0 ` i st .è o SG 0 @ 
lim |q9(z, tos 2°) — p(t, tos X(t))| = 0. (1.3.7) 


(d) (1.3.1) 的 解 可 以 同时 是 一 致 稳定 的 和 渐 近 稳定 的 。 对 
于 这 些 特殊 类 型 的 解 ,我 们 有 如 下 的 定义 . 
EX4 (1.3.1) 的 解 EO WHERE EM, Rn: 


e? es ë o e O # o & 9# 


任意 eE2>0, 存在 Te) > 0, 使 得 对 于 满足 re — EG] < 5, 
及 > CA FO PAID E MOLE Co), 
4 上 之 如 十 了 Ce) 时 , 均 有 
IPC, tos 2°) 一 Pt, tr ED) S E 
换 句 话说 ， 当 1—4 0 时 , 对 于 满足 a> K |% 一 
¥(%)| S do 的 (ay 29) PGs zos 29) — OC, tos #4) 必须 一 致 
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WEXWT®. 

一 致 渐 近 稳定 解 的 概念 是 由 1. E. Malkin [1] 引入 的 ， 而 这 
个 术语 则 是 J. E. Massera 提出 来 的 (参看 Massera [1]). 

(e) 在 上 述 所 有 稳定 性 的 定义 中 , DE BYARD 
近 记 考虑 的 解 c) 的 初 值 tC). 但 在 实际 应 用 中 ，x ”可 能 与 
(4) 相差 任意 大 ， 因 此 ,我 们 有 如 下 的 定义 (参看 E. A. Barbas- 
hin-N. N. Krasovskii [1]). 

定义 5， 假 设 <= 一 ©, PRD FG, x) 的 定义 域 K 为 整个 
Ct, ) 空间 . 0. 3. -1) iii z (2) 称 为 是 全 局 渐 近 稳 定 的 ， 假如 : 


+ 和 


Cf) (1.3. D 的 解 的 上 述 各 种 类 型 的 稳定 性 都 是 与 初始 点 (403 
x") 有 关 . 人 队 应 用 数学 的 观点 来 看 ,这 相当 于 考 虚 关于 原始 数据 的 
摄 动 或 误差 的 稳定 性 .然而 ,在 一 个 物理 系统 中 ， 可 能 还 有 经 常 性 
的 报 动 ,它们 在 由 系统 
z= {(t, x) (1.3.1) 
所 描述 的 现象 的 整个 过 程 中 ,都 起 着 作用 . 
极其 经 常 的 是 ， 不 仅仅 是 x 0 是 近似 地 表示 初始 的 物理 状态 ， 
而 且 事 实 上 整个 系统 〈1.3.1) 也 是 近似 的 . 也 就 是 说 , 连 了 本 身 也 
只 不 过 是 近似 地 描述 了 实际 现象 . 这 说 明 有 必要 提出 下 面 的 定 
X. 
定义 6， 系 红 13.1) 的 解 O PARERE, WEN 
ER n> GO) DARRRYRE > 0, FE 8 一 5( 
s) > 0， 合 得 对 于 满 尼 不 等 式 1((2, 2—0) <0 和 le — 
FI <0 的 任意 aCe, +) PA 
== g(t, x) (1.3.8) 
HORE b(t, tos 2) 对 << + © 都 满足 不 等 式 
Jol, tos 2°) 一 PCE tos XC) | < E. 
(假设 gt, x) 连续 ， 且 具 有 与 HG, x) ARIE Wa» 到 保证 解 的 
叭 一 性 及 对 初始 条 件 的 连续 相依 性 .) . 
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整体 稳定 的 概念 是 J. G. Makin 提出 来 的 (参看 J. G. Ma 
lkin [2] 及 N. A. Artem’ev [1])， 而 这 一 术语 则 是 J. L. Mass 
era 所 引用 的 (参看 J. L. Massera [1]). 

指出 下 面 一 点 是 有 意义 的 ， 即 整体 稳定 的 概念 是 从 定理 7 得 
到 启发 的 , 正如 解 的 稳定 的 概念 〈 定 义 1) 是 从 定理 6 得 到 启发 的 
— È. 

(8) 上 述 六 个 定义 所 提出 的 基本 概念 ,都 可 以 推广 到 Carath- 
éodory 系统 或 者 满足 定理 10 的 更 为 一 般 的 系统 上 去 . 

Ch) 4 (1.3.1) Am fC, x) 不 明显 地 依赖 于 : 时 ,系统 称 
为 是 自治 的 .对 于 这 样 的 系统 ， 我 们 远 可 以 考虑 其 它 类 型 的 稳定 
性 ,例如 Poisson 稳定 性 (第 四 章 ,$1) 和 轨道 稳定 性 (第 九 章 ，53). 


4. 线性 系统 的 函数 p(t, to, x) 


(a) 线性 系统 | 
dx;/dt == a;(2)x,; 十 .… + din(t)x, + a(t) (i = 1,2,-°*, n), 
其 中 a(t) 及 au) WENT (4,8) 上 的 实 函 数 ， 可 以 写成 下 
面 的 向 量 形式 
x = A(t)x + alt), (1.3.9) 
此 处 * 与 * 为 通常 的 意义 ，alz) 为 以 ai) ATER x 14606, 
A(t) 为 以 4) HERA” X a al, 
WORT MAA, 应 用 定理 1 或 者 定理 2 可 以 证 明 ，(1.3.9) 的 每 一 
条 积分 曲线 的 终极 时 间 为 ct = b, =a (BA Sansone [1], 第 
一 卷 ,第 一 章 $ 3，5 4)。 这 个 事实 当 40), ale) 为 Ca, b) 上 的 
连续 遂 数 时 成 立 ; 当 AG), aCe) Æ Cab) 的 每 一 个 子 区 间 上 工 
可 积 时 ,对 于 Carathéodory 解 的 更 为 一 般 的 情形 ,同样 也 成 立 ， 
(b) ARMEB AMAR (1.3.9) 的 函数 PCs 100 2) 的 最 
式 表 达 式 . 
考虑 (1.3.9) 的 对 应 的 齐 次 系统 
y= AG)y. (1.3.9.1) 
An x n ee YO) 的 各 列 为 (1,3.9.1) 的 一 个 解 , 则 YO) 满足 
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FHI*E3 E È | 
Y= 4Q)Y, a (1.3.9.2) 
RRK, WR YO) 29 (1.3.9.2) 的 一 个 解 ， 则 它 的 每 一 列 也 是 
(1.3.9.1) 的 解 . 

在 这 种 情形 ， BBB CG. Sansone [1], 第 一 着 ， 第 二 章 ， 
$ 1.2) dety 满足 方程 

d(der Y)/dt = (Al) det Y, 

其 中 


trA(¢) = Da a(t) 
i= 
为 AC) BIW. | | 
由 此 可 以 得 到 著名 的 Jacobi- Liouville 公式 (参看 G. Sansone 
[1], 第 二 章 ， $ i. 2): 


det Y(#) 一 det YC) exp (| aar), 


由 此 可 知 : (1.3.9.2) 的 解 YO 或 者 对 所 有 的 : 值 都 为 退化 
阵 ,或 者 只 要 det YQ) 关 0， 它 就 恒 不 为 退化 阵 ， 

在 后 一 种 情形 ，Y(z) 的 工 列 是 线性 无 关 的 ， 从 而 它们 给 出 
THE (1.3.9.1) 的 基础 解 系 的 ”个 解 ， 这 时 称 YO ARE 
(1.3.9.1) 的 一 个 基本 解 矩 隆 《 简 记 为 f.m)， 假如 YO) 为 一 个 
f. m., M CHIER” X 9 RS, WI YG)C 也 是 一 个 
f. m.， 适当 选取 C， 使 Y(w)C 是 单位 矩阵 1。 我 们 把 满足 
U(A) 一 1 的 fm. UG), 

Ce) 设 9) 为 (1.3.9.1) 的 任意 一 个 解 ，7(z) 为 一 f m., 
我 们 用 方程 y() = Ye 定义 一 个 # X 156 ce. 将 这 式 求 导 
数 ,并 注意 到 (1.3.9.2), 就 得 到 YOe = 0. 但 是 de Y %0, A 
此 必须 e= 0, Mine 为 常数 了 泗 、 于 是 ,对 于 :的 每 一 对 2 及 a, 
RNA: yO) = Ye 及 ya) = Y(to)c。 如 果 用 Y- 表 示 Y 
的 逆 阵 , 则 有 YO yl) = YC) y(t). MA 

yt) = YY ay’, Cy = yC). (1.3.10) 
e 24 。 


这 个 公式 给 出 了 齐 次 系统 (1.3.9.1) 的 函数 pCt 10,9) 的 显 
AKAA. 

(da) ik Y) A—f.m, ZO 一 YU. 对 恒等式 ZY 一 7 
求 导 数 , 并 注意 到 (1.3.9.2) 以 及 detY = 0 这 个 事实 ,我 们 就 得 到 
Z 一 一 ZA(z). FH, 如果 把 《1.3.9) WAAR Ze) FR 
分 ,就 得 到 


x(t) = Y (HAY Ca)? + | YY H(T)e(t)dT. (1.3.11) 


这 个 式 子 给 出 了 非 齐 次 系统 (1.3.97) 的 函数 PG, w) 的 显 式 表 
RX. 

我 们 注意 到 函数 pC, to, 1) RF x? 是 线性 的 ,又 由 (1.3.10)， 
就 能 把 (1.3.11) 改写 成 


x(t) = yC) + | Y(MYm)a(r)dr, (1.3.11.1) 
其 中 ye) WH (13.9.1) R, CE t= HA =) 取 相 同 的 值 
x’. ZH (1.3.11.1) HA Lagrange 公式 (参看 G. Sansone [1], 第 


二 章 ,$ 1.5), 


5. p(t, fo, x°) 的 可 微 性 


(a) 考虑 (13.1) 的 一 般 情形 。 函数 eG. ws x") 总 有 对 : 

的 导数 (参看 5 1(a))， 且 如 果 fr, x) 为 连续 函数 , 则 处 处 都 有 
ðp/Ət 一 dx/dt = f(t, p). 

但 是 ,9 对 加 和 如 并 不 总 有 导数 . 现在 假设 这 些 导数 存在 ， 
Bik b= b(t, tos 2) 是 元 素 为 091/00, +++ > Gpn/Oto BY n-i 
E, O(t, to 1) 是 元 素 为 Bpi/6xj(i, j= 1, 2,000, 2) 2X” 
ERE, 显然 有 Ot, to ) = I. 

如 果 Of,/Ox; 对 i,j = 1,2, ton 都 存在 , 则 元 素 为 8f;/ 
dx; 的 矩阵 OC, +++ > 4a) /0x1, tto ee) 将 表示 为 f/x. 

如 果 0}/0x FE K:a<t<b, |:|<+ o HER, WES 
看 G. Sansone [1], #B—B, $5.7) 对 于 tECa, b), m€ (a,b), 
lz 一 十 cc， 与 9 存在 且 连 续 , 并 且 满 足 如 下 的 方程 组 
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Hg, oe a 
h x p> a © 
上 面 的 第 一 个 方程 相当 于 有 * 个 方程 的 线性 系统 ， 而 第 二 个 
矩阵 方程 相当 于 ” 个 系统 ,每 个 系统 含有 = 个 方程 。 
(b) 如 果 我 们 记 


z ð 
divf = 2 Of,/Ox; = wl, 
则 由 于 deto Ce, tos 2°) 一 1， 就 可 以 从 $3.4 得 到 


det ØC, to, x°) = ep 人 (| div fdt ). (1.3.12) 
to 


REA (1:3.12) 是 由 Cs tos 29) 所 给 出 的 变换 的 Jacobi 行列 
式 ， 这 个 变换 把 超 平面 上 一 和 加 上 的 所 = ° RARE = 上 
的 点 pts tos x°). 


6. 含 参数 的 系统 
我 们 经 常 要 讨论 如 下 类 型 的 系统 | 
è; = ity Xis tta Zao di» ***3 da) (1.3.13) 
其 中 Ais tet’ ay ABR. 
WR (113.13) 的 由 给 定点 Cos) 出 发 的 解 满足 存在 唯一 性 
条 件 , 则 此 解 也 依赖 于 参数 2;, BU x= pts, foo X’, Ais o's Ax). 
mA, WR f; HT ais era Ae 的 导数 存在 , 则 可 以 证 明 P(t» tos 
a, lis crs 24) 对 listetta Ay 的 导数 也 存在 (参看 G. Sansone 
[1]。 第 一 章 ,$ 5.4), 而 且 , 这 些 导数 还 满足 某 个 线性 系统 . 
很 清楚 ， 只 要 把 空间 的 维 数 由 = 十 1 增加 成 +k + 1， 
(1.3.13) 就 可 以 化 成 以 前 曾经 考虑 过 的 系统 来 研究 . 为 此 ,这 
Xi m y(i m], °°, n) 
及 
Ape Vien da cena Ra 
则 《1.3.13) 就 可 以 写成 如 下 的 系统 . 
Yi Bibs Yis oe Vota) = 13 二) 《1.3.14) 
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其 中 前 *# NEW g; 就 是 访 ， 而 其 余 的 & 个 函数 全 都 恒 等 于 零 ， 系 
统 (1.3.14) 是 在 空间 Satkt1 (其 中 点 为 Ct, Yis **%* > Yatk)) 中 的 
形 如 (1.3.1) 的 系统 ， 

对 系统 (1.3.13) 的 函数 pC, tos 1%, dio os Ag) 的 研究 可 以 
化 成 对 系统 (1.3.14) RAR plt, tos y) 的 研究 ， 


$4 Jal 期 解 


1. 周期 积分 曲线 .周期 轨道 


(a) 在 系统 
t= f(t, x) (1.4.1) 
的 经 历 无 限 长 时 间 (BI: = — o, += + 00) 的 积分 曲线 中 ， 
周期 积分 曲线 特别 重要 . 
(1.4.1) 的 积分 曲线 x 一 p(x) 称 为 是 周期 的 ， 如 果 存在 常数 
t>0, (ER 
p(t +T)= pe), (o< < H o). (1.4.2) 
常数 z 称 为 pa) 的 一 个 周期 .这 时 ， 我 们 也 说 这 条 曲线 上 共有 周 
Hr. 我 们 不 排除 PO) 为 常数 的 情形 .很 明显 ， 如 果 ?* 是 一 个 
局 期 ， 则 数 krík =2,3,000) 也 都 是 周期 ， 
Ar 与 ;为 两 个 周期 , 则 我 们 可 以 根据 它们 之 比 是 有 理 数 还 
是 无 理 数 而 分 为 两 种 情形 。 第 一 种 情形 , 设 T/m pla Q54 
为 互 质 的 正 整 数 )， 如 果 我 们 令 T = 1,/p = 13/4, N par 也 就 是 
周期 . 
ss: RETE. KE Dirichlet 的 一 个 定理 (参看 I F. Koksma 
[1])， 当 2 与 ?为 整数 时 , 点 me, + arn 的 集合 在 实数 轴 上 是 处 
处 稠密 的 . 而且， 因为 由 (1.4.2) 有 pmr, 十 272) = (0), HK 
PU) 在 一 个 处 处 稠密 的 集合 上 取 相同 的 值 p(0)。 现在 ,再 由 
PA 的 连续 性 , 就 可 肯定 为 常数 ,在 这 种 情形 ,积分 曲线 变 成 
平行 于 : BN BR. 
因此 ,如 果 一 条 积分 曲线 是 周期 的 , 但 不 为 常数 , 则 它 的 两 个 
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周期 之 比 必 为 一 有 理 数 .我 们 也 知道 ， 在 周期 中 存在 一 个 正 的 最 
小 值 , 称 为 最 小 周期 或 者 原始 周期 ,或 者 就 简称 为 p(z) 的 周期 . 

(b) 我 们 将 在 $5 中 看 到 ， 有 时 需要 考虑 积分 曲线 在 起 平面 
+ 一 0 或 者 在 任何 与 它 平 行 的 超 平面 上 的 正 投影 。 如 果 积 分 曲线 
是 一 个 周期 曲线 ， 则 称 它 的 投影 是 一 条 (局 期) 轨道 . 当 积分 曲线 
为 冲 数 时 , 则 它 的 轨道 退化 成 一 个 点 . 


2. 例外 周期 解 
(a) 假设 f(:, x) 对 * 是 最 小 周期 为 > 0 的 周期 函数 , 则 
ft + o, x) = flt, r), — O<£L<+ 00, (1.4.3) 


如 果 x) 29 (14.1) 的 周期 为 z 的 周期 解 ， 而 */o 4 
数 , 则 称 它 是 例外 周期 解 , 或 例外 解 . 特别 是 , 所 有 的 常数 解 都 是 
例外 解 ， 现在 ,我 们 将 根据 J. L. Massera [2] 和 J. Kurzweil-O. 
Vejvoda [1] 所 得 到 的 结果 ,来 分 析 例 外 解 的 某 些 性 质 . 

(b) FER IL 如果 + 一 eo) 为 一 例外 解 , 则 其 轨道 完全 包 
含 在 点 RS Xo 之 中 ARIE x ' 对 于 任意 : 都 有 

f(t, x°) = (00, x°). 
对 任意 的 È = wy). 因为 对 任意 一 对 整数 = 和 ,有 
f(s + mo + pr, 2°) = f(n+ pr, x) 
= f(t) + pr, pl + pr)) = dq/dt | +per 
= dep/dt| ps, 一 f(t, x°), | 
所 以 有 f(s + mo + pr, x) = f(a, 2°). 

由 于 点 mo + pr 的 集合 在 上 轴 上 处 处 稠密 ， 又 因 fe, x) 
连续 , 故 IG, x) 为 常数 .从 而 Dex. (AERA 是 任意 的 ， 
就 有 p(t) € Xo 这 个 定理 有 一 个 直接 的 推论 . 

Wie. 如果 f(z, x) 一 g(x) +50), BAG) 不 为 常数 , 则 系 
a (1.4.1) 没有 例外 解 

Cc) 根据 和 (b) 中 相同 的 理由 ， 可 推 得 ， 如 果 x = gp(z) 为 
(1.4.1) 的 例外 解 , 而 tos st, 为 + 的 任意 二 值 , 则 
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fts p(%)) = fto» P(1))» 


县 由 于 wm 和 所 是 任意 的 ,就 有 
H(t, p(2)) = Ha» P@)). (1.4.4) 
对 于 任意 a, 我 们 也 有 
It, p(t + a)) = f+ a, p(t + a), (1.4.5) 


MAA f(z, p(t)) = dp/d:， 于 是 有 下 面 的 定理 . 
定理 12. 《1.4.1) 的 每 一 个 例外 解 ple) Ph ERER 
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由 定理 1 12， waynes 5 DARE MESHES 我 
们 就 得 到 如 下 的 定理 . 
”定理 14， 系 统 (1.4.1) 的 例外 解 的 轨道 或 者 是 一 个 环 ， 或 者 
推论 ， 如 果 # = 1, 则 (1.4.1 的 例外 解 只 能 是 常数 角 
(d) 我 们 立即 可 以 看 到 , 当 # 1 时 ,可 以 存在 非常 数 的 例外 
解 ， 例如, 当 ”一 2 时 ,我 们 有 如 下 的 系统 
Ax da at (ai + xi — DAG), 
其 中 30) ECE) AH > 0 的 周期 函数 。 这 个 系统 有 周期 
为 2% 的 解 
x, = pt = sin(t + a), xr, = P(t) = cose + a). 
如 果 w/2x 不 为 有 理 数 ,这 个 解 就 是 一 个 非常 数 的 例外 解 . 
(e) 定理 15。 如果 n=2, H fC, x) 为 * 的 线性 函数 ,于 
RA (14.1) Wi 
= Pult) + Pralt) x2 + p(t), 
£2 = pur + pal0)xa + pl), (1.4.6) 
E pi), pil) BAI o> 0 的 周期 函数 (至 少 有 一 个 函数 
具有 最 小 周期 w), 则 其 例外 解 只 可 能 是 常数 解 ， 
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事实 上 ,假如 pG) = (eC). p) Æ (1.4.6) 的 例外 解 , 则 
Bi (1.4.4) FA STEER AR AA Cts, pC)? = fC, p). 
因而 在 这 种 情形 就 得 到 

Deut) — Pud Ip.) + [pala 一 pal#3)] ul) 

十 ACOE 一 pCt) = 0, 
FAC 一 Palt) fp) + [pa(1) 一 palra) paG) 
+ palta) 一 p(t) = 0. 

如 果 pi) 全 为 常数 ， 则 从 这 些 关系 可 以 推出 ple) 也 将 是 
常数 ， 这 与 假设 矛盾 ， 因 此， 肯定 存在 * 的 一 对 值 , n 使 得 在 
(14.7) 中 的 a) 5 oG) 的 四 个 系数 中 ,至 少 有 一 个 必须 异 于 
Æ. Win, i pula) 一 Pult) > 0, MH (1.4.7) 的 第 一 个 方程 
可 知 ， 积 分 曲线 eG) = CP), P) 位 于 平行 于 上 MI E E 
上 ,而 且 因为 它 在 (10) 平面 上 的 投影 是 闭 的 ， MASERA 
Fi. 


(1.4.7) 


O (D WRG, 2) 是 * RR, 33, MRI 
能 有 不 为 常数 的 例外 解 。 例 如 ,系统 
i= — Ax, + Xh,G), | 
= = dx, + Xhi), 
ta = Ax, — Ax, + Xh3(2), | 
其 中 XX 一 x 十 x; 一 ww， 对 任意 的 4,0), RARER 
xı = acos(7£ +b), x, asin(M+ 6), x3= n + x5 
其 中 < 与 4 为 任意 常数 .。 这 个 解 有 周期 2/2, M AO 出 可 以 
设 为 具有 任意 周期 的 周期 函数 .. 
(2) 对 于 ”一 2 的 情形 ,我 们 有 如 下 的 定理 ,对 它 我 们 只 加 令 
述 而 不 予以 证 明 ( 参 看 J. L. Massera [2]， 第 48 TA. ) 
定理 16， 设 x 一 2, Kr, =) We 与 * 的 全 纯 函 数 ， 且 设 系 
一 A, ORG, E DE Clx, ov 
= A(x, x2)D(t, x1, x1) + E(x,, x2); 
Se A,B C, D, BASEL BPE Au, r9 一 ME 
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个 简单 用 曲线 ,在 其 上 有 
COA/Ox + E04/9x,= 0, C+ E? 0, 
(04/9x,)? + (04/8x.) = 0. 


$5. HBR BE 
L 自治 系统 及 其 积分 曲线 的 性 质 
(a) 形 如 | 
z= X(x) (1.5.1) 


的 系统 是 一 类 很 重要 的 系统 ， 这 样 的 系统 由 于 它们 的 右 端 与 时 间 
t 无 关 而 称 为 自治 系统 . 

X@)A BI 2 X11 矩阵 函数 , 它 对 于 变量 x 在 点 (xz en) 
的 欧 几 里 得 空间 S, 的 区 域 D 内 有 定义 .。 如 果 我 们 不 做 相反 的 说 
明 , 就 假设 DD 为 整个 S, 空间 ,而 XCx) 在 其 中 是 连续 的 . 

(b) 自治 系统 的 积分 曲线 具有 下 面 的 重要 性 质 ， 设 已 = (z, 
x) K P, = (2, xz) 为 给 定 两 点 ,如 果 我 们 沿 è 轴 做 平移 è = r — 
Ct, — 1) W (1.5.1) 的 每 条 由 P, 出 发 的 积分 曲线 平移 成 为 (1.5.1) 
的 由 P: 出 发 的 积分 曲线 .所 以 ,如 果 «= pG) 为 (1.5.1) 的 在 给 
定 区 间 [203 4) 上 的 解 , 则 函数 ple 十 c) 也 是 (1.5.1) 在 [fa 十 c， 
ite) 上 的 一 个 解 , 其 中 “为 任意 常数 . 

这 可 由 dz 一 dz 和 X 与 上 无 关 这 个 事实 推出 

Cc) 假如 唯一 性 条 件 得 到 满足 ,为 了 使 (1.5.1) 的 一 条 积分 曲 
线 是 周期 的 ,只 须 存 在 的 两 个 不 同 的 值 4 与 ,使 得 

xlt) = x). 2. (1.5.2) 

事实 上 ,平移 4 一 了 一 (一 扩 ) 把 从 点 (tis sD 出 发 的 积 
分 曲线 工 变 到 从 点 《ay (12) 出 发 的 积分 曲线 .因此 , 由 唯一 性 
假设 ，T 应 变 到 它 自 己 . 于 是 ， 对 任意 :都 有 r te. — A) 一 
x(4), Mil ta — 1 是 一 个 周期 . 

(d) 对 于 自治 系统 ,常数 积分 曲线 x(z) = cle HBR) 存在 
的 充 要 条 件 为 X(c) 一 0， 其 中 0 为 2 Xx 1 SHR. 
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2. 轨 线 , 相 空 间 


(a) 假设 (1.5.1) 中 的 XC) 保证 经 过 S, 的 任意 点 P, 的 积 
分 曲线 唯一 . 
于 是 ,对 点 (t,x*) 的 空间 Sra 的 任 一 点 ,都 有 (1.5.1) 8 — H 
唯一 的 积分 曲线 经 过 ,从 而 (1.5.1) 的 积分 曲线 充满 了 San 且 对 于 
So 的 点 ， 积 分 曲线 能 且 只 能 经 过 它 一 次 。 如 果 把 任意 一 条 积分 
曲线 T, 

x = xlt), IO <t<tt (1.5.3) 
垂直 投影 到 方程 为 上 一 0 的 超 平 面 % LAM SI 可 知 , SAM 
当 了 为 周期 解 时 ,特别 是 常数 解 时 ,了 T 上 的 不 同 两 点 才 有 可 能 有 相 
同 的 象 . | 

积分 曲线 的 这 种 投影 称 为 系统 (1.5.1) 的 雪线， Be (15.3) 
称 为 轨 线 关于 参数 z .的 参数 表达 式 . RIME LER RIF t 
增加 的 方向 . i 

”如 果 作 平移 terta, 其 由。 为 给 定 的 常数 ， 则 积分 曲线 
TRE RR HR Ta. WHET. 的 轨 线 应 与 工 的 象 重合 。 因 此 ， 
x= glr) = xr +a) — a<t<tt— a) A ATARAR 
的 另 一 个 参数 表达 式 . 于 是 ,每 条 轨 线 是 《15.1) 的 无 穷 多 条 积 分 
曲线 的 象 , 这 些 积分 曲线 沿 上 轴 平 移 能 够 互相 重合 . 四 

(b) 通过 超 平 面 上 一 0 上 的 各 点 , 仅 有 一 条 轨 线 ， ERRAR 
分 曲线 的 投影 ,同时 ,也 是 那些 沿 z 名 平移 能 与 这 条 积 分 此 线 相 重 
合 的 积分 曲线 的 投影 。 … 

， 显然 ,(1.5.1) 的 积 分 曲线 在 超 平面 $ =m G æ 0) 上 的 所 有 的 

正 投 影 的 几何 图 形 ,和 在 超 平 面 * => 0 上 的 正 投影 是 完全 相同 的 . 

超 平面 = 0 或 者 任何 超 平面 :一 <。 (C 为 常数 ) 称 为 系统 
(1.5.1) 的 相 空 间 ， >, 相 空间 是 自治 系统 的 积分 曲线 的 实际 空间 的 一 
面 镜 子 . 因此 让 洽 系 统 的 积分 由 线 的 结构 以 及 解 的 性 态 都 可 以 从 
相 空间 中 雪线 的 形状 推 想 出 来 , 这 经 常 从 直观 上 给 我 们 有 益 的 启 
发 ,2 一 2 的 情况 尤其 如 此 . 
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(c》 从 现在 起 ， 我 们 把 超 平面 * = 0 上 通过 点 P 的 轨 线 记 为 
Yp(z)， 并 且 在 它 的 无 数 多 个 参数 表达 式 ceri) <<) 
中 ,选取 使 得 点 的 坐标 为 x1(0), .…, xs(0) 的 那 一 个 , 简 言 之 ， 
Yee) 表示 时 间 : = 0 有 时 通过 P AULA. | 

WR 0% rel) 上 对 应 于 1 = 7 的 点 , 则 我 们 将 记 作 rO) = 
0. 于 是 ,根据 定义 就 有 75(0) = P, 

为 了 方便 起 见 , 对 于 rele) 上 从 点 P 起 分 别 对 应 于 è 增加 
方向 和 上 减少 方向 的 两 部 分 , 引 人 记 号 vee) 和 re). BTR 
re) 为 当 z 上 一 0 时 通过 点 已 的 正 半 轨 ，YyFrG) 为 上 一 0 时 通过 
P REHA. 

Cd) 假如 Po = Cat, xz) 不 是 方程 XC(x) = 0 (RIG 
程 组 XCar, xa,» °°", Xn) =0,7=—1,° >>, 7) 的 解 , 则 LE 中 至 少 
有 一 个 在 饭 不 为 0. 设 X 0, BY X:(z +, x?) 六 WE 
P, 的 某 个 邻 域 中 有 X(x; “” ”9 Xn) = 0, 于 是 ， 我 们 就 可 以 把 系 
(1.5.1) 换 成 系统 

dx;/dx,= X;/X,, (i= 1, 37). (1.5.4) 

我 们 应 注意 这 桩 的 事实 , 即 (15.1) 的 轨 线 只 有 当 X, 0 时 
才 是 (1.5.4) 的 解 . 因此 ,系统 (1.5.4) 的 解 一 般 并 不 代表 每 条 完整 
的 轨 线 . 

(e) 从 这 些 说 明 立 即 可 知 ， 如 果 20%) 为 一 处 处 为 正 或 为 负 
的 纯 量 函数 , 则 系统 
dx/di= Xx) | (1.5.1) 
dx/dt = aCe) X Cr) a. 5.1.1) 
的 轨 线 完全 相同 . 

这 就是 说 相 空 间 中 的 癌 一 个 国光 可 以 对 应 了 不 同 的 系统 。 轩 
然 这 些 系统 各 自 的 积分 曲线 可 能 有 极 不 相同 的 结 

从 分 析 的 观点 看 ， 由 (1.5.1) E MALIGNA RA 
(1.5.1.1) 的 一 个 解 (总 假定 2) = 0), 反 过 来 也 对 。 事实 上 ,如 
Red X (1.5.1) 的 解 , 则 G(r) 为 (1.5.1.17 的 解 ,其 中 xz) 
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di = | de) BREN. 


3. 奇 点 . 环 . 开 轨 线 


(a) 设 T 为 (1.5.1) 的 常数 积分 曲线 x) = c, 则 其 对 应 的 

PLEASE ACA TASS AS A cs KH c 为 方程 | 
X(x) = 0 __ (1.5.5) 

BINME. 

. 反 过 来 ， 这 个 方程 组 的 任何 解 也 是 一 条 常数 积分 曲线 的 得. 

方程 组 (1.5.5) 的 每 一 个 解 称 为 奇 点 或 者 奇 轨 线 . E 

(b) 我 们 说 , 轨 线 T) 当 1 一 T 一 0 [R >T +0] 时 
BETRA 0 ,假如 对 任意 6 > 0， 存 在 o> 0， 使 得 当 ST 
x( 如果 了 < 十 co)[<T 二 ca( 如 果 了 > 一 oo)] 或 者 12>1/0 
《如果 了 一 十 oo)[< 一 一 lc (如 果 了 = 一 一 oo)] 时， 从 点 2 到 
Yr(1) 的 欧 几 里 得 距离 小 于 e. 

现在 已 经 清楚 ， OE RIZZO 则 对 于 有 j 


ss ù ë 4 o + b 


RES. 因为 ,否则 ,过 点 《7， (T) RARMAN RABY, 
即 已 给 的 20) 和 常数 积分 曲线 =e, 《如 果 唯一 性 定理 不 成 
立 , 则 了 可 以 是 有 限 的 ,例如 在 第 六 章 $ 6.3 的 例子 , 就 会 看 到 这 种 
情形.) | SEE 

反 过 来 ,易于 证 明 : WR x) 为 (1.5.1) 的 满足 


dim x) 一 < (1.5.6) 
RE AIRONE | 
X(c) = 0. 15.7) 


”这 有 两 种 可 能 性 . 或 者 每 一 个 解 .x(z) 是 : DDR. Mit 
lm 2) = lim XCx()) = 0; 

从 而 (1.5.7) RIGRA sO 中 至 少 有 一 个 在 它 的 极限 o 附近 无 

限 次 振动 | 在 这 种 情形 ， 由 Rolle 定理 可 知 ， 当 g> +00 HY; 
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z(t) = X(xQ)) 会 无 限 次 等 于 0。 由 于 rst) 存在 ， 方 
E (1.5.7) 仍然 成 立 . 

(c) MET 为 非 末 异 积 分 曲线 ， 则 它 上 面 就 没有 使 其 切线 平 
行 于 * 轴 的 点 ， 因 此 , 工 在 P 点 的 切线 在 相 空间 的 投影 ,就 是 作为 
I 的 象 的 轨 线 在 P, 点 的 切线 ,其 中 P, 为 P 的 象 . 

因此 ， 非 奇 轨 线 上 各 点 都 有 切线 .切线 将 按 对 应 于 曲线 正 向 
的 方向 来 定向 ， 也 就 是 按 * 增加 的 方向 来 定向 。 这 样 定向 的 切线 
也 称 为 正 向 切线 . 

(d) 如果 T 为 具有 最 小 周期 的 非常 数 的 周期 积分 曲线 ， 则 
r 上 对 应 于 长 度 为 工 的 时 间 区 间 的 弧 段 ， 在 超 平面 : 一 0 LAE 
投影 是 一 个 简单 闭 曲线 ,其 上 每 一 点 都 有 连续 转动 的 切线 . 

在 这 种 情形 ,T 的 轨 线 称 为 一 条 轨道 (参看 5 4.1). 它 是 由 无 
数 多 条 重合 的 闭 曲 线 所 组 成 ， 通 常 我 们 把 这 些 闭 曲线 中 的 任意 一 
条 都 称 为 一 个 环 . | 

(e) 最 后 ,如 果 T 为 非 周 期 积分 曲线 , 则 它 和 它 的 象 是 1-1 对 
应 的 ,因此 , 它 的 象 是 在 每 一 点 都 有 切线 的 开 曲 线 , 我 们 称 之 为 开 
轨 线 . 
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1. 对 方程 2 Le 的 各 解 , 求 值 二 Er. 

2.Gronwall 引 理 的 推广 | 

it ule) 及 AG) A hStsy 上 的 正 连续 通 数 ,w(x) 为 定 
义 在 w 宇 0 上 的 非 负 递增 连续 函数 ,及 M 为 非 负 常数 , 则 由 不 等 
式 

ut) <k+M | Mr)wlu(r)) dt, h SES ts 
可 推 得 不 等 式 
ul) = QU Ee + M | 2Cr)ar| > of 
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此 处 
COIN dv/o(v), (u> 0, u> 0), 


a-u) 为 函数 OCu) 的 反 函 数 , 而 Co» ti) FE (to, 11) 的 这 样 的 于 
区 间 , 在 其 上 ， 
O(k) + M f U(r )dt 

的 值 在 Ou) 的 定义 域 之 内 (参看 : I. Bihari, A generalization of 
a lemma of Bellman and its application to uniqueness. problems of 
differential equations, Acta. Math. Acad. Sci. Hung, 7(1956),81— 
94). | | 
3. 求证 定理 1 中 关于 sole, u) 的 单调 性 的 假设 可 以 略 去 ( 参 
44: R. Conti, Limitazion “in ampiezza” delle soluzioni di un sistema di 
equazioni differenziali e applicazioni, Boll. U. M. I. (3), 11 (1956), 
344—349, RINZIET f 为 复 函数 的 情形 )。 进 一 步 的 推广 ,可 参 
看 :: R. Conti, Sulla prolungabilità delle soluzioni di un sistema ci 
equazioni differenziali ordinarie, Boll, U. M. I, (3), 11 (1956), 
510—514, 

4. 唯一 性 定理 的 一 个 推广 (参看 : E. Coddington, N. Levinson, 
Theory of differential equations (1955), 49—52 TI). 

设 w(z, u) HELMEV<i<a, u> 0 EWIFAMRM: È 
对 每 个 固定 的 x, 对 : 为 工 可 测 ; 对 于 固定 的 :。 对 * 连续 ; 再 设 存 
在 定义 在 0 < + 二 a 上 的 函数 M、 它 对 于 每 个 7 > 0， 在 7 一 
t <a ELIR HRE oG, u) SMG). 又 假设 对 每 个 a(0 一 
a<a), u(r) == 0 是 在 Os <a 上 几乎 处 处 满足 u’ = w(t, 
ulz)), HE u+(0) 存在 ， UE “(0) = u'(0) = 0 的 唯一 绝对 连 
SEPA. 

那 末 ,只 要 Hz,x) 在 lz 一 | Sa, |x — x] < bka, b > 0) 
上 连续 ,并 对 1» A 

|f(z, #) — fG, x)| < mat — tl, |¥— D 
则 在 |; 一 | <a 上 至 少 存在 è= fC, 2) 的 一 个 满足 (= 
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x° 的 解 (通常 意义 下 的 解 ). 

关于 这 个 定理 的 进一步 推广 ,可 参看 ，F。 Brauer, Some results 
on uniqueness and successive approximations. Canad, J. of Math. 11 
(1959), 527—533. 

5. 几 个 已 知 的 唯一 性 定理 都 是 4 中 所 述 定理 的 特殊 情况 ， 例 
如 , 取 wht, u) = t/u, RBZ] M. Nagumo (n = 1) 和 O. Perron 
(n 为 任意 ) 的 唯一 性 定理 ， 

最 后 这 个 结果 也 可 以 就 高 阶 方程 情形 向 男 一 个 方面 进行 推 
广 。 如 A. Wintner 的 文章 ， On the local uniqueness of the initial 
value problem of the differential equation d’x/dt” = f (t, x) (Boll. 
U. M. I. (3), 11(1956), 496—498) 以 及 L. Merli 的 文章 : Sul- 
teorema di unicità per il problema di Cauchy relativo alla equazione 
differenziale x“? == f(t, x, x, +++, x») (Rend. Accad. Naz. 
Lincei, Cl, Sc, Fis. Mat. nat. (8), 22 (1957). 580—584). L. 
Merli 的 结果 如 下 : | 

设 5 为 由 0 <t <a, 5; Sa S h b>0 (i = 0, 1, 
setas RO 1) 所 确定 的 点 (4, xs xD, eee, 2-0) WR Sy ATE 
s 上 再 加 上 点 (0,…，0) 的 集合 .如 果 IC, r, eM 00+, 2078) 为 
定义 在 So 上 的 连续 函数 , 且 满 足 

[fey ary x eeey 7) — Fey oa, xP, eeey 377P) 

< Lula: — 1a) / + Inala — P/P oe 
+ Ly xf? — aP], 
其 中 


(z, X19 x{P, vers xi"), (z, xP, ..*3 xf") 
为 5 的 任意 一 对 点 ,而 Ly 为 满足 > LWR! <1 的 一 组 数 , 则 对 
k=1 


| FHT ti > 0, 7 阶 方程 x) = f(z, Ts x, ***» x79) 在 0% 
t< 为 至 多 有 一 个 满足 x《0) = P0) 一 … =e 90) 一 0 的 
解 。 
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第 二 章 ”特殊 的 平面 自治 系统 


在 这 一 章 和 第 三 、 四 、 五 、 六 各 章 中 , 我 们 将 研究 平面 自治 系 
统 , 亦 即 形 如 
t= X(x, y), = YCr,y) 
的 系统 ,其 中 x,y 是 欧 几 里 得 平面 中 的 点 的 直角 坐标 ， 
我 们 将 从 分 析 某 些 特殊 类 型 的 系统 开始 ， 


$1. 线 性 系统 
LFA 
最 简单 的 情形 是 系统 右 端的 X,Y A ts y ?的 线性 冰 数 ， 亦 由 
所 考虑 的 系统 形式 如 | 
tear + py +a, gm Tet by +5, (2.1.1) 
其 中 a, f, Y, 8, a, b 是 任意 实 常数 ， : 
ROR Te a 
ax+ pyt a0, Yet dy tb —0 (2.1.1) 


Mx, ?无 解 , 则 《2.1.1) 没有 奇 点 . 

(不 过 ,我 们 将 在 $ 5.3 中 看 到 ， 这 时 存在 无 穷 远 奇 点 . ) 

男 一 方面 ， 如 果 方 程 组 (2.1.1) AR, y, U x RE r, 
7 一 了 代替 y, (2.1.1) 就 变 成 齐 次 系统 


. =ax+phy, y=Yr+ by, | : | (2.1.2) 
从 现在 起 我 们 就 考虑 这 个 系统 . 
(2.1.2) 的 奇 点 的 坐标 是 方程 组 wx + py 一 0，yx + dy 一 0 
AUR. PA 7 | 
@ ") (2.1.3) 
Sr dI 


ss 49 。 


ZRETS. WA a 一 8 一 7 = 二 5 一 0， 则 x,y 平面 上 的 所 有 的 
RERA. 
在 这 种 情形 ，(2.1.2) 的 积分 曲线 是 一 些 平行 于 : 轴 的 直线 ， 
45 Fa (2.1.3) ZET 1, 亦 即 若 
Q =a8 — BY =0, +P PHE, (2.1.4) 
则 对 应 于 系统 
ż = ix, p=0 (4350) (2.1.5) 
的 轨 线 的 图 形 如 图 a) 与 图 16) 所 示 ， 其 中 的 箭头 表示 轨 线 的 
正 向 ,这 两 个 图 分 别 对 应 于 4 二 0 M A>, - | 


fl 
il 

fl 
ql 


(9) (b) 


图 1 
对 应 于 系统 
thy, 9=0 QÆ0 (2.1.6) 
的 轨 线 如 图 2 所 示 , 其 中 A< 0; # 22>0, 则 应 改变 藤 头 方向 ， 
在 这 两 种 情况 下 ， 整 条 直线 上 的 点 都 是 奇 点 ， 


图 2 
在 $ 1.4(4) 中 我 们 将 会 看 到 , 与 假设 (2.1.4) 相对 应 的 轨 线 的 
图 形 只 可 能 是 这 些 . 
和 镜 下 的 情形 是 矩阵 (2.1.3) 之 秩 等 于 2, BE 
Q = a — BY #0, (2.1.7) 
这 时 x, y 坐标 系 的 原点 0 是 系统 (2.1.2) 的 唯一 奇 点 ， 因 而 
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我 们 将 称 它 为 孤立 坷 点 . 
在 $5 中 我 们 也 将 会 看 到 在 那里 所 解释 的 意义 下 ， 还 可 以 存在 
其 它 的 无 穷 远 奇 点 . 


2. SCRA E 


(a) -RIET AIAR RAE, 其 中 
假设 Of 0， 在 第 四 妈 我 们 将 证 明 , 如 果 不 计 相 平 面 上 以 2 为 不 
动 点 的 仿 射 变换 ， 在 这 里 出 现 的 图 形 一 - 定 是 而 且 只 能 是 在 假设 
(2.1.7) 下 可 能 出 现 的 那些 图 形 。 | 

(b) 我 们 从 系统 : 
t= ìr; f= uy (22<0) (2.1.8.1) 
开始 ， 其 解 为 x = ciel, y = ce" (cis C3 为 任意 常数 )。 

这 个 系统 的 轨 线 除 原 点 0 和 正人 负 ?> BADIA, 都 是 方程 

dy/dr = Cuy)/Gx) 
的 积分 曲线 , 即 曲线 ly] = cla], < 为 任意 常数 ， 其 相 图 如 图 3 
Bim, HORE A<0<w; RZ, Gwe<d0<4, MRE 
图 中 对 换 z* 轴 和 3 轴 , 或 者 将 : 改 为 一 三 其 图 形 与 下 图 相同 ， 箭头 
则 相反 . 对 这 丙种 情形 ， 点 0 都 称 为 鞍点 。 


oF 


(c) 对 于 系统 
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i= Ax, j= nuy Qud>0, LÆ n), (2.1.8.2) 


(0) tb) 
图 4 | 
它 的 解 和 轨 线 的 分 析 表 达 式 与 上 一 情形 相同 ， 但 是 相 平 面 的 图 形 
则 完全 不 同 。 Olin, Æ |4| < ljal, MWA 2 十 4&<0 时 有 图 4 
(b), 当 A+ u>0 时 有 图 4(a)， FA ORINA FA 前 者 称 为 
稳定 的 ,后 者 称 为 不 稳定 的 . 
反之 ,车 [aj > lal, WU Re xt _E At ee « BHA y Bi. 
(d) 系统 
= lx + ày, yy 一 Ay (440) (2.1.8.3) 
的 解 是 曲线 x = ciel + cyte’, y = Cze” Cer, C2 为 任意 常 数 )。 
其 轨 线 是 坐标 原点 0， 两 条 坐标 半 轴 ?一 0， x > 0 Ax <0, 
以 及 曲线 x = ylogly] 十 cy”, c 为 任意 常数 . | 
一 般 相 图 如 图 ;5(a) CGE 4 > 0) 5 506) CEA < OPTRA, RO 
(e) 系统 | 
之 一 x, y=y (140) -© (2.1.8.4) 
的 解 是 曲线 x = ie’, y = cae (ciy ca HERR RO), RAR 
原点 O 以 外 ,都 是 从 0 出 发 的 射线 (除去 点 0), 120 HE 
们 都 指向 0, 当 1 和 >0 时 它们 都 指向 无 穷 远 , 点 0 分 别称 为 稳 


9 AG log 系 指 自然 对 数 , 一 一 译 者 注 
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(a) (b) 
6 


定 星 形 结 点 和 不 稳定 星 形 结 点 ,它们 的 形状 依次 如 图 6(b) 与 6(a) 
Cf) 系统 | 
z= Ax — uy, y= prx + hy Can 0) (2.1.8.5) 
的 解 是 曲线 x = cje” cosCut + c), y = cie” sin Cut +2) Cer, 
ca 为 任意 常数 ), 轨 线 除 O 以 外 均 为 对 数 螺 线 p = cel Ce 为 任意 
常数 ，p, 6 为 极 坐 标 ，x = pcosì, y = p sind), L<0 WAR 

指向 原点 , 1 > 0 时 离开 原点 . 
” 图 7(a) 与 7(b) 表明 了 2 > 0 时 的 两 种 情形 。 如 果 p <0, 
则 当 e 增加 时 螺 线 顺 时 针 方 向 围绕 原点 ， 

点 DIARREA 
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图 7 图 8 


(g》 最 后 ,系统 | 
x= — uy, gop (u#0) (2.1.8.6) 

的 解 是 曲线 x = c cosut + c), y = csin Cut + ca) Ceis ca 为 
任意 常数 )。 RAREDOADDN-RACA, p> 0 时 为 逆 时 
针 方 向 ，k <0 时 为 顺 时 针 方 向 。 图 8 表示 前 一 种 情形 ， 点 2 称 
为 中 心 . 

Ch) 含有 两 个 常 系数 方程 的 线性 齐 次 系统 的 孤立 奇 点 的 分 类 
以 及 相应 的 术语 ， 可 以 在 H. Poincaré [1] (p. 385) 这 一 经 典 论 
文中 找到 ,也 可 参看 H. Poincaré [2] Cp. 12). 

按照 第 一 章 $3.3 所 引用 的 术语 ,与 其 说 育 点 是 稳定 的 , 倒 不 如 
更 正确 地 说 对 应 于 这 些 点 的 解 + 二 0,y 一 0 当 > +00 时 是 
稳定 的 (确切 地 说 是 渐 近 稳定 )， 类 似 地 ， 对 应 于 不 稳定 奇 点 的 解 
x= 0, y=0 4 :> +0 时 是 不 稳定 的 ,但 当 :一 一 oo 时 是 
渐 近 稳定 的 . 

我 们 进一步 注意 到 ， 解 = 0, y=0 在 贰 点 情形 是 不 稳定 
B, ERORE E GERD) 稳定 的 。 最后, 我们 指出 ， 将 * 改 为 
一 :， 并 不 改变 鞍点 与 中 心 的 特性 .但 在 结 点 和 焦点 情形 , 则 稳定 
点 变 成 了 不 稳定 点 ,不 稳定 点 变 成 了 稳定 点 。 


3. 相 平面 的 仿 射 变 换 


(a) 我 们 再 来 考虑 前 面 $ 1.2(g) 中 讨论 过 的 系统 (中 心情 形 )， 
在 以 0 为 不 动 点 的 仿 射 变换 下 ， 即 在 具有 实 系数 4,5, c,d 的 线 
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性 变换 
x =axtby, y=cx+dy (ad— be #0) (2.1.9) 
Fo rz, y PHE (2.1.8.6) 的 轨 线 集 ( 一 旋 同 心 贺 ) 变 成 了 一 族 辣 心 
椭 贺 ,它们 是 在 (2.1.9) 下 《2.1.8.6) 所 变 成 的 新 线性 齐 次 系统 
=ax + PIV, para + 8'y° SI (2.1. 8’) 
的 雪线 , 因此 ， 新 的 相 平面 与 前 面 一 样 被 一 族 围绕 0 的 环 所 覆 

e (2.1.9) 应 用 于 系统 (2.1.8.5) ( 集 点 情形 )， 则 这 系统 的 
轨 线 , 即 对 数 螺 线 变 成 了 围绕 o 的 “螺旋 状 " 曲 线 , 其 图 形 无 本 质变 
化 。 这 种 情况 也 出 现在 上 一 段 考虑 过 的 其 它 例子 〈b)，(c)，(d)， 
(e) 之 中 . 

在 $ 1.4 中 我 们 将 证 明 (定理 1 和 定理 2)» 任 给 一 个 系统 
(2.1.2), 当 (2.1.7) 成 立时 , 总 可 找到 一 个 仿 射 变换 (2.1.9), 将 这 
系统 的 轨 线 变 成 刚才 我 们 所 阐述 的 几 种 标准 型 之 一 ， 或 者 当 满 足 
(2.1.4) 时 化 为 $1.1 中 所 考虑 过 的 几 种 标准 型 之 一 ” 

(b) 指出 下 面 一 点 对 今后 将 是 有 用 的 。 代替 系 统 〈2.1.2), 我 
们 考虑 系统 | 

è = ax + By + f(x, Da p= Yr + 8y + g(x,3). (2.1.10) 
于 是 ,在 仿 射 变换 (2.1.9) 下 , 它 变 为 
x = ax’ + By + FO, yy), pure tey + Gr, y’), 


(2.1.10") 
其 中 | 
= a as! — by 二 cz + ay We Yo se 
FCs, y) (5 一 pc” ad 一 pc Jte > jenan 
Gs ef ae), 


因此 ,着 在 点 0 的 邻 域 内 ，fz，y)，g(x, y) 是 连续 函数 (或 

满足 Lipschitz 条 件 ， 或 具有 一 阶 偏 导数 等 等 )， 则 F(x’ 9) )s 

G(x,y VEO 的 邻 域 内 也 是 *,y 的 连续 函数 (或 满足 Lipschitz 条 
件 ,或 具有 一 阶 偏 导数 等 等 )， 

若 2 (2.1.10) MAA [0, 0) = g(0, 0) = 0], 则 它 也 是 


€ å è 


(2.1.10) 的 奇 点 [F(0, 0) = G(0, 0) = 0], Rt, g WER 
lim f(x, ye? = 0, dm g(x, yet =0, 
p= (x7 + yy’, 

则 也 有 
lim F(x’, yp 一 一 0， Jim G(x’, y’) = 0, 

o = (224 y, 
这 是 因为 由 (2.1.9), RNA 

| 
+ fal lel + Iyl] < że, 

和 


o< fal + |y] cll ele lel + Hel PETA + lal tlel + byl) < ke, 


其 中 h, k 为 正 的 常数 ,它们 都 内 依赖 于 By by cy a, 
4. 奇 所 类 型 的 分 类 


(a) 现在 我 们 来 证 明 如 下 定理 。 
定理 1， ERE 


žż = ax + By, 7 了 7 卫 Yx 十 57， si (2.1.2) 
O = a8 — EY #0, (2.1.7) 
令 
I=a-+t 86, (2.1.7.1) 
ERDRE Cad 一 be = 0) DORME 
| x mar + by, y = cx + dy, (2.1.9) 
CERM (2.1.2 (FEAR: 
ET 
& = dx’, y = py’ (Au<0), (2.1.8.1) 
Aa 
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Q<0; co (2.1.12.1) 
Gi) 系统 o 
gx, F m uy (àu >00, à Æ u), (2.1.8.2) 


| 0<40 <I; 0 (2,1.12.2) 
Gi) RX | si 
x = ax’ + dy’, = dy’ (10), (2.1.8.3) 
0<I=40, P+ >O; (2.1.12.3) 
(iv) 系统 i 
ede’, iy (4#0), (2.1.8.4) 
0<P=40, B+7?=0; (2.1.12.4) 
(v) 系统 | | 
| ede’ — py, 9 = ux + dy’ Can 0), (2.18.5) 
0 一 有 <40 |  — (2.1.12.5) 
Gi) 系统 te 
n gm — uy’, b = px’ (u#0), (2.1.8.6) 
ali | 
0= <40, (2.1.12.6) 


事实 上 ,系统 (2.1.2) 在 任 一 变换 (2.1.9) FRA 
& == (aa + bY)x + (af + bô)y, 
ym (ca + dY)x + (ep + d8)y, : : 
我 们 先 来 看 看 常数 *， b, c, d 应 如 何 选取 ， 才 能 使 刚才 写 的 这 个 
系统 与 系统 (2.1.8.1) 和 (2.1.8. 2) [情形 GIR. 
为 此 ,需要 证 明 , 常 数 a, bs cad, A; p FIDI sa sta, 使 得 它 
们 满足 方程 组 
aa + br = 2a, aß + oo 


(2.1.13) 
ca + dY = uc, cB + dé = pd, | 


由 此 即 得 两 个 方程 组 


(a — Aja + ré = 0, | (2.1.13.1) 
(am we + Yd = a: (2.1.13.2) 
Bc + (6— a)d = 0, 


AT RES ILE (a, 5), Co, d), 我 们 必须 把 A, p 取 为 特 
征 方 程 
a—p È 


= 0 2.1.14 
y 8-0 ( ) 


即 方程 
2 一 Jp 二 GO 一 0 (2.1.14.1) 

的 两 个 根 。 在 现在 的 假设 下 ， 这 是 两 个 相 异 的 实 根 。 EXE, H 
(2.1.13.1), (2.1.13.2), 判别 式 一 49 XE. Abe Re, b H 
《2.1.13.1) IEPALA, c, d 为 (2.1.13.2) 的 非 平凡 解 . 

使 得 ad — be 关 0 的 这 样 的 a, b, c, d 总 是 可 以 取 到 的 , 亦 
邑 这 样 取得 的 a, 5, c, d 可 使 (2.1.9) A. 事实 上 , 若 8 一 7 一 
0， 因 而 4 一 a, k 一 8， 这 时 可 取 o~d—1, bec 一 0, 使 得 
(2.19) 是 恒 等 变换 ;反之 , 若 P+ >, 例如 e+, He 
与 5 以 及 < 与 2 都 不 同时 为 零 : 设 b0, d#0, H 

a/b = (2 — 8)/B, c/d = (u — 6)/p, 

MA AM pu, i a/b # c/d, 

现在 来 考虑 情形 《证 )。 我 们 必须 证 明 ,， a,b,c,d, 2 可 由 下 
列 方程 组 求 得 | 


(a — 2)c +t7d=0, 
2. 
Be + (8 — à)d = 0; | ( 1.15.1) 
(a—A)atre—aAc—0O, 
Ba + (8 — A) — hd = 0, } (2.1.15.2) 


在 现在 的 假设 (2.1.12.3) F, 特征 方程 (2.1.14) 只 有 一 个 解 ， 
因此 这 时 我 们 必须 取 A= (a+ 3)/2 C40), BSc, 4 为 方程 
组 (2.1.15.1) 的 非 平 凡 解 ， 将 它们 代 人 (2.1.15.2), 就 得 到 以 2, 


+ 49 o 


为 未 知 数 的 两 个 方程 。 容易 验 证， 其 中 之 一 可 由 另 一 个 得 到 ， 因 
此 可 将 这 两 个 方程 的 任 一 个 的 任何 非 零 解 取 作 为 常数 , b. 

由 于 < 和 z 不 同时 为 零 ， 例 如 设 < 关 0， 于 是 我 们 可 用 下 面 
的 方法 选取 不 全 为 零 的 a, b, 使 得 它们 满足 (2.1.15.2) 的 第 一 个 方 
程 。 这 样 , a, b,c, 4 被 确定 了 。 又 因 这 些 a,b, c, d 必须 满足 
(2.1.15.1) 的 第 一 个 方程 和 (2.1.15.2) 的 第 一 个 方程 , 亦 即 有 

ala — A) + by = dc, c(a—- 2)+dY=0, Ac#O, 
故 有 ad — be #0. 

ZENE (iv), 由 (2.1.12.4) uA a= 8, FRAG (2.1.2) 已 
经 是 (2.1.8.4) 类 型 了 , 换 名 话说 ,这 时 《2.1.9) 为 恒 等 变 换 .- 

剩 下 情形 (v) 和 (vi), 它们 可 以 一 起 考虑 。 我 们 指出 ， 如 果 
人 允许 有 复 变 数 变 换 和 复 系数 系统 , 则 O) 与 《vi) 这 两 种 情形 和 
G) 与 (©) 那 两 种 情形 并 没有 什么 不 同 ， 都 可 将 (2.1.2) 化 为 形式 
六 一 hr’, Y = Ty’, Eth 4, 碟 为 特征 方程 的 一 对 共 轿 复 根 . 

这 时 常数 a, b, csd, 4, u 必须 如 此 选取 ， 使 它们 满足 方程 组 

(a— àja + Yb+ uc = 0, 
Ba + (è — 2)5b + pd = 0, 
— pat (a—Ae + 74=0,{. 
— ub + Bc+(8— })d==0, - 

容易 验证 ,在 现在 的 假设 (2.1.12.5) 或 (2.1.12.6) 下 ， 若 4,4 
分 别 表 示 特 征 方程 的 一 对 共 斩 复 根 的 实 部 和 虚 部 ， 则 上 面 方程 组 
的 系数 行列 式 等 于 零 ， 因 而 这 同一 方程 组 有 非 零 解 (a， b, c, d). 
为 了 证 明 这 时 所 确定 的 a, b, c, 4 满足 ad 一 be +0, ABER 
到 ,上 面 的 代数 方程 组 等 价 于 复数 形式 的 方程 组 

(a +ic)la — (A +:i2)] +(5+id)7 一 0， 

| (a + ic)f + (b tidie — (A+in)] = 0, 
于 是 可 再 重复 对 情形 Gi) 与 Gi) 的 推 证 ， 

(b) 由 于 假设 〈2.1.12.1)，.…: ，(2.1.12.6) 已 包含 了 与 假设 
9 去 0 相 容 的 一 切 可 能 情况 , 故 除了 在 $ 1.2 所 考察 过 的 各 种 类 型 
的 奇 点 以 外 , 不 再 存在 其 它 类 型 的 孤立 奇 点 (不 计 仿 射 变 换 )。 因 
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此 ， 我 们 可 以 推广 $ 1.2 中 所 引信 的 奇 点 的 Poincaré 分 类 法 : A 
(2.1.12.1) Biz, WE o ADH FAS Æ (2.1.12.2), (2.1.12.3) 或 
(2.1.12.4) 成 立 , 则 称 0 为 结 点 ; 若 (2.1.12.5) 成 立 , 则 称 0 为 焦点 ; 
若 成 立 〈2.1.12.6)， 则 称 O 为 中 心 。 又 依次 称 满足 (2.1.12.2), 
(2.1.12.3) 和 《2.1.12.4) 的 结 点 为 双 切 结 点 ， 单 切 结 点 和 星 形 顷 
点 . 
在 芒 点 情形 , 进入 0 的 四 条 轨 线 (两 条 对 应 于 :一 + co; 另 
两 条 对 应 于 :一 一 00) 称 为 分 界线 . 

最 后 ,我 们 按 1 二 0 还 是 1 > 0 来 区 别 结 点 和 焦点 ,为 稳定 奇 
点 还 是 不 稳定 奇 点 ,其 中 1 一 a 十 5. 

(c) 为 方便 起 见 , 我 们 将 系统 

*sx=ax + By, ý= Yx + Oy (2.1.2) 


的 孤立 奇 点 的 分 类 及 其 对 应 的 标准 型 列表 如 下 ,其 中 
O = a8 — P70, I=at dò: 


中 © 上 一 了 < 42 t= —puy, y= px, #0 

焦 A << 4a x = Àx — uy, y= px + Ày, Ap #0 
BRA OW< Pr=40, g'+r=0| += Ax, p=Ay, AFO 

单 切 结 点 OP = 40, B+ roj c= Art Ay, p=Ay, AD 

双 切 结 点 P< 40< 7 i = Àx, p=py, Au>0, Ap 
Ek 点 40 <0C <P) += x, ý = uy, Ap <0 


Cd) 为 了 证 明 $ 1.3(a) 中 的 论断 ,我 们 必须 证 了 明 
定理 2. BRR 


a=ax + By, y= Tx + by (2.1.2) 
满足 假设 
Qua — BY=0, P+ RP 4+ 774+ 8>0, (2.1.4) 
则 存在 非 退化 变换 
x = ar + by, y = cx + dy (2.1.9) 
Cad — be #0), CH (2.1.2) 变 为 
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gar’, x =0 (C40), 
a 7 一 5 十 9 天 0; 或 变 为 
z= dy’, y=0 (天 0)， 
i I = a + ô=), 
借助 于 任 一 非 退 化 变换 (2.1.9), 可 将 系统 (2.1.2) BA 
(ad — bc)z' = [alad — Bc) + b(Yd — 8c) )x’ 
+ [2(8a — ab) + b(6a — r6)]y', 
(ad — bc)y' = {clad — Bc) + d(rd— 8c) ]x' 
+ [cCBa — ab) + dla — r6B)]y. 


Æ a, DATE | 
Ba — ab = 0, Sa — Yb =) (2.1.16) 
HEER, 则 由 于 
alad — Bc) + b(Yd — bc) = a + 8)(ad 一 re), 
我 们 有 | 
z= (a+ 8)x’, (ad — be)y = [edla — 8) — fel + Yale, 


(2.1.17) 


现在 , E [ma+8#0, RX «40 RE cy, 
d= a, 3 b#0, 我们 取 c 一 一 6,，d 一 hp。 由 于 对 前 者 

cala — 5) — Be + TË = 0, ad — bcma(a+8) #0, 
对 后 者 dd — be = ba +6) #0, 故 系 统 (2.1.17) 变 为 

2 一 (aa 十 5)x 7 =0, 

这 就 是 (2.1.5). 

男 一 方面 ; 荐 7 一 wx 十 3 一 0, 即 5 一 一 xx， 则 由 0 一 ax5 一 
pY —a'— fr, RIBES 8 一 7， 因 为 否则 就 有 “一 8 一 
7Y 一 5 一 0， 关 此 8 天 7Y。 若 取 c 一 一 yd 一 a， 则 由 (2.1.16) 
我 们 有 cala — 8) — pe + rd (ry — P(a2+4 5) #0, Mit 
系统 (2.1.17) 变 为 t = 0, y = (y — (0° + 8°) /(ad — bc), 
交换 x 与 y 的 位 置 即 得 (2.1.6)。 


o 52 e 


62.5 ue KR HY 


1. 齐 次 系统 


系统 
x= ax + By, ym Yx + by 
的 许多 性 质 与 其 说 是 与 它 右 端 关于 rs y 的 线性 性 有 关 ， 不 如 说 是 
与 它 右 端 关于 r, y 同 为 一 次 齐 次 函数 的 齐 次 性 有 关 . 
因此 ,这 一 节 自 然 地 要 考虑 下 面 一 类 系统 
å m Xala y) Y= Yn(x, y), (2.2.1) 
ni Xa, Y), Yala, y) 是 定义 在 整个 x, y 欧 几 里 得 平面 中 
m nm 21) 次 齐 次 函数 ， 即 对 任何 实 常数 ds We 
Xx, hy) = TKR x YmlAx, dy) = AY, (Cx, y). 
| (2.2.2) 
关于 Xm(x, y)，Ym《x,，y)，、 我 们 还 将 假定 它们 有 所 需 的 任 
何 阶 导数 ,这 一 条 件 不 仅 保 证 了 对 任 一 点 Cos tos yo)，(2.2.1) 的 
积分 曲线 存在 且 唯 一 ， 而 且 当 Xn. Ym A rs 的 w 次 齐 次 多 项 
式 时 它 肯 定 会 满足 ， 而 这 种 情况 在 文献 和 一 些 应 用 中 是 经 常 出 现 
的 . 
RRA > Xm> Ym 满足 (2.2.2) 的 系统 (2.2.1) 的 轨 线 可 以 
通过 积分 求 得 其 参数 表达 式 
一 “X10) 1 
x capl > € dv), 


YaCl, v7) — vXm(1,v) 


= cuexpli — Zadorn) Jy o 
y (上 ARS ESITATO dv), Ce 为 常数 ) 
但 是 ， 这 个 显 式 表达 对 于 说 明 轨 线 的 性 态 通常 并 没有 多 大 帮助 . 
特别 是 ， 它 不 能 说 明 轨 线 在 奇 点 0 (以 及 无 穷 远 点 ) 附 近 的 性 态 . 


1) 这 一 节 的 材料 见 H. Forster [1], R. Von Mises [1], G. E. Scilov [1] 和 
L. S. Liaghina [1]. 


(2.2.3) 
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不 过 、 由 (2.2.3) 可 以 知道 , 若 对 轨 线 作 以 2 为 中 心 的 相似 变 
换 , 特别 是 作 以 0 为 中 心 的 对 称 变 换 , 则 仍 得 到 (2.2.1) 的 轨 线 . 


2. 不 变 射线 . 星 形 结 点 


(a) 如 果 我 们 引入 以 O 为 极点 的 极 坐标 : x = p così, y= 
psin0， 则 系统 (2.2.1) BH 
p= p"Z(0), Ô= p"N(6), — (2.2.4) 
其 中 | 
Z(8) = Y,,( cos, sin0)sinO + X,,( cosO, sin0)cos0, 
N(0) = Y,,(cos0, sind)cos0 — X,,( cos@, sinf) sin 9 1225) 
系统 (2.2.1) 的 解 x 一 rG), y = ye) 也 可 看 作为 (2.2.4) 的 
fF p 一 p(s), 一 6(z)。 然 而 ， 为 方便 起 见 ， 对 每 个 表达 式 ID) 
可 以 给 它 一 个 确定 的 6 值 ， 例 如 取 满 足 一 rr9(0) 委 zx 的 那 一 
因为 z0) + N70) = X%(cos0, sin0) + Yz( così, sin@), 
而 我 们 在 $ 2.1 中 已 假定 0 是 (2.2.1) 的 孤立 奇 点 , 故 
ZX(0) +N°0) > 0, (2.2.6) 
对 任 一 异 于 O 而 幅 角 为 9 的 点 P, 我 们 用 角 aa< a< a) 
表示 向 径 OP 到 (22.1) 在 P 点 的 轨 线 的 正 向 切线 之 间 的 夹 角 ( 回 
忆 有 所谓 正 向 切线 [第 一 章 $ 5.3(c)] ,就 是 按 轨 线 正 向 取 的 切线 , 而 
轨 线 正 向 就 是 按 : 上 增加 时 轨 线 的 走向 )。 容 易 看 出 ,这 样 定义 的 角 
并 不 依赖 于 向 径 OP KTR SIS 9 有 关 ， 这 是 因为 | 
cosa = Z(0)[Xz(cos0, sin) + Y2,(cos6, sin 0)]# 
sina = N(0)[Xz(cos?, sin9) + Y2,(cos6, sin 0)]7?, ‘je. 2.7) 
这 里 指数 式 前 取 正 号 表明 确定 正 向 . 
由 (2.2.7) 得 知 , MO 出 发 的 射线 (除去 O) 都 是 系统 a. 2.1) 
的 轨 线 族 的 等 倾 线 ( 轨 线 在 其 上 具 相 同 的 斜率 ). 
如 果 有 这 样 一 条 射线 ， 其 上 每 一 点 都 有 wx 一 0， 则 此 射线 本 
身 也 是 轨 线 ,我 们 称 这 样 的 射线 为 不 变 射线 ;这 种 射线 的 反 向 射线 
也 是 不 变 射 线 。 由 (2.2.7) 知道 ,不 变 射 线 的 幅 角 是 由 方程 
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=- N(8)=0 (2.2.8) 
确定 的 . | 

《b》 若 这 一 方程 恒 满足 ， 则 所 有 从 O 出 发 的 射线 都 是 不 变 射 
线 ,其 图 形 与 图 6 相同 ,点 0 仍 称 为 星 形 结 点 . 

由 《2.2.6), 这 时 Z(0) 恒 不 为 零 , 若 它 恒 为 负 , 则 由 (2.2.4) 知 
道 , 当 : 增加 时 所 有 这 些 射线 都 指向 0, 若 ZO 恒 为 正 , 则 指向 
相反 ,我 们 依次 称 这 种 星 形 结 点 为 稳定 的 和 不 稳定 的 . 

Cc) 者 Xm(x，y)，Ym(x，y) 都 为 r 次 齐 次 多 项 式 

Xm(x, y) = ag” + aty + ees + ag icy? H amy”, 

Y mx. y) = box” + bity + ees + bry”! + buy”, p 
其 中 a;, bi 为 实 常 数 , 则 相应 于 (2.2.8) 的 方程 

XY mes Y) — VX mx, vy) = 0 | (2.2.9) 
JUSA 
box” t! + E C, 一 ao)x”y 
+ (5; 一 a xem!y 24 eee H Com — ama)ey” — any” = 0, 
Alt. Aix EEREN Xn, Yn 具 形 状 
Xm = XAm1y5 Ym = yAm-is 
Amr 一 aa age ig + vss + amy. 

RBI EN BE, O EMLA W An 无 实 一 次 因 

Fa Am mh AAA (2.2.9) 才 可 能 恒 满 足 . 


3. 中 心 与 焦点 


(a) 由 5 2.1 末尾 的 说 明 ， 若 齐 次 系统 (2.2.1) 的 轨 线 中 有 一 
个 环 ， 则 所 有 的 轨 线 ( 除 O 以 外 ) 都 是 与 这 环 相似 的 关于 0 的 环 . 

这 时 相 平 面 的 图 形 类 似 于 我 们 在 线性 系统 所 考虑 的 那 种 情 
形 ， 正 因为 这 个 缘故 ,我 们 仍 称 0 为 系统 (2.2.1) 的 中 心 (在 $3, 我 
们 将 把 中 心 这 一 概念 推广 到 其 它 类 型 的 系统 中 去 ， 中 心 的 统一 定 
义 将 留 到 第 四 章 中 再 给 出 )。 


*) 原 书 误 为 x. 一 一 译 者 注 
» 55 。 


要 使 O 为 中 心 ，(2.2.8) HAE. MAH. NCO) Be 
号 ,因此 存在 正 数 4>0, (BY a<0<an 时 INO] Sd. 
不 失 一 般 性 , 假定 NCO) 为 正 ， 如 果 它 为 负 , 则 可 改 * 为 一 #。 由 
第 一 章 $ 5.2(4) 的 结果 ,系统 (2.2.4) 的 每 条 完整 的 轨 线 可 以 表示 
为 e= p(0) 的 形式 ,其 中 (0) 是 方程 


p_'‘dp/40 = Z(0)/NC(0) (2.2.10) 
的 解 . 
现在 ,从 0 到 9 积分 此 式 ,得 
= ex Z(a) a 
CO) = pl0)exp (| Zea da). (2.2.11) 


"因此, 当 6 -> -+ co 时 , 轨 线 绕 原 点 无 穷 多 次 , 但 由 于 O 是 中 心 ， 
故 有 PCa) 一 p(0)， 或 者 


= Za) _ 145. 
| Na a 0. (2.2.12) 


O E 2212) 不 满足 ， wer me 


p(2nn) = pl0)exp (2 |" 1694), 


得 知 当 上 式 右 端 的 积分 小 于 零 时 ， 序 列 p Cnr) (n = 1, 2, ot) 
趋 于 零 ,而 当 这 个 积分 大 于 零 时 ,这 序列 趋 于 上 0, ` 

ho ERE ARIA AE ARA RER, ER 
这 个 缘故 ,我 们 称 2 为 齐 次 系统 (2.2. 的 焦点 〈 焦 点 概念 如 同 中 
心 概念 一 样 将 在 后 面 第 四 章 中 给 予 推广 )。 如 果 当 :一 十 co 时 
轨 线 螺旋 状 线 近 ORO 为 稳定 的 ,如 果 当 :一 一 oo 时 它们 绕 
近 0, 则 称 0 为 不 稳定 的 。 这 两 种 情形 分 别 对 应 于 下 面 两 个 不 等 
式 : 

N(0) 网 ZO da < 0, NCO) N Re da > 0. (2.2.13) 

(c) E Xale, 9); Yass y) 是 偶 次 齐 次 多 项 式 ， 则 方程 
(2.2.8) 至 少 有 一 个 实 根 . 因 此 当 Xu Ym 为 齐 次 多 项 式 时 , 仅 当 
它们 的 公共 次 数 为 奇数 时 才 可 能 有 中 心 或 焦点 。 
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(d) 应 用 齐 次 函数 的 Euler 定理 ， 我 们 容易 验证 下 面 的 恒 等 
式 
(m + 1)Z(0) = OX,,(cos6, sin0)/0x 
+ 8Y,,(cos0, sin@)/Oy — dN/dé, 
A FIA PAF. TUR HR (2.2.12), (2.2.13) 中 的 积分 写成 更 
便于 计算 的 形式 


= Z(a) a 
| Ma)“ 

_ 1 | OX m( cosa, sina)/0x + OY mC cosa, sina )/ðy da 

mi lo N(a) 
(2.2.14) 

4. 孤立 不 变 射线 .正规 角 域 
(a) ROB 

N(6) 一 0 (2.2.8) 


的 孤立 零点 ， FARA (2.2.6), ZO) 天 0， 故 存在 以 2 为 也 点 的 
角 域 16 一 O] <6, 3>0, ERER Z(0) 并 0。 不 失 一 般 
HE, I 5 二 x/2。 称 每 个 这 样 的 角 域 19 一 9o| <d 为 关于 极 角 
Oo 的 不 变 射 线 的 正规 角 域 . | 
于 是 我 们 有 
Z(8) 一 Z(6u)T1 十 gl(9 一 09)]， 19 — 2l 委 5， (2.2.15) 
由 dZ/d0 的 连续 性 得 知 e AR. BAR NO) HABE 
AB WAS 
N(6) = N'Y(00)(0 — Oo )AL1 + 6206 — 65) ]/k! 10 — Gol S 8, 
(2.2.16) 
其 中 NECO) È NCO) E 0 = 0, 的 & 阶 导数 ,sz 也 有 界 . 
现在 我 们 有 三 种 情形 : 
(a) R 为 奇数 ， Z(00 NA (60) > 0; 
(B) RABRM, ZO IN”) < 0; 
(r) (之 2) 为 偶数 . 
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对 这 三 种 情形 , 我 们 依次 称 为 关于 射线 9 一 9。 的 第 一 类 ,第 三 类 
和 第 三 类 (混合 型 ) 正 规 角 域 . | 

DA DARI III 44 CAROLIS Aat, 
于 是 ,由 于 按照 我 们 的 假设 , 为 NO) 的 孤立 零点 ， 因而 NO) 
在 4- 和 4+ 中 保持 定 号 ， 

由 类 似 于 $ 2.3(a) 中 的 推理 ， 得 知 齐 次 系统 (2.2.1) 的 任 一 整 
条 在 AR A, 中 的 轨 线 弧 都 可 以 表示 为 方程 p= pO) MER, 
其 中 p(0) 是 方程 (2.2.10) WAR. 

由 cosa(0) 和 sina(6) 的 表达 式 (2.2.7), 得 知 相 应 于 任 一 点 
(x,y) 的 向 量 场 (zx, 3》), 在 情形 (a) (第 一 类 ) 如 图 9(a) 与 9(b) 所 


F 第 一 类 3 
, ZUIN" bO y 


(0) (b) 


E 9 
f 第 二 类 : ? 
/ , ZUIN LRA )<O f , 
sf” f KA aay a a 


.58>. 


示 ; 在 情形 (8 儿 (第 二 类 ) 如 图 10(a) & 10006) AMR. ERÉ Cr) 
三 类 ) 如 图 11(a),(b),(c),(d) 所 示 . 

(6) 下 一 段 将 研究 在 正规 角 域 内 轨 线 弧 的 性 态 . 我 们 先 作 一 
点 说 明 . 

我 们 说 极 坐 标 方程 为 p= p(0) 的 曲线 在 给 定点 Po mh 
(由) 向 极点 O, 如 果 有 以 Po 为 中 心 的 小 弧 段 ， 使 得 对 这 弧 段 上 的 
任 一 点 P, 矢 径 OP 先 与 曲线 相交 ， 然 后 才 与 曲线 在 Po 点 的 切线 
相交 ( 先 与 击 线 在 Po 点 的 切线 相交 ,后 与 这 曲线 相交 Š). 


PR ro 


Z(2},)<0 


la} {b) 


p 59 s% 


回忆 曲线 0 = (6) 的 曲率 1/R 《连同 它 的 符号 ) 为 (2p” 十 
P — pp") (p + p*) 2 就 可 根据 在 Po 点 0° + 207 — pp” <0 
还 是 P+ 2p? — pp > 0 的 情况 ， 来 确定 所 给 上 曲线 在 PARE 
[a] O WEL o”. 

若 p = p(9) 是 轴线 方程 , 则 由 (2.2.10) RNA 


p° + 2p7 — pp" = (8 )N-*(6)| N0) + Z8) 
dN(0) _ aZ(0 
+ 2(0) ZO 一 MG) S208) |, 


这 个 表达 式 的 符号 显然 与 
N60) + Z0) + Z(0) an) — n(6) 70) 


的 符号 相同 . 

对 于 NCO) 一 0 的 根 9 一 9 来 说 ,这 后 一 个 表达 式 化 为 

Z00) + ZC6o)N CO). 

如 果 后 者 不 等 于 零 ， 那 么 取 一 个 比 正规 角 域 定 文中 的 6 更 小 的 适 
当 的 5 ( 仍 记 为 5 一 一 译 者 注 ), 可 使 在 整个 角 域 16 一 9o| <8 中 
Z0) 十 Z(8)N'(6) 保持 一 定 符号 .在 情形 (a), HFA ZCO) 
N'(0) 20, Æ kK>3 的 情形 〈8)， 以 及 在 情形 《>)， 由 于 有 
Z(00)N'(00) 一 0， 故 都 可 以 上 朋 定 ZX0) + ZONO) DE, 
此 我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 3 着 $2.1 中 的 条 件 都 满足 , 4 是 关于 6 NOIR E 


则 他 于 4 “Peri OTO: E ARR A =D) EAR, 
WEA 0 SEMI 0, 分 别 由 
ZO) + Z(8,)N’(Oo) <0 
还 是 > 0 来 确定 . 
Z(6o) + N' (0) = 0 的 情况 留待 下 一 节 再 讨论 . 
(c) 正规 角 域 的 对 项 角 域 也 是 同一 类 型 的 正规 角 域 ， 这 是 四 


© RP 0° 十 20 一 po” 的 符号 与 凸 凸 姓 正好 相反 ， 一 一 译 者 注 
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A 
Z(6 +2) = (—1)""'2Z(0), N(0+n)=(-1)”*N(0), 
以 及 (2.2.7)。 当 和 为 偶数 时 ， 则 只 E TA. 


5. 轨 线 在 正规 角 域 中 的 性 态 


(a) 设 ACIO — Ol SS) 是 对 应 于 孤立 不 变 射 线 9 一 bo 的 
BREMER TE k HITR, ZCN ECO) > 0. 

设 Z(b) 二 0《 相 反 的 情形 可 改 : RAEE), 于 是 
N (69) 二 0, 因而 对 充分 小 的 5, 在 角 域 A-O 一 6 二 8 二 00) 内 
N(9) > 0, ERR 4+(9 <0 <0 + 8) 内 MO)k<O0. È 
一 步 ,在 4- 和 4+ 中 的 轨 线 可 以 看 作 是 〈2.2.10) 的 解 0 = o(0), 
在 现在 的 假设 下 (2.2.10) TABA 


1 do _ Zo) _ k _ 
p de NR (80) (6 一 u BY. (1 十 e(0)), (2.2.10.1) 


其 中 可 取 5 足够 小 , 使 得 可 设 |e(9)| < 1/2, BE% 0-0 为 无 
穷 小 时 e(0) 也 为 无 穷 小 . 
由 此 得 知 , 在 4- 中 我 们 有 


pO) = memp (k1 SGX | LEE) Jp), po = olb — 5), 


NY (00) 2o 一 人 Cy 一 0o )* 
(2.2.17.1) 
又 由 于 
6 1 十 sc(e) AC? dp _ 
Vea (p 一 60) 一 2 j (00 — p)* i 


故 当 6 一 6 一 0 时 有 (0) >0. 
类 似 地 ， 老 我 们 在 射线 6 = Gy LER 点 ， 并 对 名 二 9 
< 和 0 十 6 应 用 公式 


e(6) 一 poexp (k: a CO | te s), po = Po + 8), 


(2.2.17.2) 
和 不 等 式 


e 61 » 


atsi te 1 (80t5 d 
j; (© rey a>), io be 

则 对 相应 的 轨 线 当 8 一 +0 时 有 o(0)>0. 由 此 我 们 有 下 
面 的 定理 : 

定理 4.。 EER Ca) RAIER, ZONO) > 0)， 齐 次 
系统 (22.1) ME BM A 一 5 <0<0%) IDR, 

Z(0) <0, t>+ 0% 

或 者 当 Z(09) > 0, 1-> — 00 时 都 趋 于 0. BT 0 的 轨 线 的 切 
线 趋 于 不 变 射 线 ， 对 ACO 一 9 sS 8, + 5) 完全 类 似 . 

由 定理 3, 第 一 类 正规 角 域 中 的 轨 线 的 可 能 形状 如 图 12(a) 与 
12(b) MR. 


ZW)<o 
(a) 


图 12 


(b) 现在 设 4 是 第 二 类 角 域 ， 即 情形 (8): AIM, Ze) 
NR) < 0. 这 时 不 妨 设 Z(00)>0, NUO) <0, 于 是 在 
4 中 N(0)>0, 在 4+ 中 N(0)<0, 方程 (2.2.10.1) 仍 成 立 ， 
在 现在 的 假设 下 ,方程 (2.2.17.1) 和 (2.2.17.2) 指 出 , 当 0 一 0 一 0 
时 p(0) > c0,0-0,+0 时 也 如 此 ， 这 时 我 们 说 轨 线 趋 于 不 变 
射线 的 无 穷 远 点 Po 

再 来 确定 轨 线 在 Ps 的 切线 ， 为 此 ， 我 们 考虑 当 8 一 bo 一 0 
和 90 > 9 十 0 时 轨 线 上 的 点 与 不 变 射线 9 一 0 之 间 的 距离 
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dg — 8) = pCO) sin (0 — 00) 的 极限 ,由 (2.2.17.1), 在 4- 中 我 
们 有 


d(0 一 0,) = p(0, — 8) sin (0, — 9 Jexp G TN 
e 14+e(p) 
x | a lo = Go) dp). (2.2.18) 


由 假设 (8), BRA k23, WS 6 一 0 一 0 时 4(9 — 0o) BF 
十 co. 对 4+ 类 似 ， 因此 我 们 有 下 面 的 定理 : 


用 类 似 的 方法 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 : 
定理 6， 第 二 类 平 规 角 域 中 的 轨 线 , 当 


k=1, ZX0o) + Z(0)N(0) > 0, Z(0)N(0)<0 
时 ,其 性 状 与 定理 5 中 轨 线 的 性 状 相同 . 


第 二 美 


bao =3,5, 
W 2? l+ ZUBIN'UE)?O Ya 


AS 一 Lp ~ 
Zuko Z(%)>0 
(a) (b) 
图 13 
这 些 轨 线 的 形状 如 图 13(a) 与 1306) 所 示 。 
由 《2.2.10.1) ,我 们 也 有 下 面 定理 : 


定理 7， 老 4 是 第 二 类 角 域 , 且 有 
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k = 1, ZX6o) + Z(O)N’(Oo) < 0, 
iaia 2000) > 9 而 + 增加 ,或 者 当 2008) = < 0 o 而 


ror 
这 种 情形 的 轨 线 形状 如 图 14(a) 5 14(b) 所 示 
第 二 类 

Bzw | 

i I 

Li 


fA , 


Z(%)O 
-{d) 


Z(4kO 
图 14 
(2.2.19) 


G) 


Cc) 现在 我 们 来 考虑 情形 
| Z(0) + N'(00) = 0. 
这 也 是 第 二 类 和 角 域 CR e 1, Z(00)N (6o = — Z8) < 0) 
我 们 先 将 Z(6) 与 N(0) 在 区 闻 [0 — 9| < 8 内 作 Taylor 


展开 ,注意 到 N(00) = 0, N'(0)= 一 Z(00), RE 
ZCO) = Z(00) + Z'(00)(0 — 0a) + 2Z"(00)(0 一 go)2/2 + 
+ ZOCO — 00)/11 + OLO 一 9 全]， 
NCO) — — Z(0)(0 n 8a) + N” (00) (0 一 89)?/2- + see 
+ NOCO — 00)/11 + OLC — 0a)" js 

其 中 0[(9 —6)'") 具有 通常 的 意义 ， 
由 此 得 | 

N°(8) + Z3(0) + Z(6)N'(0) — Z'(8)N(0) 
= ag + a(0 — Oy) +a(0 — A)? + >> 
+ aO — Bo) + OLC — 00)+:], (2.2.20) 


e 64° 


其 中 
ao Z(00)[Z(00) + N'(00)], a= Z(00)[2Z'(00) + N” (6o) lst» 
(2.2.21) 
125 (2.2.19) FAI, (2.2.20) PAY m 为 零 ,假定 == 
ami = 0, a #0, 7 之 1。 MAB. a, l> 1, 是 第 一 个 不 等 
TRH a”, 
由 (2.2.20) 以 及 $ 2.4(b) 中 的 说 明 ， 得 知 若 7 是 偶数 ， 则 当 
a > 0 了 时 在 4 中 的 轨 线 都 四 向 0， 而 当 w< 和 0 时 轨 线 都 凸 向 
O, 当 ! 为 奇数 且 w >O 时 ， 在 4- 和 4+ 中 的 轨 线 分 别 串 网 O 
AHH O. KZ% a <0, 1 为 奇数 , 则 情况 刚好 相反 
对 19 — | <, MAX Z(0)/N(0) 可 展开 为 
Z(0)/N(0) = BCO — 00) + pı + PCO — 0o) + + 
+ BO — 09)! + O[(0 — 00)°], 

其 中 
2Z'(00) + N” (Oo 
名 一 一 ]， p = — SEME NO), 

E 0,50 ZR (2.2.10), 0 与 6 MARKO, RERS 
Oo» 即 得 
pe(0,) CA, — 0o) 
p(0) = LODO — 0) 
X (| {> BP — 9) + OL Ce — 00)’] }de). 


“于 是 ,对 A_(0,=0%— 8), RIA 


d(0 — 0) = p(00 一 5)5 sin (0 — 00) 
0 — Bo 


X (f {> 8p — 0) + O Te 一 6y)*] la). 


1) 如 果 对 每 个 指标 I, ar=0, LÆ 0, 的 邻 域内 ZC0)，NC0) 有 Taylor 展开 
式 , 则 对 19 一 go|j<5， 有 NO) + 29) + ZC9)N'C0) — 2'(O)N(8)=0, 
这 个 表达 式 除了 正 因子 以 外 表示 轨 线 0 = (0), 00, 时 的 曲率 。 因此 每 
条 轨 线 都 是 直线 > 从 而 为 不 变 射线 ,这 与 0 一 go HU WARN RFE. 
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从 而 , 当 6 一 0 一 0 时 d(0 — do) 有 不 为 零 的 有 限 极 限 ;类 似 地 
对 A+, 因此, 在 情形 (2.2.19), 4 中 的 一 蕊 轨 线 以 平行 于 (但 不 重 
合 ) 给 定 的 射线 的 直线 作为 它们 的 渐 近 线 . 
”总 之 ,在 Z(90) + N' (0) 一 0 的 情形 , 当 Z(09)<0 时 , 轨 
线性 状 就 是 如 图 15(a), (b), Cc), (d) 所 示 的 那些 . 
G Z46o) 0， 则 箭头 相反 


15 
(d) 现在 我 们 只 要 考虑 情形 (7 ): 4 为 偶数 ， 对 应 的 正规 角 域 
是 第 三 类 (混合 型 ) 的 . 
”根据 类 似 于 前 面 采用 过 的 推理 ， 我 们 可 得 下 面 的 定理 : 
定理 8. ak ARK» H NCO) < 0, N (Oo) = N’ (05) = 
ce 一 N49) = 0, 则 当 Z(G) 二 0, 而 当 :一 一 oo Rf, F 
次 系统 @. 2. 1) EAR TREA 0 一 bo DEFY 


eo a è o (‘0 » 


— co 时 轨 线 都 趋 于 o, EEA FRA RENA, 
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车 Z(0)<0 而 > +00, N 4, 中 的 轨 线 都 趋 于 0, M. 
LUO DRET AA TENS 当 2(0,) > 0， me + oo 时 


o è. ë ë e 0 s o o o o è b # 9 


ASTIER. 

As NECO) > 0， 则 内需 将 4- 和 4+ WHR PR. 

换 句 话说 ,第 三 类 正规 角 域 是 第 一 类 与 第 二 类 % 之 3) 的 混 
合 . 轨 线 的 可 能 形状 如 图 16), (b), C), Cd) Fit, 

(e) #0, 50, 是 方程 NO) 一 0 的 两 个 相 令 的 孤立 根 ， 则 


NOCO A> 


a 


NEO) >0 


ee 
a” 
æ 
n 


(d) Zro 


由 射线 0=0, 和 6 一 9。 所 构成 的 角 域 中 的 轨 线 的 性 状 是 前 面 
的 图 17(a), (6), () 这 三 种 类 型 之 一 ， 其 中 第 一 PTH AB FER 
第 二 种 叫 双 曲 角 域 ,第 三 种 叫 抛 物 角 域 . 

我 们 指出 ,$ 1 所 考虑 的 几 个 例子 中 ， RAAT AR 
切 结扎 有 四 个 抛物 角 域 ， 


6. 例子 


Ca) 作为 这 一 节 的 结果 的 第 一 个 应 用 ， 让 我 们 继续 讨论 线性 
系统 
y= Yx + 5y., 
这 时 Z(0) 5 N(0) 为 cos0 与 sind 的 两 个 二 次 型 

Z(0) = acos*6 + (8 + Y})cos@ sin0 + 6sin’0, 

N(0)= Ycos? + (5 — a)così sin9 一 fsin?0 
利用 这 两 个 式 子 以 及 (2.2.14), 容易 重新 建立 $1 中 的 孤立 奇 点 的 
分 类 ， 

(b) 现在 给 出 儿 个 非 线性 齐 次 系统 的 例子 。 
”系统 | 
过 一 2ry, y= y?— x’ 
的 轨 线 可 由 贺 族 x? + 9° + ca = 0 (e 为 常数 ) 得 到 . REKON 
外 ,每 一 个 这 样 的 圆 都 是 轨 线 ， 两 条 半 轴 xz 一 0,y > 0 M= 0, 
y < 0( 第 一 类 正规 角 域 中 的 不 变 射 线 ) 也 是 轨 线 ,点 D 本 身 当 然 也 
是 轨 线 (图 18). 
(c) 另 一 方面 ,系统 
= xy, I=x+2y 
的 轨 线 是 四 次 曲线 x'— ec’? + y) 一 0 (ec 为 常数 ), 以 及 第 二 类 
正规 角 域 中 的 两 条 不 变 射 线 x= 0, y >0 Ñ z=0, y= 0 (图 
19). 
(HAS 
+= xy — ax}, om y? | 
的 轨 线 可 由 方程 x 一 y/(log ly] + c) 得 到 ， 其 中 <。 HBR. 这 
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图 18 图 19 


HB r=0, y>0 Mxe=—0, y<0 为 第 三 类 正规 角 域 中 的 不 变 
射线 37 = 0,x>0 Aly=0, e<0 也 是 Z(0)+N°(0)=0 
的 情形 的 第 二 类 正规 角 域 中 的 不 变 射 线 ( 见 图 20). 我 们 指出 ,这 
时 存在 两 个 双 曲 角 域 (xy > 0) 和 两 个 抛物 角 域 (ay < 0). 


图 20 


(6), Cc)» Cd) 中 所 考虑 的 系统 都 是 二 次 齐 次 系统 ( 见 L. 
S. Lyagina [1])，。 下 面 考 虑 系统 
i= 《一 Zx' 十 6x*y? + y*) (x? + y) 2, j= Bry (x? + y?) 3”, 


o 69 è» 


其 右 端 在 CO 处 等 于 零 ( 由 连续 性 ), 它 是 一 次 齐 次 系统 ,但 不 是 线性 
的 .在 极 坐 标 系 下 这 系统 变 为 
b= — 3pcos0, 0 = sin30, 

因此 ,其 轨 线 由 六 条 射线 

y "0, «> 0; ge 0, x<0; you 3x, x > 0; y= 
N 3%, z <0; 一 一 人 3x, x> 0; y = —f 3x, x<0 DM 
及 曲线 psin30 一 <， 即 三 次 曲线 Ge — y) — ca? +77) = 0 
所 组 成 ,其 中 c 为 常数 . 

其 正规 角 域 都 是 第 二 类 的 (图 21) ,它们 共有 六 个 双 曲 角 域 . 


图 21 


53. 解析 系统 


1. 引言 
(a) 在 $ 2 考虑 的 齐 次 系统 中 ,特别 重要 的 一 类 是 
È m Xm(x3y), F= Yale y)> 
其 中 Xn 与 Yo 都 是 xz, 的 mr 之 1 次 齐 次 多 项 式 . 
这 一 节 我 们 将 考虑 一 类 更 为 一 般 的 系统 
tm Xx y) + f(x, y) 9 Yu, y) + gly) (23.1) 
HP Xns Ye 与 上 面 一 样 都 为 齐 次 多 项 式 , 这 里 | 


esy) = DI antys  g(asy) = DI bviyt (2.3.2) 
. d+k>m i dC +kA>s5 
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是 两 个 实 系数 寡 级 数 ,它们 在 以 0 为 圆心， 7 为 半径 的 图 域 己 内 绝 
对 收敛 ， 
系数 angs bia 可 以 从 某 个 值 i 十 有 起 全 为 零 (对 fs g 
i +k RUER). X, RAY, 可 恒 等 于 零 . 所 以 这 类 系统 
包含 了 所 有 右 端 为 多 项 式 的 系统 ,它们 可 以 是 齐 次 的 ,也 可 以 不 是 
齐 次 的 ,次 数 可 以 相同 ,也 可 以 不 同 ， 
RODARAR (2.3.1) 的 奇 点 。 现 在 假定 在 刀 内 除 点 O 以 
外 ,该 系统 的 右 端 不 同时 等 于 零 ,这 一 假定 等 价 于 有 下 面 不 等 式 : 
(Xx, y) + f(£3 YYY + Vales y) + gles y) > 0,， (2.3.3) 
O0<a +y9°< r’, 
因此 , OARRA. 
T_T ERA ARRAS AHA. 
(b) 如 同 $ 2 所 用 的 方法 ,引入 极 坐 标 p, 01 = pcosì, y= 
psin0). 于 是 系统 (2.3.1) BH 
pô = Z(pcosì, psin8), PÙ = N(pcosì, psin@), (2.3.4) 
其 中 
Z( x5 y) = x[Xm(x, y) + f(x, y)] 
+ y[Yy(x, y) + glx, y)], 
N(x, y) = x[YmC(x, y) + glx, y)] 
— y[Xn(x, y) + f(x» I. 
FA (2.3.3) 得 知 ,在 D 内 所 有 异 于 0 的 点 处 均 有 
ZXx, y) + Nx, y) 
一 《和 好 + y){[Xn(x, y) + fxr, yP 
+ [Yn(x,3) + gly >o. (2.3.3.1) 
(c) FH (2.3.5) 5 (2.3.3) 我 们 立刻 看 到 ， 若 在 忆 中 ZG, 
y) me 0, I N(x,y) 仅 在 0 点 处 等 于 零 , 并 且 
Xx yY) + ilr y) =m yla t axr t ay 十 …)， 
Ya(x, y) + g(x; y) 一 一 x(a + ax + ay t- DE 
由 《2.3.3.1)， 上 两 式 括 号 中 的 因子 不 恒 等 于 零 . 因而 这 个 因子 在 
D 内 或 者 馆 不 为 零 ; 或 者 至 多 在 点 O 处 等 于 零 亦 妈 wp_ 一 0。 从 而 
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(2.3.5) 


A (2.3.1) 的 轨 线 与 下 面 两 个 系统 之 一 ( 视 (ao 十 ax + ay + 
…) 的 符号 而 定 ) 的 轨 线 相同 (第 一 章 $ 5.2(e)): 
= y, {° =a Ys 
ý = — zx; y= x, 
点 2 是 中 心 , 轨 线 是 以 2 为 圆心 的 一 族 圆 ($ 1). 
(d) 另 一 方面 ,着 在 D 内 N(x,y) =0, NI ZC, y) REO 
处 等 于 零 , 并 且 
X(t, y) + f(x, y) = xla + ax + my te), 
| Ym(x3 y) + gle; 9) = yla t aye + my + +++), 
因而 (2.3.1) 的 轨 线 就 是 下 面 两 个 系统 之 一 的 轨 线 : 
= — Y, {* = x, 
IT; y= ). 
点 0 是 星 形 结 点 (第 一 种 情形 为 稳定 的 ， 第 一 种 傍 形 为 不 稳定 
的 )， MARI 0 的 射线 (3 1). 


2. 例子 


现在 我 们 给 出 一 些 例子 ,说 明 系统 (2.3.1) 的 奇 点 呈现 很 大 的 
多 宰 性 ， 其 它 的 例子 还 可 以 在 $ 1 与 $ 2 中 技 到 ,但 $ 2.6(e) 中 的 全 
于 除外 , 它 不 局 于 (2.3.) KRH. 
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(a) 系统 
rx ya -y (23.1.1) 
的 雪线 除 不 言 而 喻 的 奇 点 O 以 外 还 有 两 条 射线 x 一 0, y 二 0; 
x= 0, y<0 MHRI x = cexp( 一 1/(2y”)),，c 为 常数 。 W 
线 如 图 22 所 示 , 它 相当 于 一 个 双 切 结 点 图 形 ($ 1). 
(b) 系统 
+= zyl] + 2x2 + 2y?), pay + yt— x* (2.3.1.2) 
的 轨 线 是 射线 x = 0, y<0; «x= 0, y> 0 和 四 次 曲线 (x? + 
PP — ca + y = 0 (0 为 常数 )( 图 23). 


(c) 系统 
i= xy + yle t yY, 9 me xy? — x(x? + y?)? (2.3.1.3) 
PUL HRM (e + yp? — (1 + cdr cy = 0 CCAR 
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2X) CHI 24). 
(d) 系统 | | 
gmx, j= — y E (2.3.1.4) 
的 轨 线 为 点 0 以 及 四 条 坐标 半 轴 和 曲线 弧 
x= cexp(1/(2y’)), ¢ 为 常数 ， 
点 2 呈现 由 齐 次 系统 定义 的 鞍点 的 形状 (图 25). 
(e) 系统 
gmx, pay? (2.3.1.5) 
的 轨 线 是 坐标 半 轴 以 及 曲线 弧 x 一 cexp(— 1/7), 为 常数 (图 
26)。 


图 25 -图 26 


Cf) 系统 
ty pam 2s (2.3.1.6) 
PRT HAR x+ yt, 为 常数 。 
这 些 曲 线 都 是 围绕 0 点 的 闭 曲线 , 亦 即 都 是 环 ， 因此 假如 把 对 
齐 次 系统 ($2) 所 给 的 定义 ， 如 我 们 即将 要 作 的 那样 加 以 推 ) 的 
话 , 点 0 可 以 称 为 中 心 (图 27). 
(8) 系统 | 
ge yy, pa — 2a — yy (2.3.1.7) 
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图 27 图 28 


的 轨 线 都 是 从 原点 0 展开 的 螺 线 ， 事 实 上 ， 我 们 有 dp — 4r 
(x 一 y)dx, 并 且 如 果 我 们 考虑 通过 同一 点 (一 a, 0), a>0 的 
两 条 轨 线 弧 y= yla), z= 一 zx)(y(x) 之 0，z(x) 20), W 
有 
d(y° — 27)/dx + 4x°(y? — 27) == 8x4(y + z), 
从 而 
y? — z? == Sec E e*ui[y(u) + zCu)ldu. 


Sib, 对 r>—a 直到 z= — 2(x) 与 正 * 轴 的 交点 为 止 都 
A y(x) > 2(x). 

适当 地 推广 5 1 中 的 定义 ， 我们 就 可 以 说 点 0 是 一 个 焦点 (图 
28). 

其 它 一 些 例子 将 在 以 后 给 出 . 


3. 函数 Z(x, y), Ma, y) 


(a) 我 们 从 下 面 的 具 实 系数 ci 的 一 般 级 数 展 开 式 
F(x, y) = > cs gxiy® (2.3.6) 


si+k2>1 
设 将 在 (b) 中 应 用 于 函数 Z 工 与 W。 下 面 的 论述 出 自 S， Lefschetz 
[1] (HI S. Lefschetz [1] 第 61 一 67 Ti). 
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如 果 > 充分 小 ， 由 Weierstrass 定理 (例如 参看 S. Bochner 与 
W. Martin [1] 第 188 页 )， 我 们 有 

F(x, y) = x°[y? + alay + 二 a(x) en, 
其 中 p, gq XEREX, Gle, y) 是 C(O, r) 中 的 全 纯 函 数 ， 
als), -ee aple) 是 |x| < ”中 的 解析 函数 ( 实 或 复 )。 

方程 F(x, y)=0 的 解 是 且 只 是 方程 ey ta l)y. 
十 ap(x)] = 0 的 解 。 如 果 后 一 方程 不 是 恒等式 , RR = 0 以 
IM 9 二 0), 对 充分 小 的 +, 按 Puiseux 定理 (可 参看 S. Lefshetz, 
Algebraic geometry, p. 9(1953)) 它 有 有 限 个 下 面 类 型 的 解 : 

y= axt” + appx ttn +e, (2.3.7) 
其 中 Apo Akys °° 都 是 实数 ， ks n 为 正 整 数 , 并 且 每 一 个 解 都 对 区 
间 [ 一 r, OIRA [0, r] 内 的 * 均 有 定义 . 每 一 个 解 (2.3.7) 以 及 
当 q>0 时 还 有 a=0, y>0, x 一 4, y<0 MRA F(x,y)=0 
的 实 分 文 . 

我 们 立刻 会 看 到 ， F(x, y) = 0 的 两 个 不 同 分 支 在 C(O, r) 
内 只 有 一 个 公共 点 a = y 0, 这 一 事实 对 于 x 一 0 的 两 个 分 
支 ( 若 它们 存在 的 话 ), 或 者 对 于 一 个 是 这 种 分 支 之 一 而 另 一 个 是 
(2.3.7) 的 一 个 分 文 ， 或 者 对 于 分 别 对 «>0 Mro 都 有 定义 
的 (2.3.7) 的 两 个 分 支 都 是 显然 成 立 的 ， 而 对 于 同时 定义 在 x2U 
Raso 上 的 如 下 类 型 的 两 个 分 支 : 

y 一 age + agg at 4 Le, 

yo Dyck 4 bpp 11/0 + wee, 
HAY 得 方程 

OC cg 十 cixVeao +. -.) — 0, 
其 中 co #0, KPHEE COO, r) 内 只 有 一 个 解 x 一 0. 

进一步 还 应 指出 , 如果 Fox, y) 不 恒 等 于 零 , 则 它 只 有 有 限 
个 形 如 ety (7) 的 因子 . 因此， 如 果 r 取得 足够 
地 小 , 则 F(x, y) 的 实 分 文 将 CO, r) 划分 成 有 限 个 以 2 为 顶 
点 的 扇形 域 ， 每 一 条 从 O HAR SS — TRA LAR ART 
RE Ka. 
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(b) AE (2.3.2) #1 (2.3.5) 立刻 看 到 , Z(x,y) 和 N(x, y) 
都 是 (2.3.6) 类 型 的 函数 。 因此 若 将 上 述 理 论 应 用 到 这 两 个 函数 
上 去 , 则 除了 在 3.1 中 已 讨论 过 的 恒 等 于 零 的 情形 以 外 , 圆 CC0， 
r) 被 N(x,y) = 0 RI ZG, y) 一 0 的 分 支 划分 成 有 限 个 扇形 . 
在 每 个 NN 扇形 ( 或 者 Z-A TÉ RARE, 函数 N(x, 7) (或 者 2Z(>， 
y)) 都 有 确定 的 符号 : 

由 (2.3.3.1) ,一 条 Z- 分 支 , 亦 即 Z(x, y) 一 0 的 实 分 支 与 一 
条 N- 分 文 在 ClO, 7) 内 只 有 一 个 公共 点 0， 


进一步 我 们 还 会 看 到 。Z- 分 支 的 每 条 绝 O4 (除去 DVR 
REPR. 事实 上 , 若 OA 的 方程 为 x == 0, Hi] OA 在 0 点 的 切 


线 方程 为 x 一 0. 反之, HOA 满足 (2.3.7), 则 O04 在 0 点 的 切 
线 方 程 当 和 < ”时 仍 是 x 二 0, mM k >na 时 为 y 一 0， 当 
k= n 时 为 y nn azt, a, #0, 旋转 坐标 轴 ， PSIE xo y 的 适当 


的 线性 变换 ,使 得 坐标 轴 都 不 是 任 一 Z- 分 支 04 在 O A KI Y) 线 . 
于 是 ,每 个 Z- BEAR TERZI 

y= mx + axta 十 。，。 (2.3.7’) 
这 曲线 上 和 任 一 点 P 处 的 切线 的 斜率 为 


=m +(1+4) ante 
n 


由 于 g= Z=0, (23.1) 的 轨 线 7; 在 P 点 的 切线 与 中 心 在 
0 的 过 P 点 的 圆 的 切线 在 P 点 互相 重合 。 因 此 这 斜率 为 x 一 一 
x/y——1/(m + ax ++), 从 而 px 一 一 1 十 elp), 其 中 
e(p) B p= (a? + yD 为 无 穷 小 量 时 也 是 无 穷 小 ， ir 充分 


小 , 则 我 们 看 到 ， 轨 线 Yo 5A 02 在 P 点 不 相 切 ， 从 而 OA EX 
DA. 


1) 按照 H. Poincaré 的 命名 ( 见 Poincaré [1]), 弧 7? 称 为 系统 (2.3.1) 的 无 切 
弧 ， 如 果 Y 上 无 奇 点 ?并 且 当 (2,3。 1D 的 雪线 通过 Y 上 的 任 一 点 时 ,在 此 点 雪线 与 
+ 不 相 切 。 
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由 连续 性 ,如 果 (2.3.1) 的 轨 线 当 : 增加 时 从 某 个 方向 穿 过 Z- 
分 支 的 一 段 弧 OA, 则 一 切 其 它 与 04 相交 的 轨 线 均 以 同一 方向 
St. | 
(c) 从 现在 起 ， 我 们 所 考虑 的 圆 C(O, r), 其 中 N(x, y) 
的 零点 (当然 假定 Mx, y) KES ES) 唯一 地 属于 从 0O 出 发 的 
NN- 分 支 ， 


4. 引 理 


现在 来 证 明 下 面 的 引 理 《第 四 章 将 把 这 里 以 及 下 一 书 的 结果 
推广 到 比 现在 所 考虑 的 更 为 一 般 的 系统 中 去 )， 


“首先 考虑 pai co) >0 的 情形 . 任 给 6, 使 得 0 二 8 一 "一 
P(+ o) FE 1>0, 使 得 对 (>? lol) — p(+ o)l <E, 
假定 6(z) 的 极限 值 多 于 一 个 , 设 9,, 9,, 0, < 6, 为 这 些 极 限 值 的 
PIT. BAER A, 6, 和 6< 委 0:、lp — p(+oo)l < eE 2a) 
中 阴影 部 分 ) 中 至 多 含有 有 限 个 N- 分 支 (N(x,y) = 0 的 情形 已 
在 $3.1(d) 中 考虑 过 了 )， 每 个 分 支 与 圆 p= p( 十 0) 至 多 只 有 
有 限 个 交点 。 因此 至 多 除去 有 限 个 点 以 外 ， 包 含 在 4 中 的 缴 中 
p= p(+ ©) 上 的 一 切 点 P 都 是 某 一 个 -扇形 域 的 内 点 ， 在 这 个 
扇形 域 中 国定 一 点 P， 

在 射线 OP 上 存在 线段 PPP", 其 上 N(x,y) 有 固定 的 符 
号 ,不 失 一 般 性 , 设 P 是 PPP” 的 中 点 , PP 一 28， 为 清 让 起见 ， 
AK p, 9 为 辅助 平面 上 的 直角 坐标 ， 于 是 扇形 域 变 成 了 图 29(b) 
中 的 阴影 区 域 . 

在 上 述 情况 下 , 轨 线 的 象 曲线 o= 00), 0= 9(z) 必定 从 同 
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2 
plore p"| 
< TL Pi 
L | 2 
(o (b) 


一 方向 与 线段 PPP” 相交 ，, 尽 如 说 都 是 从 左 到 右 . (IENE to F 
在 1> 加 ， 使 得 对 应 的 点 能 任意 接近 于 直线 6 一 0， 也 有 任意 接 
近 于 6 一 0, 的 点 。 又 由 于 如 果 0427, 这 曲线 就 不 可 能 离开 介 
于 po 一 p(+T co) 一 es 和 pe 一 pL+T ote 之 间 的 带 域 , 因而 必 
须 从 右 到 左 与 线段 PPP 相交 。 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 只 能 有 一 个 
极限 . 引 理 得 证 . 

p(+00)=0 的 情况 的 证 明 只 是 上 面 所 证 明 的 一 个 极限 情形 。 


5. ETFO 的 轨 线 .焦点 


(a) 考虑 系统 (2.3.1) 的 譬如 当 :一 十 co 时 趋 于 0 的 轨 线 
p= pl), 0= OC), KH pC 十 0) 一 0。 由 上 面 的 引 理 ，9( 十 
co) 存 在 ;有限 或 无 限 。 对 后 一 种 情形 ,可 以 证 明 ( 见 第 四 章 $ 3.3)， 
当 r>0 充分 小 时 ， 所 有 从 COCO, r) 中 出 发 的 轨 线 都 趋 于 O, 
HRA 0+ 0) 都 是 同一 符号 的 无 穷 大 . 

这 时 点 0O 称 为 系统 (2.3.1) 的 焦点 , eC + 00)=0 时 为 稳定 的 ， 
A 一 ©) = 0 时 为 不 稳定 的 ( 见 $ 1.4; $ 2.3). 

男 一 方面 ,如 果 趋 于 Oo 的 轨 线 有 8 二 ©) = bo 0 为 有 限 数 ， 
我 们 就 得 考虑 下 面 的 问题 : 

Ci) 由 5 的 存在 性 是 否 能 推 知 轨 线 的 切线 的 极限 的 存在 性 ? 
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换 句 话说 ,通过 0 并 以 名 6o 为 斜率 的 直线 是 否 是 轨 线 切线 的 极限 ? 
Gi) 我 们 如 何 才能 确定 90? 
下 面 的 引 理 2 和 引 理 3 对 这 些 问题 作出 了 回答 。 


(b) 引 理 2， 设 rO 是 系统 (2.3.1) 的 趋 于 O 的 一 条 轨 线 ， 


则 有 限 极 限 OC + co)[ 或 者 6(— c0)] 的 存在 性 等 价 于 当 :一 + 


o 和 


第 四 章 § 3.2 中 ， ATTERRA H 一 般 的 系 
统 , 那 里 0(+ CO) 可 以 存在 有 限 极限 ， 但 是 切线 可 以 不 存在 有 限 
RPR). 

为 了 证 明 这 条 引 理 ,我 们 首先 指出 ,切线 极限 的 存在 性 等 价 于 
a2 十 99), IE + 99) 有 限 极限 的 存在 性 。 这 也 就 是 说 
y/z* 存在 有 限 极限 或 无 限 极限 . 

若 9/5 的 极限 存在 ， 则 由 L Hspital 法 则 ， y/s BY i FR BN 
lim tg0(e) 也 存在 ， 从 而 0(+ co) FE. 现在 假定 (2.3.1) 的 趋 
于 0 的 轨 线 其 0+ co) 一 6 存在 且 有 限 . 

MR Oo, Xm(cos?, sin0), Ym(cos@, sin8) KHNA, 
HIS 9 一 6 时 或 者 Xa/Ym BARER, RE Ym/Xn 有 有 限 
极限 .例如 ,在 后 一 种 情形 , 则 由 (2.3.2) 我 们 有 

lim Ym(cos0(z), sin0()) 
sore X (cos @(¢), sinO(r)) | | 
Y mC cos 8G), sin@(t)) + p™"(2) a b;, ZA, 
一 lim, 


Xm(cos0(:), sin 200) + ene) pag ai, t Cyt 


= lim 了 *) 


*) HEY lim Ya (cosp, sinb) 


okm(c089, sin0) 
li Yn(cos@,sin8) + om D) Bi, ay" ; 
im itk>m 
°Km(c0s0,sin60) + p” pi ai, axiy* = jin 
l i i tà>m 
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另 一 方面 , 若 
Xm(cos®,, sin0,) = Y,,(cos@,, sinô.) = 0, 
则 
X m( cos, sin 0) == (acos + £ sin 0) Am-o( cos0, sin 0), 
Yn(cos0, sin 0) = (acos? + p sin 9)"B,-q(cos?, sing)”, 
这 里 p,q 是 整数 ， 
pam ,g&m, Am-p(c0s Ops sin 0) = 0, 
B,-g(cos®, sinOy) #0. 
例如 , 若 p 三 9， 则 上 面 的 关系 式 成 立 ; 反之 , 若 4 二 p， 那 我 们 
BAS re limXn/Ym 
(c) BHR ra) AF 0, 且 同时 有 0(+0) = p 6 为 有 限 
数 , 则 有 
Jim (2? + 9)? = così, lim 9 + y)? = sin0,, (2.3.8) 
又 由 (2.3.2), 沿 着 r RNA 
zx(z? + pyt | ¥ (cos 6, sin 0) + po” DI bi, ety 


itk>m 
— (ë + 92) | Xl così, sin@) + pm >» äi, ke = 0, 


itk>m 
当 :一 十 oo 时 得 
513. 如 采 我 们 取 
N(@) = cosOY,(cos0, sin0) — sin @X,,(cos 6, sing), (2.3.9) 
或 0( 一 c0) = OCO AE RRO PA 0, CRY 
N(60) = 0 (2.3.10) 
O 原 书 这 两 式 为 


Xm(cos?, sin?) = (acos0 + Bsin8)Am--p(così, sin0), 
Yn(cos9, sind) = Cacos + Bsin9)By4(così, sind), 
se 一 一 译 者 往 


e SÌ o 


6. 方程 N0)=0. 临界 点 


Ca) 对 系统 (2.3.1) 的 研究 ， 主要 困难 之 一 是 确定 是 否 存 在 站 
于 0 的 轨 线 , 若 有 的 话 我 们 要 问 D 是 否 是 焦点 ? 

对 于 齐 次 系统 来 说 ,我 们 知道 这 个 问题 可 由 检查 方程 N0)= 
0 有 无 实 根 而 立刻 得 到 解决 。 事 实 .上 ,如果 这 方程 有 实 根 , 则 对 其 
中 的 每 一 个 根 相应 地 至 少 有 一 对 趋 于 O 的 轨 线 (不 变 射线 ); 反 之 ， 
CO 只 可 能 是 中 心 或 焦点 ， 并 且 我 们 已 经 知道 如 何 去 区 分 这 两 种 情 
况 . 

但 是 另 一 方面 ,对 系统 (2.3.1) 来 说 ,方程 NO) 一 0 并 不 给 
我 们 提供 多 少 资料 ,因为 由 方程 NO) = 0 的 一 个 实 根 6 的 存在 
性 并 非 总 能 够 推 得 同时 有 + co) 一 6, 或 者 6( 一 co) 一 6 的 
趋 于 O 的 轨 线 的 存在 性 . 

这 可 以 从 $ 3.2 的 例 2;3;,6;7 得 知 ,在 例 2, 3 中 ,尽管 N(6)== 
0, 但 并 不 存在 沿 x 轴 方 向 趋 于 0 的 轨 线 〈 例 3 中 不 存在 沿 着 ?> 轴 
方向 趋 于 0 的 轨 线 )。 在 例 6,7 中 我 们 有 N(0)=— così siné, 但 
是 ,我 们 看 到 这 两 个 例子 中 ,或 者 不 存在 趋 于 O 的 轨 线 ( 例 6), 或 
者 趋 于 O 的 轨 线 并 无 确定 的 切线 ( 例 7). 

O) 为 了 确定 是 否 存在 沿 确定 的 方向 有 趋 于 O 的 轨 线 ， 就 必 
BRE NCO) 而 研究 NCx, y) MER. 对 这 种 情况 的 彻底 研 
究 , 读 者 可 参看 H. Dulac 的 文章 [1]. n 

尽管 如 此 , 至 少 有 两 种 情况 我 们 可 以 由 NO) 得 到 所 要 求 的 
回答 , 即 NO) 无 实 根 的 情形 和 恒 等 于 零 的 情形 , 对 第 一 种 情形 ， 
我 们 将 在 $ 8 中 看 到 , 这 时 或 者 不 存在 趋 于 oO 的 轨 线 , 或 者 O 是 一 
个 焦点 ;对 第 二 种 情形 , 0 称 为 临界 点 (参看 H. Dulac [1] 第 133 
页 )， 临 界 后 包括 星 形 结 点 和 前 面 例 2, 例 3 中 所 指 的 那 种 奇 点 。 

(c) HER NO) = 0. 我 们 已 经 注意 到 ($§ 2.2(c)) 这 时 有 

X m(x, y) n tA mC, y)> Yn(x, y) = YA m—i(% > y) (2.3.11) 
其 中 Am-s(x3 y) EASTER RAWR. 因为 否则 ， X ms 
Yn 都 恒 等 于 零 , 这 与 $3.1 中 的 假设 相 了 矛盾 ,因此 方程 
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Amal v) = 00 (2.3.12) 
至 多 有 m 一 1 个 实 根 . 
Briot-Bouquet 的 经 典 论 文 [1] 可 以 作为 研究 非 线 性 微分 方程 
解析 理论 的 出 发 点 . 
我 们 用 Briot-Bouquet [1] 引用 的 变换 
| Wr, y= y/x | (2.3.13) 
将 r, y 平面 变 到 u, o 平面 , 这 是 一 个 二 次 变换 , 它 将 O 的 邻 域 变 
成 沿 直线 x 一 0 的 邻 域 。 由 (2.3.13) ,我 们 在 x, y 平面 上 的 以 O 
为 中 心 的 直线 束 与 x 一 0 上 的 点 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 (这 是 
一 个 射影 性 质 ). | 
由 (2.3.11) 和 (2.3.13), 系统 (2.3.1) 的 解 变 为 系统 


a= yu” cane v) + > Car th mA > 


itk>m 
om y” | > bi putt yk — y >») a; putt myk | 


itk>m itk>m 


的 解 , 〈2.3.1) 的 轨 线 变 成 上 面 系统 的 轨 线 。 Alt, 4 «0 时 
它们 又 变 成 系统 


8 = An-(1, 0) + >> a;,,uith-myk, 


i +k>m 


ý = dI b;,gubte-mm-lyk — y 5 aipu tk yk 
itk>m itk>m 


(2.3.14) 


的 轨 线 (第 一 章 $ 5.2(e)). 

现在 假设 (0, DEER nn 一 0 上 的 一 点 ,在 (w, 2) = (0, v) 
处 ,(2.3.14) 的 右 端 不 和 等于零。 于 是 (2.3.14) 的 通过 这 一 点 的 轨 线 
只 有 一 条 .由 于 关 0， 故 这 条 轨 线 与 直线 uw 一 0 相交 . 如 果 
我 们 由 (2.3.13) 回 到 原先 的 系统 (2.3.1)， 则 存在 一 条 当 上 一 +0 
(RE :一 一 oT OERLE yr 一 5 的 轨 线 (A, 
y), ER a) 盖 0;5 对 x(z) 二 0， 我 们 也 有 使 同样 关系 式 成 
立 的 第 二 条 轨 线 . | | 
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由 于 在 点 40, 5) 处 ,(2.3.14) 的 右 端 仅 当 5 是 (2.3.12) 的 根 时 
才 可 能 等 于 零 ， 亦 即 至 多 只 有 有 限 个 5 值 使 得 (2.3.14) 的 右 端 等 
TE.. 从 而 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 9， 若 2 是 系统 〈2.3.1) 的 临界 点 , 即 N(6) (由 (2.3.9) 
定义 ) 恒 等 于 零 ， 则 对 每 一 - 条 从 0 出 发 的 射线 ， RE (2.3.1) 相应 地 
有 且 仅 有 一 条 雪线 趋 于 0, 其 (定向 ) 切 线 趋 于 这 条 射线 ， 至 多 有 有 
限 个 对 应 于 (2.3.12) 的 根 的 那些 射线 是 例外 ， 

我 们 指出 ， A m 一 1]， 则 多 项 式 Amx, y) 退化 为 一 常数 ， 
故 每 一 射线 只 对 应 于 一 条 轨 线 ,无 一 例外 .. 

(d) 现在 我 们 假设 > 是 方程 (2.3.12) 的 一 个 根 ， 则 在 点 (0， 
v) 处 系统 (2.3.14) 的 第 一 个 方程 的 右 端 等 于 零 . 

系统 (2.3.14) 的 第 二 个 方程 的 右 端 在 (0, z) 处 有 可 能 不 等 于 
零 ， 从 而 (2.3.14) 只 有 一 条 轨 线 通过 00, 5)， 由 于 # 一 0， 轨 线 
切 于 w 一 0， 若 这 切 点 是 轨 线 的 拐点 ,如 前 ,我 们 就 有 两 条 (2.3.1) 
的 趋 于 的 轨 线 ， 一 条 保持 «> 0， 另 一 条 保持 x 二 0， 沿 着 这 
些 轨 线 y/x 和 3/* MET O. 反之 ,(2.3.14) 的 轨 线 就 要 停留 在 
例如 半 平 面 “> 0 中 的 (0, 5) 的 邻 域内 ，(2.3.1) 就 只 有 一 条 趋 
于 0 的 轨 线 (保持 «> 0), 使 得 y/x 和 9/2 BET». 

(e) 最 后 , 若 z 是 (2.3.12) 的 一 个 根 ,并 且 (2.3.14) 中 的 两 个 
方程 的 右 端 在 点 (0, 5) 处 都 等 于 零 , 则 (0, 2) 是 系统 (2.3.14) 的 
— FAS MD v 一 2 代替 z, 就 得 到 系统 

ú = U „lu, v) + >> ci ,uiv', 
i +k>m' 


ù = V plu, v) + ` d;,u'v', 


itk> m 


(2.3.15) 


这 是 与 (2.3.1) 相同 类 型 的 系统 , | 只 不 过 这 里 的 Uw, Va ;是 m 次 
齐 次 多 项 式 , m 至 多 等 于 m—1, 

现在 让 我 们 考虑 对 应 于 这 个 系统 的 N(6). 如 果 N0) RE 
等 于 零 ， 这 就 必须 考虑 新 系统 的 奇 点 的 特性 (参看 下 一 节 )。 如 果 
N(9) 恒 等 于 零 , 我 们 就 重复 上 面 的 步骤 。 如 果 再 出 现 NO) de 
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等 于 零 ， 则 这 种 步 束 经 有 限 次 后 即 可 停止 ， 这 是 因为 每 作 一 步 
(2.3.15) 中 的 Ums Vine 的 次 数 至 少 降低 一 次 . 
也 应 该 指出 ， 由 方程 (2.3.13) 我 们 并 不 能 断定 是 否 存在 沿 着 
两 条 射线 x= 0, y>0; x 二 0, y<0 之 一 而 趋 于 0 的 轨 线 ， 
这 两 条 射线 依次 对 应 于 点 xs 一 0," 一 十 co 和 zx 一 0,z 一 一 co。 
在 这 种 情况 下 ;我们 应 以 变换 u= y, v= */y 来 代替 (2.3.13)， 


7. 对 Z(x,y) 的 研究 ， Z(x,y) 定 号 的 情形 


对 2 的 性 态 的 研究 在 许多 场合 能 够 解决 趋 于 o 的 轨 线 的 存在 
性 问题 ， 在 $ 3.8 中 我 们 将 研究 Z- 分 支 CH Z(z，y) 一 0 的 实 
分 支 ) 的 情形 ; 这 里 我 们 考虑 Z 在 圆 域 C(D，”) 内 是 定 号 的 情 
形 , 亦 即 > 充分 小 ,使 得 ClO, r) 内 无 Z- 分 支 。 可 设 ZG, y)< 
0， 否 则 将 * 改 为 一 上 

这 一 节 的 论证 对 于 2 变 为 零 但 不 变 号 , 即 存 在 侦 重 的 Z- 分 文 
的 情形 也 是 成 立 的 . 

PER C(O, +) 上 和 任 一 点 ,由 于 p6 一 Z , 正 半 轨 150) 
(第 一 章 $5.2) 必须 进入 COO, r), Ast 00) 是 的 单调 减 函 
ni MA YF(z) 不 会 离开 COO, r), W pe ©) FE, H 

< p(+ 0) < r, HIA 1 BA 0(+ %) 也 存在 ,有 限 或 无 限 . 

但 是 ,如 果 0(+ 00) 为 有 限 数 , 则 C+ co) 就 不 可 能 > 0, 
因为 否则 ， 异 于 0 的 点 (pl 十 ©), 0(+ ©)) 就 会 是 奇 点 (第 一 
#5 5.3(b)), 而 这 与 O 是 孤立 奇 点 的 假设 相 巴 盾 . (+ o) > 0, 
0(+ 0) 为 无 穷 的 情形 也 是 不 可 能 的 ,因为 ri AAR ZEBRA o 一 
p(+ 0) 以 外 绕 此 贺 无 限 多 次 而 渐 近 趋 于 它 ,否则 从 图 p = A+ 
œ) 上 任 一 点 出 发 的 负 半 轨 在 此 圆 外 必 与 ri 相交 ,这 与 解 的 唯一 
FEIT IS. 从 而 e(+ ©) = 0. 

由 于 了 是 圆周 p = + 上 任意 一 点 ， 而 对 任 一 图 p= F7, 7< 
r 也 可 以 重复 上 面 的 论证 ， 故 若 在 C(0, r) 内 Z(x,y) <0(0 
除外 ), 则 一 切 轨 线 当 1 一 + oo 时 都 趋 于 O (o(+ o) = 0), A 
而 O 称 为 稳定 点 . 
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RZ, Z(x,y)>0, WY :一 一 © 有 时 一 切 轨 线 趋 于 O 
(p (一 co) 一 0)， 于 是 0 称 为 不 稳定 点 ， 稳 定点 与 不 稳定 点 的 例 
子 我 们 已 在 $ 1,$ 2 MS 3.2 中 给 出 过 ( 试 比较 这 些 定义 与 第 五 章 
$2.3 中 吸引 点 的 定义 )， 

我 们 指出 ,如 果 对 一 条 轨 线 7, 6( 十 00) 为 有 限 数 [0(— co) 
为 有 限 数 ], 则 对 一 切 其 它 轨 线 当 > +00 [i 一 一 OP RRA 
样 的 结论 。 事 实 上 , 若 有 轨 线 其 C+ 00) 为 无 穷 [6( 一 ©) 为 无 
穷 ], 则 它 必 与 了 相交 ,因此 , 若 在 C(O. r) 内 Z(x,y) < OTR 
者 Zle, 7) > 0]， 则 对 一 切 轨 线 ，6( 十 00) [或 者 8 一 cc)1 或 
者 为 有 限 ,或 者 为 无 穷 , 这 后 一 种 情形 , O 称 为 焦点 ($ 3.5(a)). 


8. Z -扇形 域 的 分 类 
(a) 当 ZG, y) 在 C(0，7) 内 变 号 时 ,为 方便 起 见 , RTI 


就 在 不 同 的 Z- 扇 形 域内 考察 轨 线 的 性 态 。 把 每 个 扇形 域内 所 有 
的 情况 合并 起 来 , 常常 可 以 确定 在 整个 5C40, +) 内 轨 线 的 性 态 ， 


按照 $ 3.7 所 微 的 , 若 04B 是 由 C(O. r) 的 一 段 弧 AB 所 
围 的 一 个 Z- 扁 形 域 , 且 在 其 内 部 Zle y) < 0( 若 有 必要 可 改 : 


为 一 因此 ,这 假设 总 是 成 立 的 ). 则 我 们 可 以 断言 ,通过 48 上 
任 一 点 的 正 半 轨 rt 都 进入 扇形 域 CAB, 通过 无 切 弧 OA (53.3 
(b)) 上 一 点 P 的 轨 线 ve 与 04 相交 , HEB N(x, y) <0, 
则 r= 在 OX 上 进入 04B, 或 者 着 N(x, y) >0, ri HMB 


上 进入 048. | 
由 此 ,我 们 可 以 给 出 如 图 30(a), (b), Cc)» Cd) 所 示 的 轨 线 的 


各 种 不 同 的 性 态 . 
我 们 将 称 图 30(a) 为 情形 a; 图 30(b) 为 情形 8; 图 30(c) 与 


*) 粮 确 地 讲 , 是 由 C(O, r) 的 一 段 弧 AB 和 两 条 Z- 分 支 所 图 的 区 域 、 一 一 译 者 
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(d) 为 情形 r. 

(b) 在 情形 ,通过 CAB 边界 上 任 一 异 于 0 的 点 P 的 每 一 条 
轨 线 都 进入 Z- 扇 形 域 且 不 可 能 再 离开 它 ; 又 ol) 为 单调 函数 ， 
i p(+ ©) 存在 ,由 引 理 1，6( 十 0) 也 存在 且 必 为 有 限 ， 由 此 
p(t) 一 0. 因为 否则 ,在 048 内 就 会 存在 异 于 0 的 奇 点 (第 一 
于 < 有限 极限 . 

§ 2.6 的 例子 (b) 中 有 两 个 ZAER CIRE a 情形 [Z = 
y(x? 十 加)]， 这 两 个 记 形 域 中 的 所 有 雪线 都 以 同一 方向 趋 于 O, 
另 一 方面 ,在 $ 3.2 的 例 2 中 , 我 们 也 有 两 个 属于 情形 的 Z -扇形 
域 [Z 一 yCx? 十) (1 十 2 十 六 )]， 不 过 那里 的 轨 线 是 沿 着 不 
同方 向 趋 于 o 的 . 

(c) 在 情形 8, 通过 AB 上 一 点 P 的 轨 线 vi 就 有 两 种 可 能 
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E: 一 种 是 经 有 限时 间 它 与 OA 或 OB 相交 而 后 就 离开 了 OAB; 
另 一 种 是 当 一 十 co 时 它 仍 停留 在 04B 中 ， 在 这 后 一 种 情形 ， 
根据 与 50) PARE TRF O. SARH EPPA E 

事实 上 , dra RION E PAM RAR IM > 
一 co 时 它 就 不 可 能 停留 在 04B 中 ， 因 为 否则 p( 一 co) >0 # 
在 ,由 引 理 1, 6(+ 00) 也 有 限 , 从 而 在 04B 内 有 异 于 O 的 奇 点 . 
因此 经 有 限时 间 它 要 离开 04B, 设 与 4 广 相交 于 点 P。 0% 
AB 上 位 于 P 与 4 之 间 的 一 点 , 则 zz 4B 相交 于 P 与 4 之 间 的 
AO’ 而 后 就 离开 了 这 扇形 ， 类 似 地 , 若 P 属 于 0B, 则 7Y5 经 有 限 
时 间 与 4B 相交 于 Pr 而 后 就 离开 了 扇形 048B. 假设 9 沿 着 AB 
逆 时 针 增 加 , M* 是 书 的 下 极限 , M” 为 Pr 的 上 极限 , 则 有 两 种 情 
况 ,如 图 31(a)，(b) 所 示 . 


to) . 
图 31 

这 两 种 可 能 性 是 : 或 者 M' 一 M”， 这 时 7 办 一 7z m 
FORE M’ +M”, St AB LM'&M”>3MBM-KD 
都 有 ri BF 0, 因 为 73 必须 售 留 在 04B 内 . oe 

以 上 这 两 种 情况 实际 上 都 可 能 出 现 . 在 $32 的 例 4 中 有 四 个 
Z- 遍 形 域 (Z 一 x? 一 y')， 它 们 都 是 我 们 所 考虑 的 8 情形， 每 个 
扁 形 域 中 只 有 一 条 轨 线 趋 于 03;$ 1 中 的 鞍点 也 是 这 种 情形 ， 另 一 
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方面 , 在 $ 32 的 例 5 中 , 有 两 个 同 为 8 情形 的 扇形 域 (Z 一 e 
y) 其 中 之 一 其 内 部 只 有 一 条 轨 线 趋 于 O， 而 男 一 个 其 内 部 则 有 
无 穷 多 条 轨 线 趋 于 0O， 这 无 穷 多 条 轨 线 中 有 两 条 是 半 轴 y= 0, 
* 关 0， 而 其 余 的 轨 线 的 切线 都 趋 于 Y W. 

(d) 对 情形 (Y)， 我 们 仅 考 虑 图 30(c), 30(d) 与 这 种 情形 相 
对 称 . 这 里 我 们 又 有 如 图 32(a) 与 32(b) 所 示 的 两 种 情况 。 


(0) 
32 


RISOLTE. REEERE OAB 中 只 停留 有 


和 


对 后 一 种 情况 , 趋 于 的 轨 线 ri 可 能 是 从 6 > 出 发 的 ， 
也 可 能 是 从 4B 上 一 点 出 发 的 ， 对 于 前 者 , 设 P 是 OP 闻 的 一 点 ; 


于 后 者 , AP Æ OA 上 一 点 或 者 甚至 是 4 上 4 与 P 之 间 的 
点 ;不管 哪 种 情况 ,这 时 72” 都 趋 于 O, 
$ 3.2 中 的 例 6 和 例 7 为 情形 7’ 的 例子 , 例 3 则 为 情形 x” 的 
DIF. | 
(e) 如 果 所 有 的 Z- 扇 形 域 都 是 属于 情形 r (图 32(a))， 则 
或 者 存在 趋 于 o 的 轨 线 ,这 时 6( 十 co)( 或 者 6( 一 co)) 必 为 无 穷 ， 
取 适 当 的 o 邻 域 ， 可 以 证 明 所 有 的 轨 线 都 是 如 此 (第 五 章 $ 3.3)， 
点 0 是 焦点 ;或 者 没有 轨 线 趋 于 0, 可 以 证 明 这 时 点 0 是 中 心 《 见 


O 原 书 为 75. 一 一 译 老 注 
e $9 o 


Dulac [1] 第 179—180 页 ), 也 就 是 说 ,O 是 以 任意 小 的 直径 的 环 
的 内 点 ,并且 存在 加 C(0, +)， 其 中 一 切 点 都 属于 这 些 环 ， 
定理 10， ERE (2.3.1) HBT OH MAO 是 中 心 。 
下 一 节 我 们 将 就 NCO) = 0 的 情况 来 证 明 这 个 定理 。 


$4 中 心 问题 


1. 中心 问题 
我 们 再 来 讨论 $ 3.1 中 考虑 过 的 系统 
一 Xx, y) + f(x, y)» y = Y „Cx, y) + g(x, y)> (2.4.1) 
同 前 面 一 样 ,假设 Xn(x, y)» Y mlx» y) 为 xy， y AJ m > 1 次 齐 次 
多 项 式 。 实 系数 的 级 数 
Ha y= Zi atiy, gles y) = DI brriyt (2.4.2) 


itk>m 

在 以 2 ABD. r 为 半径 的 贺 域 ClO, r) 内 绝对 收敛 . 

我 们 要 问 ， 在 什么 条 件 下 不 存在 趋 于 孤立 奇 点 0 的 轨 线 《由 
$ 3 中 的 分 析 指 出 要 使 这 种 情况 发 生 ，2Z(x, y) 必须 恒 等 于 零 ， 
或 者 Z(x, y) 变 号 但 一 切 Z- 扇 形 域 都 属于 r 情形 (图 32(a)))。 
如 我 们 在 上 节 末 尾 所 说 ,这 等 价 于 2 是 中 心 , 亦 即 对 充分 小 的 > > 
0, BUA C(O0, >) 内 的 所 有 轨 线 都 是 围绕 O 点 的 环 ， 我 们 打算 
解决 的 这 个 问题 ,等 价 于 对 系统 (2.4.1) 寻求 0 是 中 心 的 条 件 一 一 
(中 心间 题 ). 

这 个 问题 是 很 难 解决 的 ， 但 是 对 于 下 面 将 要 考虑 的 特殊 的 然 
而 也 是 很 重要 的 情况 来 说 , 已 完全 得 到 了 解决 我 们 还 将 提 到 与 
这 个 问题 有 关 的 其 它 问题 《本 节 所 讨论 的 这 个 问题 与 所 谓 由 一 次 
近似 决定 稳定 性 的 临界 情形 有 关 ， 这 种 临界 情形 将 在 第 九 章 中 给 
PHA), 


2. N(0) = 0 时 的 中 心 问 题 
(a) 设 多 项 式 XY g(x, y) — YX nml, y) 无 实 线性 FF. 如 
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果 变 换 成 极 坐 标 p, 6, HERH $3 中 的 记号 , 这 就 等 价 于 假设 方 
程 N(0) 一 0 无 实 根 ,其 中 | 
N(6) = cos@Y,,(cos@, sin0) — sin@X,(cos@, sin@), (2.4.3.1) 
若 令 
Z(6) = cos@X,,(cos@, sin0) 十 sinOY,,(cos@, sin0), (2.4.3.2) 
则 有 (参看 $ 3.1) 
ó = p”{Z (0) + pP(p,0)}, pO = p"{N(0) + e0(0,0)}”, 


(2.4.4) 
其 中 | 
P(p,0) = Ss) pit- a; .cosO + b; sin0]cos'Asin*0, 
tAm (2.4.5) 
O(p, 9) = DI p’ tR» b; cos — a; sin0]cos'Osin*6, | 


st+k>m 

由 此 得 知 , 若 e 充分 小 , 则 0 保持 与 NO) AS, 并且 对 充分 小 的 
rs 每 一 条 轨 线 ， 当 其 仍 属于 C(O, r) 时 ,都 可 以 表示 为 p = p(0) 
的 形式 ,其 中 pO) 是 方程 。 

d Z(0) + oP(p,0 

TONO TOO (2-4.6) 
的 解 。 由 $3 引 理 3 知道 ,在 NO) #0 的 假设 下 , 不 可 能 有 以 给 
定 的 切线 方向 趋 于 O 的 轨 线 ， 因 此 这 时 的 中 心 问题 是 要 确定 何 时 
0 为 中 心 , 何 时 O 为 焦点 ($3.5). 

当 P(p,0), OCe, 0) 恒 等 于 零 时 ,这 个 问题 我 们 已 在 $2 中 
完全 解决 了 ( 齐 次 系统 )。 因 此 我 们 现在 必须 处 理 Plo, 0), OC, 
0) 是 由 (2.4.5) 所 定义 的 在 CCO, r) AAU RRR TA 
É. | 

由 假定 , NCO) #0, 故 可 将 函数 1/LN(6) + 00C0, 0) RA 
ORR MA (2.4.6) 得 到 

do/d0 = pV.(0) + p°V.(0) + -+ p"V.(0) + ---, (2.4.7) 
其 中 VCO) (= 1,2, +--+) 是 così 5 sind BA BPA. 
O 原 书 这 两 个 式 子 为 6 = 0"{Z(0) + pP(o, 0)}, oz 一 0"{N(0) + plo» 

0)}。 一 一 译 者 注 

。 I è 


特别 是 ,对 VG) RNA 


V.(0) = Z(8)/N(0). (2.4.8) 
it p = p(0, p) EAE (2.4.6) 的 满足 初 值 条 件 
p(0,6) = po (O<a<r) (2.4.9) 


的 解 . 
由 熟知 的 解 关于 初 值 解析 的 定理 ( 见 G. Sansone [1] 第 127 
页 )， pO, Po) 可 展 为 参数 Po Be Sh PRB He Ay > 
PCO, po) = poss(0) + Pu) 十 … + phus(0) +--+ (2.4.10) 
(0<0P<27, 0X pr), | 
由 (2.4.9) 即 得 
u(0) = 1, u,(0)= 0, v= 2,3, --- (2.4.11) 
级 数 (2.4.10) 是 在 关于 po 和 9 的 二 重 级 数 中 归并 po HAR 
敌后 而 得 到 的 ,将 〈2.4.10) 关于 6 逐次 求 导 并 代入 (2.4.7), BE 
DI cidu,(6)/40 = X) vl0) [> iu] 


p=1 


EEA AmE BIS 
du,/d0 = u,V,(0), 
du,/d0 = u,V,(0) + uìV.(6), a 
dus/d0 = uy (0) + 2u,u,V0) + wiV (0), | (2.4.12) 
这 是 一 组 递 推 关系 却 ， 考虑 到 初 值 条 件 (2.4.11)， 我 们 就 可 只 
一 确定 u,(0). 
o 是 中 心 的 必要 ( 且 充 分 ) 条 件 是 一 切 MO. 是 以 2 为 周期 
的 周期 函数 .假定 与 此 相反 , 设 头 4 一 1 个 46) 是 周期 函数 ,而 
ug(0) 则 不 是 ,为 确定 起 见 , 设 uq( 2a) 一 wd(0) 一 h> 0， 于 是 由 
(2.4.10), RIJA 
p(2r，po) — PCO, po) 一 pg + plug C2) — weri(0)] + -ee 
如 果 我 们 考 旧 > 充分 地 小 , 使 得 对 0S pSr EAG mhagh 
的 级 数 为 正 , 则 有 p(2r， Po) > e(0, Po) > Mitt 
PCO, Po) 一 pl2r, pe) < pCa, Po) < *** 
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这 就 证 明了 o 是 焦点 ,也 就 证 明了 下 面 的 定理 ( 见 I. Bendixson[1] 
5 M. Frommer [1]). 
_ 定理 11, a ny 7 0 (这 里 N(0) 由 (2. 4.3. DES), 则 


(5) 我 们 指出 ， 由 00 4.12) 的 第 一 个 方程 以 及 条 人 
u,(0) = =] = uC 2e), 


得 知 
| V,(0)40 = 0, 
或 者 由 (2.4.8) 有 | 
| NO dð = 0, (2.4.13) 
这 个 条 件 我们 在 23 中 已 经 熟悉 ， 它 是 0 为 齐 次 系统 
Xats y) DYnx yd (2.4.1) 


的 中 心 的 充分 必要 条 条- 于 是 我 们 有 

定理 12. # N (0) #0, O 是 系统 (2.4.1) 的 中 心 ， 则 @ 也 
是 简化 系统 (2. 4.1’) 的 中 心 . 等 价 地 , 若 0 是 简化 系统 (2. 4.1 DE 
焦点 ， 则 0 也 是 系统 (2.4.1) PIG. 

我 们 将 在 第 四 章 把 这 一 结果 推广 到 比 (2.4.1) 更 为 一 般 的 系统 
PR. 


3. m 一 1 HOH. Poincaré 方法 | 


本 有 段 我 们 将 论述 m 二 1 时 的 Poincaré FE Poincaré[1]), 
这 方法 将 给 出 0 是 中 心 的 必要 条 件 . 

我 们 仍 保 留 假设 NO) 了 0， 点 0 也 必须 是 简化 系统 (2.4.1') 
的 中 心 (定理 12), BE $1 所 述 ,系统 (2.4.1) 经 仿 射 变换 后 最 后 可 
化 为 | 
ż = Xx, y), y= Y(x, y), (2.4.14) 
其 中 
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X=y +X be FX Hoes, (2.4.15) 
Y =— r+ Y, +- +Y, + 
OF Ya 为 Toy Y 的 n 次 齐 次 多 项 式 . 
和 系统 (2.4.14) 一 起 ,我 们 考虑 线性 齐 次 含 微分 方程 


OF BF 
X tay 0, (2.4.16) 
可 以 直接 验证 , 若 plr, y) = ec 为 常数 ) 是 方程 
dx/X = dy/Y (2.4.17) 


的 通 积分 ， 则 函数 Fip(s, y)] BAB (2.4.16) Be, Hh FR 
示 任 意 可 微 函数 .反之 , 若 F(x,y) 是 (2.4.16) 的 解 ， 则 F(x， 
y) 一 常数 是 方程 (2.4.17) WK. | 
现在 我 们 要 问 能 否 求 得 (2.4.16) 的 形 如 
F= F\+F1+ + Fy (NZ+ 0) (2.4.18) 
的 解 ,其 中 F,, Fas etta Fun RMB x, yB91,2,0°-NAFKE 
Tx. (24.18) RA (2.4.16), 即 得 | 
F,=0, F,=x +), 
Fox ++ > Fi, . (2:4.19) 
. S3 i 


而 (2.4.16) 可 写 为 / 
x OF 4 y OF _ D (y Er — OH |, (2.4.20) 
y | o 


其 中 
_ Hz = 2xX, + 2yYas (2.4.21) 


Hy, = 22X k- + 2yYi 
k-2 | 
+ DI [xi PE + y, Shae (44,5, +), (2.422) 
x y 


t=2 


现在 我 们 来 研究 方程 


OFr x Fr H, (2.4.23) 
Ox By MAS 
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我 们 指出 , 若 换 成 极 坐标 (x = pcos, y= psind), WA 


OF Cx, Y) u — p OF k sing + p oF k cose 
00 Ox ay 
- — [Fay — age 
Ox Oy 
因此 , 若 借 助 于 极 尝 标 p,9, 并 令 
F; = ptpi(0), Hy = pCO), (2.4.24) 


R 
p(0) = $) [dicos16 + Bisin10], (2.4.24.1) 
1=0 | 


k 
px(0) = 之 [Cicos10 十 Di sin 10], (2.4.24.2) 


(Ars Bis Cis Di 为 常数 )， IE (2. 4.23) Æ R— dpx/d0 = p, 
0), 或 者 | 


D3 ILA, sinl6 一 Bicos/@] = S [C;cos!0 + Dysin/0], 
1=0 


i=1 
因此 我 们 必须 有 | | 
Co=0, 4;=@D/1l*, Bi = — Cifl (1=1,2,-°*). (2.4.25) 

ERJA WAT O 仅 包 含有 6 的 奇 倍数 的 正弦 和 余 
FETO , 故 条 件 Co = 0 满足 ,由 (2.4.25) 可 确定 系数 A Br, 从 而 
也 就 可 以 确定 pO) SF. | 

若 万 为 偶数 ,而 C #0, Wee, y 的 万 次 齐 次 多 项 式 Fi 就 不 
可 能 满足 (2.4.23), 但 是 它们 可 以 满足 方程 


y 2r, ~x o = Hi — Cox? + y*)*”, (2.4.26) 
x . 


并 且 Fx 可 以 被 确定 到 只 差 一 个 任意 常数 A. 
用 刚才 所 述 的 方法 可 以 计算 Ps, BWR C。 到 0， 则 我 们 就 
不 能 由 方程 


nta 


o 原 书 为 A = 一 Di/l. -一 译 者 注 
© 原 书 说 P(0) EKRAR BARA. 一 一 译 者 注 
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来 计算 Fy. 更 一 般 地 ,我 们 假定 Fali > 1) 是 对 应 于 常数 Co #0 
的 第 一 个 由 (2.4.26) HAWS A, H Fis Foa Fy 所 依 
赖 的 常数 可 任意 确定 . 

现在 考虑 函数 | 

F=x+y + F;+F+ << + Fy, (2.4.27) 
并 注意 到 由 (2.4.20), (2.4.24.1), (2.4.24.2) Al (2.4.26), 我 们 有 
55 = — Cla + yY + Oe, y), 
其 中 Ax, 9) 是 各 项 次 数 都 大 于 2; 的 x, y HRM. 

于 是 我 们 有 Flecos6, psin8) = 0° + palpo, 0), Hh ap, 
O) OS p< ost CF > 0), 0<0<2a 为 p,9 WERA 
数 . 设 lao, 6)| <M, TERME o HE 0< p< pt Ho 
M < 1， 以 保证 在 以 2 为 圆心 ,，m ARI TIT LA F(pocos9， 
po sin 0 ) = dh > 0, 

因此 有 3F/3o = 20 + PL, 0), MAKE, IE po 充分 
地 小 ,以 使 对 0 < p< o 我 们 有 OF /8e> 0, 

曲线 F(pcosì, psin0) =d (0 <d <d) 含有 在 工 内 部 的 
闭 分 支 Fe, 它 包含 原点 在 其 内 部 ， 事 实 上 ，, 对 给 定 的 9, 在 了 的 射 
线 04 上 考虑 变 点 ,由 于 FCocos6， psind) 在 0 点 等 于 零 、 且 随 
着 e 的 增加 而 增加 , 而 在 4 点 有 大 于 加 的 值 ， 故 存在 的 唯一 值 
P, 使 得 F(pcosì, psin0) = d, 

与 此 同时 ， 我 们 来 考虑 系统 (2.4.14), (2.4.15) 的 通过 Ta 上 
一 把 的 雪线 «= x), y = 40), RI 4 < 4. 若 在 多 项 式 
(2.4.27) 中 用 这 两 个 函数 x(z)，y(z) 代 人 并 求 导数 , 则 有 
ý = OF 4 OF OF OF 


+ 一 一 = — X + — Y m — C 2) + see 
Ox ay Ox By fat ty sees 


如 果 C,>0Cc, < 0), WRARM po 充分 地 小 ,使 得 有 F< 
CŒ > 0). 因此 (2.4.14) 的 所 有 人 队 Ts 上 出 发 的 轨 线 都 将 进 人 了， 
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X t Y 


(如 有 必要 可 改变 t 的 符号 )， 又 因为 它们 必须 与 Ts(4 <2) 都 相 
交 ， 改 点 0 是 系统 (2.4.147) HEA. 如 果 它 们 不 与 所 有 的 T: 相 
Z, 则 如 我 们 在 第 四 章 中 将 要 看 到 的 , 这 时 在 Ts 的 内 部 至 少 存在 
一 个 环 ,而 这 是 不 可 能 的 ,因为 这 样 的 环 必须 保持 在 任 一 经 过 它 上 
面 一 点 的 Ta ZA. 

由 此 ,我 们 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 13. 0 是 系统 (2.4.14), (2.4.15) 的 中 心 的 必 票 条 件 是 


es es è >è # o @ 


而 在 我 们 来 证 明 这 二 OE 


4.m=1 BEE. 关于 中 心 的 Poincaré FE. E. Picard-J. 
”Chazy 的 证 明 
(a) 我 们 氢 述 的 是 Poincaré 定理 ,而 给 出 的 证 明 是 Picard 与 
J. Chazy FIC UL E. Picard [1], J. Chazy[1], M. Frommer [1]), 
定理 14. RO 是 系统 (2.4.14), Q 4.15) OP OEP 


e è. è © © è. è & è. 


SER, 
如 果 将 $ 4.2 中 的 方法 应 用 到 系统 (2.4.14)，(2.4.15) LE, al 
方程 (2.4.7) 变 为 
dp/d0 = pVAO) + pVO) + es, (2.428) 
其 中 V.(0), V0), ---F siné, cos0 的 多 项 式 , 旦 有 
pp = pou, (0) + piu(0) +--+, (0<0<2ax), (2.4.10) 
u(0) = 1; «4(0)—0; y= 2,3,..., (2.4.11) 
由 (2.4.12) 的 第 一 个 方程 得 du,/d0 = 0， 因 此 
u(0) = 1. (2.4.29) 
现在 du,/d6= V9), 又 因 «(0)=0, ik 


u(9) = | Vila)da, 


V6) Æ sin, così 的 多 项 式 ， 在 这 种 对 于 za(9) 的 情形 以 及 以 
后 对 于 u0), m4(9),*… 的 情形 ， 经 过 积分 就 会 得 出 可 以 表达 为 
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sind 和 così fNAFAERAEVERT, MARZIA ow 
非 负 整数 次 荞 的 项 ， 这 后 一 种 项 天 文学 称 其 为 常年 项 . 
凡是 u0) 为 sind 和 così SARR AME RA, «,(0) 
ARI 27 为 周期 的 局 期 函数 ,这 时 0 为 中 心 . 
假设 我 们 就 是 在 研究 这 样 的 多 项 式 ， 于 是 由 《2.4.29)， 方 程 
(2.4.10) 可 以 写 为 
p po + piu0) bees (2.4.10) 
求 其 逆 , 即 得 
po = p + PpO) + + p*pa(0) + <->, 
其 中 p0), --+s PaO), >> sinb, così 的 多 项 式 . 因此 ,对 充 
分 小 的 0, 方程 | 
03 = P? + gO) + +++ + pga(0) + -- (2.4.30) 
SS HT (2.4.28) 的 一 个 局 期 解 ,其 中 q,(0) 是 sind 5 così 的 多 
MT. 是 任意 常数 ， 
如 果 在 (2.4.30) 中 , 令 
p = (13 + pY’, cosh = rle + ya, 
sin 0 = y (x? + yi) 12, 
我 们 就 得 到 了 方程 (2.4.16) 的 解 。 注意 ， 上 面 的 代 换 使 (2.4.30 ) 
右 端的 第 一 项 变 为 £ 十 六 ,但 是 并 不 能 断定 其 它 各 项 也 是 r» y 
的 多 项 式 . 
将 p 改 为 一 p，6 改 为 0 +n, WERA 
P? — PakO Ha) t -ee + (— 1)"p"g(0 Fa) t ee, (2.4.32) 
ESKLRAST— MA, HERE (2.4.31), 我 们 就 得 到 
(2.4.16) 的 和 解 。 由 方程 (2.4.16) 的 线性 性 质 ， 用 同样 方法 得 到 的 
级 数 
P + Pig) — gs(0 ta)l/2 + :+ olg) 
+ (-1)"g,(0 +)]/2 + -=o 
+ p#E:(0) + +++ + p°E,(0)+--- 


~ - 


(2.4.31) 


*) BHA 6+ 2x, 下 同 。 一 一 译 者 注 
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也 是 方程 (2.4.16) ARCH E.(0) 分 别 随 ” 是 偶数 或 奇数 而 
是 sind, così 的 偶 次 或 奇 次 多 项 式 ). 

Aid 

F = 0 + pE;(0) + --- + p"Ex(0) +--+, (2.4.33) 

并 且 如 果 我 们 证 明了 F.(0) 正好 是 cos0 与 sind in KH RS 
项 式 , 则 六 为 右 端 的 级 数 在 2 的 邻 域内 收 俩 , 故 利用 代 换 (2.4.31)， 
F 可 以 写 为 (2.4.19) 的 形式 , HE 是 +,y 的 i 次 齐 次 多 项 式 . 

为 此 ,注意 到 (2.4.15) ,我 们 有 X: = piP:(0)，Y; = o'0;(0), 
其 中 P; 和 和 O; 是 sin9 与 così 的 i 次 齐 次 多 项 式 , 因 而 方程 (2.4.6) 
变 为 


do/d0 = — p x p'>[Q;(0)sin0 


+ P;(8)cos0] /1 + 5 pi ![P;(0) sin —0,(0)cos6]}, 
MAA (2.4.33), RITA 
OF/8p = 20 + 5 ip''E;(9), OF/00 一 > PEO) 


如 果 考 虑 到 
OF OF sin ‘ F 
On: cos 957 — SRO SE, a sin 0 E + oe DE 
必须 恒 满 足 方程 (2.4.16), 则 有 方程 
2IP;4:(0) cos 6 + Oin CO) sin @ ] 
+ 3E:(0)[P;(0)cos0 + 0,(0) sin 0] 
+ E:(9)[0;(0) cos@ — P;(6) sin@] 
+ 4E(0)[P;-.(0)cos0 + 0;-:(6) sin0] 
+ E;(0)[0;-:(0)cos@ — P,-,(0) sin0] 
+ -Gi + IDE;41(0)[P:(0)cos9 + 0,(0) sin 0] 
+ Ej4(0)[0:(0)cos0 — P.(0) sin 0] = Elia, 
(im 1,2, °°°) 


(2.4.34) 
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Xf = 1, BAA 2[P:(0)così + 0.(0)sind] = E0), ik 
E:(0) 原来 是 sinb 与 così 的 三 次 多 项 式 .由 归纳 法 , 我 们 可 以 证 
明 , 由 (2.4.34) 得 知 E;42(0) 是 sng 与 cosg 的 :十 2 次 齐 次 多 项 
式 .因此 ,由 《2.4.33) 知道 下 为 所 要 求 的 齐 次 多 项 式 级 数 的 展开 . 
假定 我 们 已 经 证 明了 E... E 分 别 是 sinb 与 cos 0 的 
3，…, 1 十 1 次 的 齐 次 多 项 式 ， 则 我 们 就 证 明了 Eiri 的 次 数 等 于 
i 十 2。 事实 上 ,方程 (2.4.34) 中 的 第 一 项 是 i 十 2 次 齐 次 多 项 式 ， 
而 左 端的 其 余 各 项 具有 形式 

hE,(0){P;-1+3(9)cos0 + O;-n43(0) sin 0] 
+ ECOM O;-443(8) cos @ — Pi-443(0) sin0], 
MAA | 
0E,(x, GE, | OF, 
PED) Da - [$5 vo | 
He r= così, y= sn0， 则 前 面 那个 式 子 变 为 
hE,(x, y)[Pi-z4:(2, y)x + O;-n43(%> y)y] 


3 o . 
一 Ee y DE: | [O;-n43(x3 y)x — Pi-n4:(x, yy], 
Ox Oy : | 


Pirats y) B27 十 y? OE, — xy oF | 
Ox Oy 


+ Oiola, y) [AEn — 29 ii Se 
ERR UK AERA Euler 定理 ， 

xOE,/Ox + yOE,/Oy = hE, (h= 3,45 +++ 5% +1), 
改 上 面 的 表达 式 又 变 成 


(x? + 33) [e ima DEL 4 O;-443 Oral, 
Ox Oy I° 


若 在 此 式 中 将 r, y HERR così, sind, 则 得 所 求 的 cost 与 sing 的 
i 十 2 次 齐 次 多 项 式 ,从 而 完成 了 定理 的 证 明 . | 

(b) 由 此 证 明 也 可 得 知 , 若 2 是 系统 (2.4.14)，(2.4.15 ) 的 中 
心 , 则 雪线 ( 环 ) 具 有 形式 Fa, y) 一 常数 .其 中 下 是 0 的 邻 域内 
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的 全 纯 函数 。 若 这 个 系统 的 右 端 X, Y 是 全 纯 函 数 ， 但 并 不 是 
(2.4.15) 的 类 型 ， 那 我 们 就 不 能 断定 这 些 环 可 表 为 F = 常数 的 形 
式 , 其 中 己 为 全 纯 函 数 。 例 如 ,对 于 系统 

èm y[ (2 + yy?) + (+91, 

少 一 —al(22° + y) tale + yY], 
环 族 方 程 为 《2x? + p)exp(- (2? +7)) = HM. 


5. m 一 1 的 情形 .周期 的 计算 


方程 (2.4.10') 给 出 了 系统 (2.4.14),《2.4.15 ) 的 通过 乓 9 = 0, 
p= po《p(0,0o) = po) 的 解 的 极 举 标 方程 . 
假若 我 们 希望 求 出 对 应 于 这 个 环 的 任 一 周期 解 0), yG) 的 
局 期 ， 则 只 须 注 意 到 ， 由 于 r = pcosì, y 一 psind, 由 系统 
(2.4.14), (2.4.15), RITA 
6[ cos @dp/d@ — psin0] = X = psin9+---, 
OI sin dp /d@ + pcos0] = Y = — pcosO + <--, 
将 上 面 两 式 两 边 平方 并 考 菩 到 (2.4.28), 即 得 


B [1 + A(X voyy] = 1 +o Sa) 


di = (1 + 0 > ao)" dð, o (2.4.35) 


其 中 gt(0), q0) % sin@, cos9 的 多 项 式 . | 
利用 (2.4.35) 和 (2.4.10'), 我 们 就 能 由 po 来 计算 My) 的 
局 期 . 


6. HF PH Poincaré 充分 条 件 . 应 用 于 月 球 运动 的 Delaunay 
方程 


(a) 定理 15， MARA 
T= X(x,y), J= Y(x, 4) (2.4.36) 
PAIRI XC, 7), YC, V) EON PRAT OR PORN 
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点 的 条 件 ( 见 64.1), 又 若 下 面 的 方程 
XG, — 9) = — Xlr, 9), Yle, —y) = Yr,y) (2437) 
成 立 , 则 0 是 中 心 . 
O BRA (2.4.36) 的 从 点 Cros 0): x(0) = ro > 0, y(0) 一 0 
出 发 的 一 条 雪线 。 由 〈2.4.37)， 这 条 轨 线 关于 * HH, HAA 
xe) = x(— 2), yE) = — yC 2). Min, BEND 20, YO) = 
0, Hi Cr) = x€— 4), 9G) = 一 加) 一 0， 故此 轨 线 为 一 环 ， 
HF r 是 任意 的 ,所 以 O 是 中 心 . 
《b) Poincaré 将 这 条 定理 应 用 到 月 球 运 行 理论 中 的 Delaunay 
EC E. Tisserand [1]) 
é = M(1 + Me? + Mac®) sin@ 
6 = N(1 + Nye? + Nie + Ne) (2.4.38) 
+ e!M(1 + Pye? + P.e')cos0, 
其 中 r = ecosì, y = esinO, Mis Mas Nis Nas Ns, Pas PER 
数 ，N 天 0，M 是 * 与 ? 的 偶 函数 且 M = 0(£+)). 
$0 (2.4.38) 变换 到 关于 r, y 的 对 应 系统 (2.4.36), 则 有 
X= — Ny(1 + Ne’ + Niet + Nes) 
+ Mxy(M, — P, + (M: — P,)e’); 
Y = Nx(1 + Nye? + Niet + NaeS) © 
+ M + Mx*(P, + Pe”) + My°(M, + Mie), 
因此 X,Y 满足 42.4.37)， 又 由 于 轨 线 的 微分 方程 是 
dy/dx = (Nx + O(x + y?))/(—Ny + Ole + y?)), N#0. 
Bord O ERORAR (SE 15, OE, 


7. 有 关中 心 问题 的 文献 

(A) Bm (2.4.14), (2.4.15) 的 系统 可 简写 为 
X= — y+Plx,y), y=x+ O(r, y), 

这 种 类 型 系统 的 中 心 问题 有 很 广泛 的 文献 。 

情形 (i): 了 与 29 为 二 次 齐 次 多 项 式 ， 


H. DuorAec © 
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Détérmination et intégration d’une certaine classe d’équations différentielles 
ayant pour point singulier un centre, Bull. Sct. Math. (2), 32(1908), 230— 


252, 

W. KAPTEYN 
(a) Over de middelpunten de integralkrommer van differentiaalvergelijkin- 
gen van de eerste orde en de eerste graad, Kontnkl. Nederl. Ak. Versl., 19 
(1911), 1446—1457; 
(5) Nieuw onderzoek omtrent de middelpunten de integraalen van diffentia- 
alvergelijkingen de eerste orde en den eersten graad, ibid, 20(1912), 1354— 
1365; 21 (1912), 27—334, 

M. FROMMER 
Über das Auftreten von Wirbein und Strudeln (geschlossener und spiraliger 
Integralkurven) in der Umgebung rationaler Unbestimmiheitsstellen, Math, 
Annalen, 109 (1539) 395—424 (411-414), 

N. Baurin 
Du nombre de cycles limites naissant en cas de variation des coéfficients d’ 
un état d'équilibre du type foyer ou center, C. R. (Dokl.) Ac. Sci. U. R. 
S. S., (N. 5.), 24 (1939), 669—672. 

N. A. SAHARNIKOV 
On Frommer*s conditions for the existence of a center, Prikl. Mat. i Mekh., 
12 (1948), 669—670 (Russian), 

K. S. Srerrsxrr 
On the conditions for the center and the focus, Uchenyye Zapiski Kishinvsk. 
Univ., 11 (1954), 115—117 (Russian), 

L. N. BELYUSTINA 
On the conditions for the existence of the center, Prikl. Mat. i Mekk., 18 
(1954), 511 (Russian), 


Æ Gi: 了 与 2 为 三 次 齐 次 多 项 式 

S. WIGERT . 

Sur les points singuliers des équations différentielles, Ofversigt Vet. Ak. Fo- 
rh., 56 (1899), 697—716; 57 (1900), 47—56. 

N. A. SAKHARNIKOV - 
Solution of the problem of the center and the focus for one case, Prikl, 
Mat. i Mekh., 14 (1950), 651—658 (Russian), 

N. A. LUKAsSIEWICZ 
Phase portrait for the system dx/dt = y + bx’ + (c-B)x"y + Ga — Y)xy® 十 
fy’, dy/di = —x — ar’ — (36 + a)x’y — (c + Bry — de, having a singu- 
lar point of center type, Dokl. Ak. Nauk B. S. S. R., 5 (1961), 3—5 (Ru- 
ssian), 


情形 Git): P 与 0 为 4 次 齐 次 多 项 式 

M. I. AL’MUHAMEDOV 
On conditions for the existence of stable and unstable centers, Dokl. Ak. 
Nauk S. S. S. R., 67 (1949), 961—964 (Russian); Amer. Math. Soc. Tran- 
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station No. 34 (1950), 
_K. S. Srarrsxm and B. A. SHCHERBAKOV 
On stable centers, Uchenyye Zapiski Kishtneosk. Univ., 39 (1959), 219 一 


224 (Russian), 
情形 Gv): PS 0N9E4AM 
J. Cuazy 


Sur la théorie des centres, C. R. Acad. Sci Paris, 221 (1945), 3—10, 

N. A. SAKHARNIKOV 
On the conditions for the existence of a center or a focus, Prikl, Mat. t 
Mekh. 14 (1950), 513--526, 

N. L. RABINOVITCH 
Sur les courbes définies par les équations différentielles, C. R. Acad. Sci. 
Parts, 232 (1951), 671—673, 

I. I. SHIROV 
On sufficient conditions for a centre, Trudy Uzb. Univ., 1956, 65, 45—59 
(Russian), 

K. S. Sraresen 
(a) On the problem of center and focus, Uchenyye Zapiski Kishinevsk. U- 
niv., 24 (1956), 105—114 (Russian), 
(5) Method of symmetry for establishing the conditions for a centre, tbid., 
9 (1957), 3—10 (Russian), 

K. S. Srsrirsxit and I. I. PLESRKAN 
Symmetry conditions in the vector field of ， a certain differential eguation， 
ibid., 29 (1957), 11—14 (Russian), 

I. I. Surovy 
On a variant in Al’muhamedov’s method, Trudy Usb. Univ., 1958, 78, 53— 
57 (Russian), 


情形 (v): P=0, 2 为 特殊 形式 

I. S. KUKLES 
(a) Sur les centres et les foyers, C. R. (Dokl.) Ac. Sci. U. R. s. S. (N. 
S.), 19 (1938), 459—464; 

(5) On the necessary and sufficient conditions for the existence of a center, 
Dokl. Ak. Nauk S. S. Sì R., 42 (1944), 160—163 (Russian), 

(c) On some cases of distinguishing between a focus and a center, sbid., 
208—211 (Russian), 

(d) On two fundamental groups of singular points, ibid., 253—255 (Russi- 
an), _ 

T Sarto a È 
On center-type singular points, Kodat Math. Seminar Reports, 7 (1955), 
89 一 96。 中 心间 题 也 可 用 N. Bautia 和 N. Otrokov 的 工作 来 处 理 ， 这 将 在 第 
五 章 讨 论 。 


(GB) 形 如 系统 
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*&=y+P(x,y)» 9 = 0(x,y) 
的 中 心 问题 研究 得 较 少 。 其 中 P, 9 为 全 纯 函 数 ， 且 在 CD 具 至 
少 二 阶 零点 .这 类 系统 不 满足 本 段 所 作 的 假设 ,因为 N(0) #0 
并 不 成 立 。 我 们 反 推 举 三 篇 文章 : o 


A. LrAPUNOv - as 
Study of a particular case of the problem of the stability of motion, Mat. 
Sbornik, 17 (1893), 252—333 (Russian), © 

G. VRANCEANU | l 
Sopra le soluzioni periodiche a periodi grendissimi della Meccanica, Rend. 
Ac, Naz. Lincei, (6), 7 (1928), 630—633, 

A. F. ANDREYEV 
Solution of the problem of the centre and focus in one case, Prikl. Mat. ¢ 
Mekh., 17 (1953), 333—338 (Russian), 


最 后 一 文 考虑 P, 9 是 三 次 齐 次 多 项 式 的 情形 . 


§5. LFL 


1. Poincaré 球面 .无 穷 远 奇 点 


(a) 在 讨论 齐 次 系统 时 ， 我 们 已 经 有 机 会 对 某 些 特殊 情形 考 
忠 过 轨 线 在 无 穷 远 处 的 性 态 (8 2.5). 
为 了 系统 地 研究 右 端 为 +, y 的 实 系数 多 项 式 的 系统 
2—=X(x,y), y= Y(x, y) (2.5.1) 
的 这 种 奇 点 的 性 态 , 为 方便 起 见 , $e Poincaré 那样 把 *, y 平面 上 
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的 问题 放 到 球面 上 来 考虑 ( 见 Poincaré [1] 第 5 页 ). 

为 此 ,考虑 直角 坐标 系 xs， 0,2, E r, y 平面 为 这 个 坐标 系 中 
的 平面 z 一 1, u,v EIF r, y$, zo y 轴 的 原点 假定 在 点 
(0,0,1) 处 (图 33). 

在 u, vy z 空间 中 , 取 中 心 在 坐标 原点 ， 半径 为 1 的 球面 3 

O R+d + ge]. (2.5.2) 

它 与 平面 z 一 0 的 交 线 为 大 圆 , 称 为 赤道 .赤道 将 球面 了 分 成 上 
下 两 个 半球 面 > Z23 它们 依次 对 应 于 z 20 和 z= 0, 

a P= (x, y, 1) Æ x, y 平面 上 的 有 限 点 ， 

P, == (uis 01521), P.= (u, vis 22) 

分 别 是 射线 OP 与 RIZZA, 则 s/z 一 njy 一 = G 一 1 
2). 事实 上 ,由 (2.5.2) 有 好 十 好 十 好 一 1; 若 令 p 一 (十 咏 二 
1)? Co> 0), HW m = x/p, v = y/0, = 1/05 m= — x/o, 
vu, — y/p, zie — 1/p, HIE, a = u;/z;s y = vi/zi(i = 1, 2), 

我 们 依次 称 Pis Pa APHEX ME, ELAR. 这 个 变换 可 表示 
x= uz, yy/s; C+ +33 1, (2.5,3) 
由 此 表达 式 知道 , x, y 平面 内 任 一 有 限 远 曲线 > 都 有 两 条 象 曲 线 
yM Tr 它们 关于 3 的 中 心 对 称 ， 与 赤道 都 不 相交 ; r, y 平面 上 
的 无 穷 远 点 的 象 在 赤道 上 ， 反 之, 赤道 上 的 点 对 应 于 x,y 平面 上 
的 无 穷 远 点 . x, y 平面 上 的 直线 对 应 于 I, 和 ,上 的 两 个 半圆 周 ， 
半圆 轩 的 端点 都 在 赤道 上 ,x,y 平面 上 的 平行 直线 族 对 应 于 马 和 
2, LAR. | 

O) 现在 假设 系统 (2.5.1) 中 的 X(x,7), YC, y) 分 别 是 
x,y 的 了 次 和 4 次 实 系数 多 项 式 ， 设 它 们 无 公共 实 因子 ， aye 
4 IRXKA. 


利用 (2.5.3), RITA 
_X(u/a, v/z) = P(u, v, z)/2?; 
YC«/z, v/z) = Ola, Vs 2)/z%, (2.5.4) 


其 中 Plu, v, z), O(4, v, z) 依次 是 ua, v, 2H P RAG 次 的 齐 


e 106 e 


次 多 项 式 . 
由 (2.5.1), 我 们 有 
— Y(4, y)dr + X(x, y)dy = 0. 
FH (2.5.3), dx = (zdu — udz)z?, dy 一 (zdy 一 vdz)z, ER 
FI (2.5.4), 得 | | 
一 2° P HO(u, v, z)du + 2" *ViP(u, v, 2)dv 
+ [uz"-?0(u, v, z) — ve" °P(u,v,z)]dz = 0, (2.55) 
id : 
(i) H p<q=—n 
A = —27?NO(u, v, z), B = zP(u, v, z), 
C 一 uzt? O(n, v,z) — vP(u, v, z); 
Gi) X q<p—n | | 
A se — =0(u,v,z), B= 22 PC v, 8), 
C = uO(u,v, z) — ver IP(u, v, z); 
Gi) 对 p =q =n H u0(u, v,z) — vP(u, v, z) RA z 
整除 


(2.5.6.1) 


(2.5.6.2) 


A — =O(u, v,z), B= zsP(u, v, z), 
C = uO(u, v, z) — vP(u, v, 3); 
(iv) 对 p =q =n H u0O(u,0,z)— oPCu, v, z) 能 被 z 整 


(2.5.6.3) 


除 
A = —Q(u, v, z), B==P(u,v,z), 
C = 2° [uO(u, v, 2) — vP(u, v, z)]. 
5 (2.5.5) 一 起 的 ,还 应 有 方程 
| udu + vdv + zdz = 0, (2.5.6) 
由 (2.5.5) 和 (2.5.6) 所 构成 的 方程 组 有 解 z= 0, P+), 
在 情形 G) Gi), Gi), 方程 
ACu, v, z)du + B(u, v, 2)dv + C(u, v, 3)dz = 0 (2.5.7) 
5 (2.5.5) 相同 ,而 在 情形 Gv), MAB L * THA. 
若 在 某 些 点 处 ,矩阵 | 


(2.5.6.4) 
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(“0 z) Btu, n z) cun > (2.5.8) 
的 秩 等 于 2， 从 而 在 这 些 点 的 邻 域内 该 矩阵 之 秩 也 等 于 2。 由 
(2:5.6) 和 (2.5.7) 得 到 | 
du: dv:d% = : 
若 引 入 参数 +t, 则 上 式 也 可 写 为 . 
du/dt = B(u,v,z)z — C(u, v, zX, | 
[er = C(u, v, zju — ALus, v, z)z, (2.5.9) 
dz/dT == A(u, v, z)v — Blu, v, zju. 
这 个 系统 的 轨 线 盖 住 了 整个 u, 0,2 空间 . 由 (2.5.6) 知 道 ,这 
些 轨 线 的 每 一 条 整个 地 位 于 与 同心 的 球面 上 ， 由 (2.5.3) 知道， 
系统 (2.5.1) 的 每 一 条 轨 线 在 了 3 上 的 象 是 系统 (2.5.9) 的 关于 《0， 
0,0) 对 称 而 与 赤道 无 交 操 的 两 条 轨 线 弧 . 
”我 们 称 使 4 B,C 同时 为 零 的 点 Cus v, z) 为 系统 (2 5.5), 
(2.5.6) 的 奇 点 ， 在 这 些 奇 点 中 ,使 * 二 0 的 点 都 是 系统 (2.5.1) 的 
AAR, TE z = 0 的 点 , 亦 即 在 赤道 上 的 奇 点 称 为 系统 (2.5.1) 的 
ERT AOR, 
在 情形 G), 下 面 的 点 是 赤道 上 的 奇 点 : u= l, vm 0, z = 
0 AREE P(4, v, 0) = 0, z= 0 AC, v, 0), Ce +. 
= 1). 在 情形 (i)， 由 对 称 性 , TRAM u= 0, v =l, =0 
Male O(«, v, 0) = 0 的 点 (4, 2, 0), (好 十 于 一 1). 在 情 
Æ (ii), RE uO(u, v,0) — eP(u, v, 0) = 0, +? = 1), 
z 一 0 的 点 为 奇 点 。 最 后 , 在 情形 Gv), AAWE Pl, 0,0) = 
0, Olu, 0,0) =0, 27[uO(a, v, z) 一 vP(u, yz)] 一 一 0, 
+= 1, 
”如 果 在 赤道 上 的 点 Cos 20, 0), Go + 3 = 1) 不 是 系统 
(2.5.5),(2.5.6) 的 奇 点 , 则 这 系统 经 过 这 点 的 解 只 能 是 z 一 0. 事 
实 上 ， 对 G), Gi), Gi), (iv) NSAI, GM (2.58) 在 
Ri Cu, v, 0) 处 的 秩 都 等 于 2， 因 此 《2.5.5)， (2.5.6) 可 化 为 系统 
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caj, 


AB 
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(2.5.9), 而 对 后 者 唯一 性 定理 成 立 ， | 

Cc) 如 果 赤 道上 的 奇 点 不 完全 充满 赤道 ， 则 它们 只 能 有 有 有 限 
个 ,我 们 称 它们 为 孤立 奇 点 。 设 P, LRM LOMA, WAR 
(2.5.9) PRA Po HE, CNEFRERBLHARM 
Be. 由 上 面 指 出 的 唯一 性 定理 知道 ,(2.5.9) 的 在 Po 点 的 邻 域内 的 
轨 线 决 不 可 能 有 焦点 和 中 心 的 形状 ， 但 是 可 以 有 结 点 型 《〈 单 切 结 
RRO ARSC A RRA MEE, 

-下 一 段 我 们 将 给 出 上 面 各 种 可 能 类 型 的 几 个 例子 。 

(d) 为 了 看 清楚 轨 线 在 赤道 上 的 孤立 奇 点 Po 的 邻 域内 的 性 
态 , 宜 将 系统 (2.5.9) 的 轨 线 从 球面 了 的 中 心 投影 到 2 在 Po RH 
平面 x* 上 去 ， 然 后 再 分 析 在 x 上 的 这 些 投 影 在 Po 的 邻 域内 的 性 
态 ， 如 有 必要 , 绕 x 轴 旋 转 坐 标 系 ,因此 我 们 可 以 假设 P 与 (1, 0, 
0) 或 (0, 1,0) ES. 

先 设 Po (1,0,0), HBI P, ex 平面 上 新 直角 坐标 系 
noo WIRA: n 轴 分 别 与 wx 秋平 行 县 方向 也 分 别 与 032 BURY 
方向 相同 。 于 是 我 们 有 

q = v/u, G= z/u, (ee (1 +9? +g), (25. 10. 1) 
由 于 4u + Bv + Cz: =0, & : 
dn/dt =u C(u,v,2), di/dr= — u?B(u, v, z), (25.11.1) 
因此 ， 为 了 要 研究 系统 (2.5.9) 在 点 (1, 0, 0) 的 邻 域内 轨 线 的 性 
态 \ 最 终 是 为 了 分 析 系 统 (2.5.1) 在 * 轴 上 无 穷 远 点 附近 轨 线 的 人 性 
态 ), 只 须 研究 系统 (2.5.11.1) 在 原点 邻 域内 轨 线 的 性 态 就 够 了 . 

类 似 地 ,者 Po (0, 1,0), 并且 假定 在 切 平面 z E, BAM 
WAR E, 的 坐标 原点 在 P。, E, 轴 分 别 平行 于 u, z $h, H5 u, z 
轴 的 方向 相同 。 则 有 4 

Ẹ = u/v, C= z/v, (v = (1 + E -+ py), (25.102) 
这 时 ,我 们 只 须 研究 系统 | 
dE/dt = — °C Cu, v, z), dbi/dr = v°ACu, v, z) (25.112) 
E E, (I PFREMRATGRANMERITEERAT. 
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2. 例子 


(a) 对 于 系统 ( 见 Poincaré[ 1] 第 68 页 ) 
tela — yy, y= xy—1. (2.5.12) 
应 用 $ 5.1 中 的 记号 ,我 人 有 = q = n = 2) 
Am suv 一 22)， Bm z(2?— w — i’), 
Cm 2a +o — (ut ve. 

若 z 去 0， 则 奇 点 应 满足 wp 一 2, P+ Pe, Aine 
wy == 0， 在 实数 域内 这 方程 只 有 唯一 解 x 一 y 0, Mit 
s= 0, 但 我 们 已 假定 z 和 0， 故 我 们 立刻 知道 ,系统 (2.5.12) & 
BARGEM. 

另 一 方面 , 若 zs 一 0, 则 应 有 v《2ww + 22) 二 0[ 情 形 (2.5.6.3)]， 
于 是 v 一 0, u= 41, 因此 ,系统 (2.5.12) 的 无 穷 远 奇 点 在 球面 
了 上 的 象 是 两 个 对 径 点 《1，0,，0),《 一 1,，0, 0),， 获 (2.5.12) 
只 有 一 个 沿 zx 轴 方 向 的 无 穷 远 奇 点 。 由 $5.1 (gq) 引 人 和 人 的 系统 
(2.5.11.1) KHER 

dy/dt = [27 +9 — A +I +? + pya, 

ao fdr = (CS (lt + 2 
dy/dt = 27 +9 — (1 +9)0?, difdr = % + py — 8 (2.5.12°) 
( 见 第 一 章 $ 5.2(c))， 


(b} 
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因为 点 n= 0, 一 0 为 简化 系统 dy/de = 2n, di/dr = Y 
的 双 切 结 点 ,其 不 变 射 线 为 7 BAA I 轴 , 故 系统 (2.5.12 ) LARD 
Sri (RAS 2.4), IBY (2.5.12) Æ x RE LM AWARE 
结 点 。 系统 (2.5.12) 的 轨 线 在 球面 对 上 的 象 的 形状 如 图 34(a) 与 
34(b) 所 示 ， 其 中 第 一 个 是 沿 着 x 轴 上 的 无 穷 远 奇 点 来 看 的 透视 
图 ,第 二 个 是 从 = 轴 上 无 穷 远 点 来 看 的 平面 图 . 
(b) 对 于 系统 ( 见 Poincaré [1] 第 66 页 ) 
è= r — p — l, 9=5(ry— 1), (2.5.13) 
用 通常 的 记号 ,我们 有 (bp 一 4 一 2 一 2) 
A — 52(uv — 2°), B=z(#+0— 27), 
C = 9(40? — v?) + 2° — 5u). 
由 于 在 实数 域内 方程 组 
i uve at, wet ptm gh 
有 唯一 解 u= y = z = 0, (25.13) 的 奇 点 对 应 于 
z= 0, vl — 7) =0, 
因此 v 一 0, 或 o = 4w, Ge 型 1 )， 因 而 系统 (2.5.13) 有 六 个 
TEA: 
P,= (1,0,0), Pi=(—1,0,0), 
Py (1/5, 2/V5, 0), P;=(-1/V5, —2/V5, 0) 
Py = (1/45, —2/V 5, 0), = (—1/V5, 2/45, 0). 
对 这 些 奇 点 ,只 须 确 定 已 , P., Ps. WEE), WP, 我 们 得 到 
dn/dt = 4n — 50? — r + 7%, 
do /dt = —l— ly +8, 
1 一 “一 0 为 对 应 简化 系统 
dy/dt == 4n, di/dr = —% 
的 鞍点 , 故 它 也 是 系统 《2.5.13.17 的 鞍点 (第 五 章 $ 2.5). 
至 于 P,, 如 第 一 节 (d) 中 开始 所 说 , 绕 = 轴 旋 转 一 角度 a, 使 
cosa = 1//5, sina=2//5, E 


(2.5.13.1) 


«ili» 


并 投影 到 在 P 点 的 切 平面 上 , 除 因子 (1 + af + 19)/V 5 以 外 
得 到 系统 
dy/dt = — 87 + 27? — 30? + 117% + 37), 
di/dr == — 5% + 695 + 377°C + 116°. 
A n= Com 0 为 其 对 应 简化 系统 
dy/dt == — 8n, di/dr = — 5% 
的 双 切 结 点 。 因 而 忆 也 有 双 切 结 点 的 形状 (第 五 章 $ 2.4). 
最 后 ,对 Ps 类 似 地 进行 讨论 ,我 们 得 到 系统 | 
dn/dt = — 8y — 29° — 70? — 9nl? + 37, 
 di/dt = Z 35 F 6n + 3X — 95, an 
Aut Ps 也 象 双 切 结 点 样子 . 
AZ, RA (2.5.13) 没有 有 
限 远 奇 点 ;有 三 个 无 穷 远 奇 点 : 
沿 * MCHA, CERK 
Wy 一 2z 一 0 的 无 穷 远 奇 点 , 它 
是 双 切 结 点 ;以 及 沿 y+2x=0 
的 无 穷 远 奇 点 , 它 也 是 双 切 结 点 。 
半球 面 Sle > 0) 上 轨 线 的 形状 
> 如 图 35 PICA S. Lefschetz[ 1], 
35 中 译本 第 207—210 页 )。 


3. 齐 次 系统 的 无 穷 远 奇 点 


(a) 现在 将 $5.1 的 结果 应 用 到 当 X(x, y)，Y(x,y) 是 21 

(2 为 整数 ) 次 齐 次 多 项 式 的 情形 。 利 用 通常 的 记号 ， 

p =q = n, P(u,v,z)= X(u,v), O(u,v, z) = Y(u, v), 
Au, v, z) = — zY(u, v), Bla, v, z) = zX(u, v), E 
C(u, v, z) = uY (u, v) — vX (u, v). 
这 时 系统 (25.1) 的 无 穷 远 奇 点 对 应 于 

z=0, uY(u, 0) — eX(u,v)=0, 

因此 , 它们 是 而 且 只 是 不 变 射 线 上 的 无 穷 远 奇 点 (我 们 将 要 指出 ， 
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即使 全 ,了 不 是 多 项 式 ， 而 仅 是 满足 8 21 中 所 假设 的 更 为 一 般 的 
齐 次 函数 ,上 述 结 论 也 是 正确 的 ). 

特别 是 ， 若 2 是 系统 (25.1) 的 中 心 或 焦点 [xY(w, 0) 一 
oX(u, v) #0, 对 A+ #20], WERAZBAAA. AN 
线 在 球面 (半球 面 3,) 上 的 形状 如 图 36(a), (b) 所 示 〔〈 箭 头 所 指 
方向 可 能 相反 ). 


(b) 
图 36 


若 0O 是 (2.5.1) 的 星 形 结 点 [wxY(w, v) 一 oX(a, v) = 0), 
有 的 无 穷 远 点 都 是 (2.5.1) 的 奇 点 ， 
其 形状 如 图 37 Pra Xx il BT fe 
HR). 

HE, Æ 0 = 0 是 孤立 不 变 
射线 的 极 角 ， 由 $ 2.5 立刻 得 知 , 若 
此 射线 本 身 属 于 第 一 类 正规 角 域 ， 
则 这 条 射线 上 的 无 穷 远 点 是 鞍点 。 
另 一 方面 ， 若 这 条 射线 属于 第 三 类 ~ | Oe 
EMAAR, WH AA MSA 图 37 
ER, B-WBRABR (AA): BRRASHRET RH 
类 正规 角 域 ,又 满足 $ 2.5(c) 中 的 条 件 , 则 这 个 无 穷 远 点 可 能 是 双 
Wk mith A RR SIAR. 

(b) 对 于 线性 系统 , 当 O 是 单 切 结 点 ， DIARI, 其 
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(a) (b) 
图 38 


球面 上 图 形 依 次 如 图 38(a),《b),(c) AR. 
《c) 作为 最 后 一 个 例子 ,考虑 系统 ($ 2.6(d)) 
try— x, 9 一 yo. (2.5.14) 
此 时 
n=p=q=2, Alu, v, z) = — z0, 
Blu, v, z) = (uv — u)z, Clu, v, z) = 40, 
对 应 于 系统 (2.5.9) 在 赤道 上 
的 点 是 (1, 0, 0), (0,1,0). 而 
且 ， 由 于 这 两 点 分 别 是 属于 第 二 类 
正规 角 域 (在 $ 2.5(c) 的 条 件 下 ) 和 
第 三 类 正规 角 域 中 的 不 变 射线 上 的 
无 穷 远 点 , 故 由 (a) 与 (2.5.14) 得 知 
+ 轴 上 的 无 穷 远 点 为 星 形 结 点 ，y 
轴 上 的 无 穷 远 点 为 鞍 - 结 点 。 球面 
39 上 的 图 形 如 图 39 Bra. 
(d) Poincaré 球面 对 研究 无 穷 远 点 的 更 进一步 应 用 见 第 六 章 
§ 3.8. 


补 充 


1. Kestin-Zaremba 方程 | 


在 研究 二 维 自治 系统 
È = X(£, y)» y= Y(x, y) 
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的 轨 线 在 无 穷 远 处 的 性 态 时 ,有 时 作 变 换 ( 反 贺 变 换 ) 

X ECE 4a), y= + n)" 
将 是 有 用 的 ,这 个 变换 将 a, y 平面 上 的 无 穷 远 点 变 为 5, 9 平面 上 
的 原点 。 


图 40 


这 样 的 变换 曾 由 J. Kestin-S. K. Zaremba FAR FIGHI LTE HE 
热流 的 研究 中 的 方程 


d —G 
te ie (m, p,q, G 为 正常 数 ) (1) 


(HI Geometrical methods in the analysis of ordinary differential equ- 
ations, Appl. Sci. Res., Sec. B. 3, 149—189(1953)), 变换 后 的 
方程 为 
dn[X,(E, n) 一 pnb? — 97) (8 + 9”) 
+ (8 一 PE + pY] = d5[Y (5, 7) 


一 2pEn (E + 1?) + 26n(£ + n], (2) 
其 中 | 
X,CE, n) = gG?&(E? — n?) + 45n°(mn — GE), 
YCE, n) = 294G*En + 20C? — &)Cmy — GE), 
M (2) 或 者 倒 不 如 说 从 简化 方程 
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XE, n)dn _ -Y,(&, n)dE = 0 o 
的 轨 线 的 性 态 就 有 可 能 推 得 (12) 在 无 穷 远 处 的 轴线 的 某 些 结论 ， 
如 果 我 们 限于 只 考虑 以 O 为 顶点 , 半 直 线 
E="0, 7 一 0，0 一 0 0 一 9 十 mm (0<0<a/2).. 
为 边 的 小 扇形 域 , 则 这 样 做 是 可 行 的 ， 这 里 
0, 一 arc tan[(g + 2)G?/(2m)] 
CULE 40). | 


2. 三 阶 常 系数 线性 齐 次 系统 
我 们 考虑 线性 齐 次 系统 
i= > di, RX G = l, 2, 3) 
. k=1 
其 中 disk ALR. # det( 4,4) #0, 则 原点 为 这 系统 的 唯一 奇 
Fis 以 pi 记 这 系统 的 特征 方程 
Aaa p 412 413 
Gu an TL az | = 0 
ay 432 a3 一 


的 根 ,借助 于 仿 射 变换 可 将 该 系统 化 为 标准 形状 


È = PX, Y™ PY, È" pz., 


因此 
x = ce’, y = coe’, g me CeP3!, 
cl， co cs 为 任意 常数 .于 是 轴线 的 竹 态 可 以 分 为 五 种 情况 来 研究 : 
(i) pis Pars Ps 为 具 同 一 符号 的 实数 ; 
(ii) Pis Pis ps 为 实数 ， 其 中 有 两 个 具有 同一 符号 ; 
Gi) 两 个 复 根 p= r tiss por — issr#0, TE: 
其 符号 与 + 相同 ; | 
(iv》 两 个 是 与 Git) BARRARI, 一 个 实 根 的 符号 与 ” r 相 
Rs; | 
(v) WASSER. 
H. Poincaré (Oeuvres, t. I. 169, 178) 依次 称 这 五 种 情况 为 结 
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点 ,鞍点 ,焦点 , 较 - 焦 点 ， 中 心 (参看 第 八 章 )。 


3. Jacobi MM mA 


考虑 系统 
(1) è = yz, j = — zx, se — kry, 0<K<1. x,y,z 
轴 上 每 一 点 都 是 这 系统 的 奇 点 ,这 系统 还 有 两 个 首次 积分 : 
《2) 2 +y =; 
(3) Aix? + y? = FER, | 
因此 这 系统 的 轨 线 是 圆柱 面 (2) 与 椭圆 柱 面 (3) 的 交 线 ， 它 们 都 
是 第 一 类 的 四 次 椭圆 .大 家 知道 ， 系 统 (1) 的 具 初 值 x(0) 一 0， 
y(0) = 1]，z(0) 一 1 的 解 完 全 刻 划 了 Jacobi PBI RAR 
x =" snisy = cnf,z="dnf, == — 
° NV1-k sin? p 
4. 三 维 空间 中 另 一 个 非 线 系 统 CE. Kasner, Trans. Amer. Math. 
Soc. 27, 155—162, (1925), L. Markus, Contrib. to the theory 
of nonlinear oscillations, Vol. 5 (1960), 185—213), 


直线 
(1) x = y =z 
“上 的 后 都 是 系统 
(2) z= ys— 27, 9 = zz — ,x 
的 奇 点 ,这 系统 有 首次 积分 
(3) xy 十 yz 十 zx 一 c (c 为 常数 ). 
当 c=0 时 ,方程 (3) 表示 以 (1) 为 轴 的 圆锥 面 , 它 的 母线 


Z = fo I — lo tf — lo 
4 十 wp 十 2 一 1， Aut py tvd=—0 
为 系统 (1) 的 解 . 


4 c>0 时 ,方程 (3) 表示 单 叶 旋 转 双 曲 面 ; c 二 0 HER 
RAER C) 的 双 叶 旋转 双 曲 面 。 通 过 这 些 双 曲 面 上 的 点 的 所 有 
轨 线 都 与 直线 (12) 有 正 的 距离 。 
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第 三 章 Briot-Bouquet # i 


考虑 下 列 方程 
dy/dx = Y(x, y)/X(x, y)» (3.0) 
其 中 Y(x, 7), XG, y) ER Go Yo) 的 邻 域内 是 两 个 复 变 量 
x y ZARR E r= ro y 一 yo 有 
X( x05 Yo) = Y(x, Yo) = 0, 

BH Cros vo) Æ (3.0) 的 奇 点 ， 

确切 地 说 ,首先 是 Briot-Bouquet[1] 在 复 域 内 研究 了 方程 (3.0) 
的 奇 点 邻 瑾 内 解 的 解析 性 态 (我 们 将 在 $ 11 中 说 明 ). 

在 4$2 和 4$3 中 ,我们 将 给 出 关于 复 变 量 实 值 解 的 性 态 的 I. 
Bendixson 定理 和 A. Wintner FER. 

有 关 这 方面 内 容 的 系统 论述 和 广泛 的 文献 ， 建议 读者 参看 H. 
Dulac [1] 和 W. J. Trjitzinsky [1]. 


$1. 解析 情形 的 Briot-Bouquet 定理 


1. 引言 


(a) SEDE | 
| dy/dx == Y(x, y)/X(x, y), (3.1.1) 
其 中 X(x, y), Y(x, y) 在 点 《wo， Yo) 的 邻 域内 是 两 个 复 变 量 
4G X(xo vo) # 0, Hi Cauchy 定理 (J Sansone [1] BEB 
$ 13, Hukuhara, Kimura, Matuda [1])， 存 在 满足 初 值 条 件 
y(x) = y。 的 唯一 解 y = yC), TE r 的 某 邻 域内 全 纯 . 但 是 ， 
#i X( x, Yo) = 0, ED Y(x,y)/X(a, y) TE (xos yo) A AH, 
则 此 定理 就 不 能 应 用 。 我 们 先 考 虑 情形 | 
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X (x0 yo) = 0, YCx vo) #0. (3.1.2) 
在 本 章 的 后 面 再 考虑 另 一 情形 X(xo, yo) = Y(x0, yo) = 0. 
Re (3.1.1), 考虑 方程 
dx/dy = X(x, y)/Y¥(Cx, y). (3.1.3) 
由 于 函数 Xx, y)/Y(x, y) Æ Cros yo) 的 邻 域内 4: oh, M 
(3.1.3) 有 满足 条 件 xyo) = xro 且 在 yy 的 某 邻 域内 为 全 纯 的 唯一 
fe x 一 x(y) ,因此 该 解 可 表 为 
x — xo = aly — yo) + ay — y+ 
Cais 42，,'"*， 为 常数 ). (3.1.4) 
由 (3.1.3) 和 (3.1.2) 的 第 一 个 方程 得 知 | 
0 一 (4dx/dy),=,, == gi, 
现在 假定 x 一 1050) ay A (3.14) 右 端 的 级 数 中 第 一 个 不 等 于 
零 的 系数 ,于 是 我 们 有 | 
x 一 o Gm(y 一 Vo)” + amily — yt t ee 《en 天 0)， 
由 此 ， 
y — yo = bi[ ox — x)” ] + bs[ ox — x)? + +2 
w = cos(2x/m) + isin(2x/m) (R= 0,1, ,1m— 1). 
(HI G. Sansone 与 J. Gerretsen [1] 第 160 TA). 
的 根 是 x 一 ro ASEM DA. 我 们 可 以 证 
明 , 除 了 这 关 个 分 支 以 外 ,不 再 存在 当 * 向着 某 条 路 径 趋 于 xo 时 趋 
于 y, BUR > CHI L. Koenigoberger [1]). 
Cb) 如 果 (3.1.4) 中 的 x 一 ro 恒 等 于 零 , 则 对 一 切 y，X(Cxo， 
y) 一 0， 尽管 这 时 《〈3.1.1) 不 存在 满足 yC) =» 的 形 如 y= 
y(*) 的 解 , 但 方程 (3.1.3) 仍 有 解 x= r WA dy/dx 一 1/x 有 
解 y(x) = c 十 logr (ce IKR, KERE x 一 0 处 变 为 无 穷 。 
每 个 解 y(x) 有 无 穷 多 个 确定 值 ,它们 彼此 相差 2xi 的 整数 倍 , A 
作为 另 一 个 例子 ， 考 虑 方程 dy/dx = 1y, a, 8 HER 
W, a> 1,1 为 非 零 常数 。 分离 变 量 再 积分 之 ,得 
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yeh =c—A(P+1Ka—1) x, 
CHBM, BARBRA 4 x 一 0 时 趋 于 有 限 极 限 的 解 ， 

RFI dy/dx 一 Y(zy,y)xz “2 的 研究 ,其 中 a, BARR, 
azl, #>—1, Y(0,0)=1#0, Y(x,7) 在 原点 邻 域内 全 
纯 , 可 以 参看 M. Hukhara [1]. 

(c) 最 后 , 若 X(x03 Yo) = Y( 203 Yo) == 0, 如 有 必要 ,我 们 就 
将 方程 (3.1.3) 写成 Xle, y)dy = Y(x, y)dx 的 形状 ， 而 称 满足 
此 方程 的 函数 ym ye) RE x 二 xly) 为 这 方程 的 解 。 因此 ， 
对 应 于 (b) 中 考虑 过 的 第 一 个 例子 中 的 方程 edy = dz 有 和解 * = 
0. | | | 


2. 不 为 正 整 数 时 的 Briot-Bouquet 方程 .全 纯 解 的 研究 


(a) Ch. Briot & J. C. Bouquet 在 他 们 的 经 典 论文 ( 昂 Briot- 
Bouquet [1]) 中 ,研究 了 方程 
xdy/dx = qx + py + gp(x, Da (3.1.5) 
其 中 P3 9 ial Pz, y) 在 区 域 
: del < R, |y| < R” 
内 全 纯 (z，》 YED. 这 就 是 说 ,对 (x， y) ED 有 


Pa y) = > Ain kx iy g | G16) 


. itk>2 
“我 们 来 确定 方程 Ga 1,5) 是 否 有 满足 条 件 EC) = 0 的 全 纯 解 
AGI ARESE 


a 一 x Cat G17) 
的 解 ， JI A Arde BAO. sa 

«EG p(x,y) 恒 等 于 零 , 即 这 时 方程 为 jz: = qx + py, ÙX 
个 问题 是 容易 解决 的 ， 因 为 若 p 志 1， 则 此 方程 的 解 为 y 一 gx/ 
(1 一) 十 cr, c 为 任意 常数 ，c 一 0 HARRERAK. EPR 
是 正 整 数 ， 则 只 有 一 个 在 x 一 0 处 等 于 零 的 全 纯 解 ， 即 对 应 于 
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c= 0 的 解 . p=0 的 情况 类 似 。 另 一 方面 , 若 少 是 正 整 数 (Cp » 
1)， 则 所 有 的 解 都 全 纯 , 日 在 * 一 0 处 等 于 零 . Æ p= 1, WME 
方程 的 解 为 = qrlogx + cx, c XERA. Al. A 4 天 0， 则 没 
有 在 x 一 0 处 等 于 零 的 全 纯 解 ; 若 4 一 0， 则 一 切 解 都 是 全 纯 
的 ; 当 * 一 0 时 它们 都 等 于 零 . 

现在 ,如 果 p(x,y) 不 恒 等 于 零 , 将 (3.1.7) 代入 (3.1.5), 得 


Di nes mart Dott D di fu (2 eux") ， 
比较 这 方程 的 两 端 ,我 们 可 得 


《1 p)c = 4, (3.1.8.1) 
(2 — p)c2 = Arzo + Aci + Aoc» (3.1.8.2) 
一 般 地 有 
(n° p)cn =P, Anns Cis C23 **"3 Ca-i)» (2< itk<n), 
(3.1.8.n) 


其 中 P, Æ p(x, vy) 的 系数 4;, 和 ?的 系数 ci, Carstea Caa RIIE 
常数 cis cay ta cs，*……。 于 是 ,为 了 证 明 (3.1.5) 有 在 + 一 0 处 
等 于 零 的 唯一 的 全 纯 解 , 我 们 来 证 明 , 对 于 由 (3.1.8) 所 确定 的 常 
数值 ca. BM (3.1.7) 有 非 零 的 收 伍 半径 ， 

为 此 ,我 们 用 Cauchy 的 优 函 数 法 〈 人 参看 Sansone [1] 第 三 章 
§ 1.3). ni Or + D(x, y) EKER 

: le Sa, |y| <6, (a<R, 5<R') 
中 gx + ole y) WRAZ., BI 
P(x, y) = a Ainx'y’s 

其 中 4, 与 2 为 实数 , 且 lal <Q, [Au <A. 

MES M 一 max| qx 十 p(x,y)|, 对 izl =a, ly] =a, 
于 是 我 们 可 取 

Qx + P(x, y) = Ml mx/a) (1 —y/6) — M — My/b. 
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HO BEME” 
1/ |n — p| S B” (n1,2,°°-) (3.1.9) 

的 正常 数 , 于 是 方程 
BY = M(1— x/e)(1— Y/b)-:—- M — MY/b (3.1.10) 


有 根 
Y =b B—b(1—zx/a)— (1—x/a) [Bb -—x(Bb+2M 


2(1 — x/a)(M + B86) 


Val 


(3.1.11) 
当 [r| < aB7%°/(B7!5 + 2M) = a* 时 函数 Y(x) 全 纯 ， 
HE x=0 处 等 于 零 。 现 在 如 果 设 


Y(x) = 5 Cx", 


我 们 来 确定 Ca, ER 3.1.10) 对 |x| 二 a* 恒 满 足 , 则 得 知 常数 
Cis Cas °° -满足 关系 式 
BC, = M/a, B!C,= M/a + MC;/Cab) + MC?2/B,-*°, 

HF (3.1.8), RITA leal S C,, 因此 级 数 (3.1.7) 有 非 零 的 
Wee. Mit, RNA: 

定理 1。 若 关于 os.) DERE, BP 不 是正 整数 ， 
则 (3.15) 在 = 一 0 MSRM HOMME TIE y (0) 一 0 
SETTA 

我 们 指出 , MRE (3.1.5) h q= 0, PHRM, 0<p<1, 
又 若 例 如 有 p(x, y) = Aros? + Aistys Aros Ain 为 实数 , 则 $3 
中 的 A. Wintner 的 第 一 定理 的 所 有 条 件 都 得 到 满足 ,因此 这 方程 
有 形 如 y 一 cx? + olat) FORE, ¢ 为 任意 常数 .但 是 这 些 解 中 只 有 
对 应 于 < 一 0 的 那个 解 才 是 全 纯 的 ， 


3. p 为 正 整 数 的 情形 .全 纯 解 的 存在 性 
(a) 首先 假定 p= l, 于 是 
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xdy/dx = qx + y + (x,y), (3.1.12) 
设 对 |x| <R, ly <R 通常 的 假设 (3.1.6) RIL. 于 是 由 
(3.1.8.1) 得 4 = 0, WA 
定理 2。 #90, WHE (31.12) 没有 在 = RETE 
SAH ye). NI 
HES p= 1, g=0, FRI (3.15) 成 为 
xdy/dx = y + p(x, y). (3.1.13) 
假设 由 级 数 (3.1.7) 给 出 的 解 ya) 其 系数 cs 由 方程 (3.1.8) 所 确 
定 ， 由 (3.1.8.1), Ci FERRE. 对 每 一 固定 的 Cie 
M = max|p(x,y)|, 对 [xl =4<R, |y= <R. 
MR A PAE MES] < M/a. 于 是 ,由 不 等 式 1/(z 一 1) 
<1(2 = 2,3,0--)D IS 12 中 对 B = 1 的 情形 关于 方程 (3.1.10) 
的 推理 ,得 知 对 于 级 数 
cir + ` Curt”, 
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相应 地 有 另 一 个 具 非 零 收 敛 半径 的 时 级 数 


Cix + dI Cx", [cal < Cao 


因此 ,级 数 
cx + x Cat” 
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tb FTSE, MARIA: 


y= 5 Cat” 

"() pn 15) 中 的 是 大 于 1 的 正 整 数 ， HE 
BRR y = gx/(1 — p) + zz, Ep z AWAZE. TELJE 
ARYA xdz/dx == (p — 1)xz + p(x, [9/(1— p) + 21), 或 者 除 
以 zx 得 rdz/dx = qx + (p — 1)z + p*(x, y). Hk, RTII 
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一 个 形式 与 (3.1.5) 相 同 的 方程 ,只 是 将 原来 的 系数 户 换 成 p 一 1. 
由 于 按 假定 ?是正 整 数 , 因 此 经 有 限 次 代 换 后 ,我 们 就 可 以 得 
到 (a) 中 所 孝 虚 过 的 方程 ,从 而 有 : 
EEA 着 ?为 平整 数 , 则 方程 3.15) 或 者 没有 当 * OR 
4.p = 0 时 方程 的 解 


(a) 现在 我 们 进一步 来 考查 p= 0 时 的 方程 (3.1.5), 即 方程 
xdy/dx = qx + p(x, y)» (3.1.14) 

其 中 假定 p(x, y) 满足 $ 1.1 中 所 述 的 假设 ( 见 E. Picard [1]). 
设 y = yo) 是 当 x 一 0 时 为 零 的 全 纯 解 (定理 1), 我 们 来 


p(x, y) = 之 ， hax" 
的 情形 是 容易 处 理 的 ,这 时 方程 的 通 积 分 为 


y=c+qgxt $, ha"/n (ec 为 常数 )。 


如 果 我 们 令 
Y = Yo F z3 ; (3.3.15) 
则 有 
xd (102 + = &p +0): 
dx 11 Oylrera 2! Oy’ly=yo 


假定 这 个 方程 右 端的 括号 中 有 不 含 * 的 项 , 则 有 
xdz/dx => x(Az” + Bx 4 ---), 
其 中 Ae” (m2>1, 4#0) 表示 = 的 最 低 次 项 ,于 是 我 们 有 
© ida 之 
da z(Ax"° + Be +--+) 


AFRI 
x = 43 1， (3.1.16) 
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则 得 


mti 
(m + 1) 209 + rt dA m a 


dz 2z( Az” + Bagni: 十 . 


由 此 得 
2"tig1 /dz = Ab(A, z), (3.1.17) 
其 中 gpl, 2) 是 原点 邻 域内 的 全 纯 函 数 , 且 PCO, 0) = 1/4 #0, 
(3.1.17) 也 可 写 为 | 


2"4192/d2 = 1 ba ak + f(A, 2)| ， (3.1.18) 
k=0 


其 中 的 级 数 有 非 零 的 收敛 半径 。 我 们 有 440, H fA, z) 在 
2= 0, 2770 RISD ts z RIRA. 
如 果 我 们 令 7 7 
| 1 一 we?) (m>1), (3.1.19.1) 
其 中 
ple) = Gr /m+ aiz-nfi (1 一 1) 十 … + am, (3.1.19.2) 
则 得 i 
| at dw [da = >> apek + we Pz fwe oe zim,z), 
k=mt 1 
或 者 | 
dw /dz = gy | 5> azt ™- 14 we Kg so we am , 2)|. 
‘Tk=m+1 
(3.1.20) 
现在 命 = 沿 着 某 条 路 径 趋 于 零 , 使 得 O BES, 并 且 取 
(3.1.20) 的 解 w(xz)， 使 得 当 x 按 刚 才 所 规定 的 方式 趋 于 堆 时 ， 
w(x) 趋 于 任意 固定 的 常数 w。 于 是 由 :(3.1.16),(3.1.19) 得 知 , 当 
z 绕 原点 无 限 多 次 而 趋 于 零 时 ,相应 的 值 x 一 020 Le 8) wT 
=. 最 后 ,由 (3.1.15) 我 们 得 到 : 
定理 5, 在 原 有 关于 ne y) vee T G. 1. 14) poss 
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O) 这 一 节 的 结果 应 该 与 第 五 章 $ 4 相对 照 . 


$ 2. 在 解析 情形 下 ,把 具有 一 个 珀 了 
奇 点 的 微分 方程 化 为 标准 型 | 
关于 第 二 ATCT FERI DER EASES Bendixson 定理 
L 第 一 类 和 第 二 类 简化 型 式 " | 
(a) 与 通常 一 样 ,我 们 假定 x 一 0,y 一 0 是 方程 


dy/dx = Y(x, y)/X(x, y) | (3.2.1) 
的 孤立 奇 点 ， XY SEDARIS MIMS ER, 设 
X = A'ya'x6° 十 ， Y= Aya + - 


其 中 和 与 Y 表达 起 中 的 第 一 项 或 这 两 项 之 一 表示 x 的 最 低 次 项 _ 
现在 我 们 要 来 断定 (3.2.1) 是 否 有 关于 xz 为 上 次 宕 的 解 y(x)， 
BD Ae ao 
y(x) = oGe)x*” (u> 0) © (3.2:2.1) 
的 解 ,其 中 i 
lim v(x) = yo (ve # 0). (3.2.2.2) 
为 此 ， 我 们 作 变 换 + 一 r’, y= or (p, 9 为 互 质 的 整数 ), 通 
过 这 种 变换 和 线性 变换 总 可 将 方程 (3.2.1) 化 为 另 一 种 形式 . 
Tidv/dr = ar + Bv + Žž» (3.2.2.3) 
其 中 5 表示 关于 + 和 v 的 次 数 之 2 的 各 项 之 和 , 4 表示 正 整数 
(比较 下 面 的 方程 (3.2.13.1), (3.2.13.2), (3.2.14)), | 
“关于 7 一 1 的 方程 (3.2.2.3) 在 土 一 节 已 经 讨论 过 了 . 2= 
2, Za = 0 的 情形 将 在 8 2.1 末尾 讨论 ; 在 实数 域内 A> 1 BS 
形 ， 将 根据 I。Bendixson 的 论述 在 $ 2.2 PINE. - 
(b) 将 (3.2.2.1) RA (3.2.1), 得 p 
CA’ yo’ zu +8" + << ) post + xtd0/dx) 一 dv qete +. . 
”| ©: 2. 3) 


1) 见 Ch. Briot-J. C Bouguetf1J, A. R. Forsyth [1] RERE 83—140 m 
H. Dulac[2] 第 107—177 Tq; E. Lahaye[ 1]. | | 
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现在 我 们 希望 确定 ,使 得 (3.2.3) REF RREH 
有 两 项 含有 公 因 子 x”, Eid) 中 我 们 将 看 到 的 ， 这 正 是 为 了 得 
到 所 希望 的 简化 型 式 的 出 发 点 . 
若 上 述 问 题 中 的 两 项 分 别 出 现在 (3.2.3) 左右 两 端 , 则 所 要 求 
的 & 由 下 列 方程 所 确定 : 
uad ++ pu —1= ua += m. (3.2.4.1) 
有 反之 , 若 问 题 中 的 两 项 都 出 现在 左 端 ， 或 者 都 出 现 EAn W 
4 分别 由 下 列 方程 所 确定 : 
pa’ + p + u—l= ua tE + ulmm, (3.2.4.2) 


pa + B= ua, + B, == m, (3.2.4.3) 

因此 ,所 求 之 上 为 下 列 三 式 之 一 : | | 
ua (P+1—8)/(a' +1 a), (3.2.5.1) 
u= (pi— B/C + 1) — (at1)], © (3.2.5.2) 

— pa [Cit 1) — (+ DI/(a— a). (3.2.5.3) 


方程 (3.2.5.1) PER a +1—-a#0. 在 上 述 任何 情况 下 , 4 E 
然 都 是 有 理 数 。 | 

(c) 为 了 作出 最 低 次 项 的 集合 ，Ch,. Briot 与 J. C. Bouquet 
利用 了 Puiseux [1] 研究 代数 方程 Kw, 2) = 0 的 方法 . 

- 取 平 面 直角 坐标 系 5，"”， 并 考 上 说 以 坐标 (a, B+ 1), - 
(a’ +1, BD)，…: 所 构成 的 点 集 6, 其 中 各 点 的 坐标 分 别 对 应 于 了 
和 XX 中 各 项 的 指数 .注意 到 (3.2.5), 得 知 (3.2.37 中 关于 变量 z 为 
ARH, 对 应 着 G 中 在 同一 直线 上 的 点 , 反之 亦 然 ， 事 实 上 ， 
由 (3.2.5), 连 接 两 个 这 种 点 的 线段 的 斜率 为 一 x。 车 通 过 G 中 的 
点 la” +1,8) 或 点 (a, Bp” 十 1)， 作 一 斜率 为 一 的 直线 ， 
则 这 直线 方程 分 别 为 9 一 2” 一 一 k(5 一 a — 1), 或 者 1 一 
pole aE — 2"), CAS a 轴 的 交点 的 纵 坐 标 分 别 为 p” 十 
pla” 十 1) 或 者 8 十 pu 十 1， 其 值 比 (3. 2. 3) 中 对 应 项 的 次 数 
多 1。 由 此 可 知 ， 对 应 于 斜率 为 一 此 的 平行 线 上 的 点 的 各 项 的 和 
次 随 着 这 些 直 线 与 原点 的 距离 的 增 大 而 增加 . 因此 ; 通过 G 中 与 
最 低 次 军 相 对 应 的 那些 点 的 直线 ， 位 于 G 中 其 它 所 有 的 点 与 原点 


€129» 


之 间 . 
有 了 这 些 解释 ， 我 们 将 4 轴 平 移 到 通过 G 中 最 靠近 原先 的 
轴 的 点 的 直线 上 去 ， 若 这 种 点 只 有 一 个 ， 我 们 就 把 它 记 作 4,; R 
之 , 若 这 种 点 多 于 一 个 , 则 把 其 中 纵 坐 标 最 小 者 记 为 41. 
”接着 我 们 将 此 直线 绕 4, 按 逆 钟 向 旋转 ,直至 它 通过 G 中 另外 
的 点 ,如 果 这 种 另外 的 点 只 有 一 个 ,我 们 就 把 它 记 作 A 否则 就 将 
其 中 横 坐 标 最 大 者 ” 记 作 4， 
若 这 条 直线 的 斜率 一 4 不 是 负数 ， 则 我 们 就 不 能 作 变 换 
(3.2.2.1), ERS Pit CERE); 反之 , 若 一 上 < 0， 则 可 将 直线 
Asha Bi A, BM HLM EERE G 中 的 第 三 点 As, 着 G 中 在 这 
直线 上 的 点 多 于 一 个 , 则 取 其 横 坐 标 最 大 者 为 A. | 
如 果 这 条 直线 的 斜率 为 非 负 数 , 则 这 种 步骤 在 4; 处 停止 ， 否 
则 ， 这 种 步骤 可 继续 进行 下 去 而 得 到 一 个 多 边 形 Ai, An 
Anti» 使 得 诸 直线 AAs; A43; e<., AyxApsi 的 同人 (了 不 包 全 0 
的 一 侧 ) 都 有 6 中 的 点 ， TOT | 


DI — Mis > Has 一 Hh ke E RBL, REGA 
y= ote) at G = ], 2, °° a se 
都 是 所 求 的 变换 之 一， 


DI Ada, Ardas 25 AsAyn sys TET LA 
而 使 其 完整 ， 这 两 条 射线 分 别 从 4 Ai RI Arn 出 发 同 正 Li 四 和 正 5 
Sie IP tr — 

我 们 用 下 面 的 例子 来 加 以 具体 说 明 |: LI 

Gia Baty + 2y” 一 x5)dy TI | 

Ci e Cay > 239 + 2x6)” — 4r” Pde = 0, 
则 有 有 序数 对 (ar， 8): (2, 7), (1,9), (15, 0), (0, 15 和 有 序 
数 对 Ca, P): (6, 3), (8, 2), (7, 6), (5, 16). 对 应 的 多 按 形 的 
顶点 为 : se, Are (1, 15), A= (2,9); 4 一 (3，7)，44 一 
(6, 4); As = (8, 3), As = (16, 0), Fa, 又 边 Aidis Ards, 


O 原 书 这 里 及 以 下 两 处 均 为 模 坐 标 最 小 者 .一 - 译 者 注 
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o i2345 10 5c. 
图 41 
AA,» AAs, AsAs 的 斜率 分 别 为 一 6， 一 2， 一 l, — 1/2, — 3/8 
《图 41), 
(d) ik E) 中 所 构造 的 多 边 形 的 一 条 边 的 斜率 , È 
n= p/a, KP p, 9 为 互 质 的 正 整数 。 在 〈3.2.1) 中 令 


xt, y=ot? (p/a n), (3.2.6) 
即 得 
(A'yo't""Pt8a + prey + r?dv/dr) 
— (Avr? ta + > grt! = 0, (3.2.7) 


例如 , 若 (3.2.4.1) 成 立 , 这 个 多 边 形 的 一 条 边 以 点 (ce' + 1, 8) 为 
一 个 顶点 , 另 一 个 顶点 在 (ac, p 十 1), 于 是 由 (3.2.4.1) 有 
pa 十 48 + (p — q) = pa + qb, 

从 而 

pa 十 48 十 (pb 一 1 一 pe 十 48 十 (9 一 1); 
E retata 除 (3.2.7), 我 们 就 得 到 下 面 形 式 的 方程 : 
(Po + Vir + +++) pv + rdv/dr) 一 a(Uo + Ur + ---),(3.2.8) 
其 中 Uo, Ui, ey Vos Vo HY SK, 
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因而 , (3.2.8) 可 写 为 
(Vi + Vit + -**)rdu/dt = F(v) + (4U, — puVi)r 二 cee, 


(3.2.9) 
其 中 | 
F(v) 一 9U — PoV oe (3.2.10) 
现在 假定 方程 | | 
F(00) = qu, — pvoVo= 0 (3.2.11) 
有 一 个 异 于 零 的 根 v = oo, 作 变 换 
v= yy 十 u, : | (3.2.12) 
由 于 F(0) = uF'(v0) + WP"(00)/21 十 “…， 如 果 我 们 假定 
F'(v0) £0, Volson # 0, (3.2.9) RER | 
i tdu/drt = at + fu + Za, (3.2.13.1) 


其 中 3, 是 f+, w 的 二 次 与 高 次 项 之 和 . 
反之 , 若 Fiv) 一 0， 又 假定 Volen #0, Wy (3.2.8) 
| rdu/dr ~ = ar + Za, (3.2.13.2) 
“前 面 所 提 的 问题 是 求 方程 G21) ‘aa (3.22.1) M (3.2.2.2) 
的 解 。 借 助 于 (3.2.6) 和 (3.2.12)， 这 个 问题 就 化 为 求 简化 方程 
(3.2.13) 的 满足 条 件 lim u(r) — 0 的 解 ， 而 这 一 问题 我 们 已 在 前 
面 1 中 讨论 过 了 。 | 
总 之 ,如 果 我 们 假定 Voleo 过 0， 则 变换 (3.2.6), 6222 
将 (3.2.1) 化 为 简化 型 式 (3.2.13.1)。(3.2.13.2)。 
Ce) 最 后 ,假定 | | 
F Co) #0", Volon = 0. 
仍 作 变 换 (3.2. 12), 得 ” 
rdu/dt** = (e't 十 jz 十 …)/Cer 十 大 十 …)。 
EF 关 0, 借助 于 变换 um (—e'/f + u)r 将 变量 x 换 成 ,我 
© 原 书 为 FO) 二 0. 一 一 译 者 注 
*) 原文 为 dw/dTt ,一 一 详 者 注 
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们 得 

tiduJdt = (Frum + -+*)/[Cef — fe dr/f + +++), 
ef’ — fe 闫 0， 这 方程 就 化 为 c2du/de = ar + Ba + Za, 此 
RD ATi E — 28 BLN Ep 2 yr, a, WRI, | 


Fe 
t™ dy /dT > ant + Bmtm + 23. (3.2.14) 

I. Bendixson 证 明了 方程 (3.2.1) 只 可 能 化 成 (3.2.13.1), 
(3.2.13.2) 和 (3.2.14) 这 三 种 形式 〈 见 I. Bendixson[1] 和 [2] 中 
第 五 章 第 1 一 88 页 ). 

O 显然 原点 是 原 方程 3214) 的 奇 点 、 在 保留 解析 性 的 假 
设 下 , 我 们 将 在 下 面 2.2 中 在 实数 域内 研究 此 方程 . 作为 2.1 的 
结束 ,我 们 研究 这 类 方程 的 一 个 特殊 情形 ; 

tidu/dt = ar + fu, (a, PATER, BE 0). (3.2.15) 
解 此 方程 , 即 得 
u = eM Lal rear +c], 
其 中 < 为 任意 常数 ， 

若 “一 0《8 关 0)， 则 这 方程 的 解 为 ce 人， 原点 是 其 本 性 
Ba = aX0, WA 

u = e fal logt — B/C11r) — 6/(21217) — +++] 4 c}, 
原点 为 其 本 性 奇 点 和 对 数 性 奇 点 的 又 加 ， 


用 下 面 方法 加 以 说 明 ,假设 
u = co + crt crt + car” + ees, 

且 此 级 数 有 非 零 的 收敛 半径 , 则 下 面 的 恒等式 成 立 : 

>> ne,t"t) =m Bco + (Be, tar +e > Cnt" 


党 三 1 
因此 ， 
， co 一 0， cine — a/b, nep = Bint 
va 
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Cn = cn — 131/67"; 
但 是 级 数 


ci DI (n 1)1rp'" 


a=1 


Me r= 0 Heo. 


2. I. Bendixson 关于 第 二 类 简化 方程 的 轨 线 性 态 的 结果 


我 们 回 到 实数 情形 下 的 方程 (3.2.14) ,以 确定 它 是 否 存 在 趋 于 
AT (0, 0) 的 轨 线 ,我 们 采用 I. Bendixson 的 论述 ( 见 I. Bendixson 
[1] 第 45 一 49 页 ,也 可 参看 E. Picard [11])， 因 此 可 设 | 

-a"dy = Cay + bx + P(x, y))dx, (3.2.16) 
m 为 之 2 的 整数 ,a, b IKER a # 0, PC, y) ERE || 
a, |y| <8 内 为 实 值 连续 函数 ，P(0, 0) 一 0， 且 
oo. IPCx, y2) — P(x, yi) = 0Cly2— yi!) (3.2.17) 
在 |x| Sa AKT * 一致 成 立 ， 

此 方程 有 解 x 一 0;,y 一 0 和 半 y 轨 x 一 0, y> 0; zx 一 0， 
y<0; :现在 我 们 来 探讨 原点 附近 其 它 解 的 性 质 . | 

WRAMREEAERM |x| <a, |yl <p 内 P(x, ,) 关 
于 x 和 ? 有 连续 一 阶 偏 导数 , 且 P(x,y) 一 oz + y, WX 
有 段 的 结果 是 第 五 章 的 一 个 特殊 情形 . 

我 们 将 按照 I. Bendixson [1] 而 分 为 四 种 情况 : (a) a > 0, 
mA: b) a<0, m ABMs C) a > 0，m 为 奇数 ; (qd) 
a<0, MAR. 

(a) Ha>0, ABR. | 
由 《3.2.17) ,我 们 有 |PC0, y)| = oCly|), RARER 5,， 
使 得 有 

að; + P(0, 8) > 0, — a8, + PCO, — 8) <0, (3.2.18) 
因此 可 取 e>0, 1 
a8, + bx + P(x, 6) > 0, 


3.2.19 
— að, + br + P(x, — 5) <0, 对 |x| Se, ( 9) 
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考察 以 x = 0, =E, y= — âs, y= 8 AIA E E (图 
42(a)). 如果 有 轨 线 从 边 y= 6， 上 的 点 《x,61),，x > 0 离开 这 
和 矩形 ,由 (3.2.19), 在 这 点 处 有 dy/dx> 0， 从 而 当 * 减少 时 这 轨 
线 进入 这 区 域 。 类 似 地 ， 若 轨 线 从 点 Ces da), 1 > 0 离开 ， 
则 在 此 点 有 dy/dx <0, Mit 减少 时 轨 线 进入 区 域 R. 


图 42 


由 (3.2.17), 唯一 性 定理 得 到 保证 。 故 这 些 曲 线 既 不 与 正 ? 
畏 相 交 ， 也 不 与 负 y 轴 相 交 . 又 因为 通过 R 内 的 点 的 轨 线 可 以 向 
左 延 拓 , 因 此 所 有 通过 RR 内 的 点 的 轨 线 都 要 趋 于 原点 ， | 

现在 让 我 们 来 考虑 以 «= — e, x 一 0, y= — da, y= di 
为 边 的 矩形 RI. 设 P=(x, 8), x 二 0 为 Ri 的 边 y 一 6， 上 的 
点 ,在 该 点 有 dy/dx > 0; 从 P 点 进入 R 的 轨 线 可 向 左 方 延 拓 直 
到 与 边 x 一 一 8 相交 于 一 点 P 为 让。 对 于 从 Re y = — di 
上 的 点 进入 R 的 轨 线 也 有 同样 结论 。 HBA, Æ PE R 的 边 
y 一 2 ES (0, 8.) EXE, WIP NALI CET — a t a 
之 间 ) 具 有 下 确 界 ssi <s <A. 

容易 看 出 ,从 S= (— 6,5) 出 发 的 轨 线 趋 于 原点 . 事实 上 ， 
由 唯一 性 定理 它 不 可 能 与 》 轴 相 交 ,也 不 可 能 与 R 的 上 方 的 一 条 
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边 相 交 , 因为 否则 ,由 解 的 连续 性 * 就 不 可 能 是 下 确 界 了 . MRI 
论述 对 下 方 的 一 条 边 也 成 立 ， 
因此 ,我 们 求 得 了 定义 在 [一 s, 0】 HEWER 
jim yr) = 0 


的 轨 线 y 一 y,(x). | a | 
我 们 希望 证 明 , 具 备 上 述 性 质 的 轨 线 只 有 一 条 , 也 就 是 说 , 假 
E y ya) 是 定义 在 [- 6,0) LEWE 
jim 938) = 0 
Ha I — y) — = — a PG, sE) — P(x, y,0%)) 
qe (yı ya) - aE + ayn = y) |; 
又 由 于 (3.2.17), 可 缩小 6， 和 和 5s, 使得” 
Pe | < 
a Cy: 一 Va) 2° 
于 是 有 dlog ly — ya|/dx > ax-"/2, M— e 到 zx 积分 之 , 即 得 
lya) — y) 1/ly(-e) — (2) | 


> ep(— [ele 1), 


2(m — 1) 

而 这 是 矛盾 的 ,因为 当 x* 一 一 0 时 上 式 右 端 趋 于 十 co. 

总 之 ,原点 既 有 结 点 性 质 , 又 有 较 点 性 质 ,这 样 的 点 称 为 鞍 - 结 
FÀ (Poincaré 称 为 余 结 点 《Col~noeud)， 见 第 五 章 ). | 

(5) È 4<0, mABM, We A—-E, 就 有 与 上 相同 的 结 
te. 

(o) & a > 0; m HBB. | 

(a) 中 对 <> 0, m 为 偶数 的 情形 所 得 到 的 结果 在 R 中 仍然 
有 效 ， 所 以 从 R 中 出 发 的 一 切 轨 线 都 趋 于 原点 。 再 注意 到 变量 代 
- Ba 一 一 5 把 (3.2.16) 变 成 5"dy/d5 = ay — bE + P(— E,y), 
因而 从 R 中 出 发 的 轨 线 当 x 一 一 0 时 也 趋 于 原点 ， 因此 在 所 考 
虑 的 情况 下 所 有 的 轨 线 都 趋 于 原点 (图 43)， | 

(d) 最 后 , 设 a 二 0，、m 为 奇数 . 
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当 x >>0 Bt, (b) 中 所 得 的 结果 均 成 立 ， 当 * <0 时 (a) 
中 所 得 的 结果 均 成 立 (只 需 改 》 为 一 9), 因 而 原点 是 鞍点 ( 见 第 四 
章 $ 4.3), 它 的 两 条 分 界线 是 半 轴 y > 0 和 ) <0 (图 44). 


4 3. 在 实数 域内 Briot-Bouquet 方程 
的 结 点 情形 。Wintner 定理 


1, A. Wintner 引 理 


这 一 节 我 们 在 实数 域内 ,对 ple, y) 作 很 一 般 的 假设 下 给 出 

方程 
xdy/dx = py + p(x,y) (p> 0); 
xdy/dx = x + y + p(x, y) 

的 解 的 性 质 的 两 条 A. Wintner 定理 ( 见 A. Wintner [1]). to 
PCr, y) 是 全 纯 函 数 , 则 这 方程 显然 就 是 我 们 在 $1 中 所 讨论 过 的 
Briot-Bouquet 型 方程 

在 讲 后 面 要 用 到 的 引 理 之 前 ， 我 们 指出 ， 如 果 引 理 中 的 条 件 
(3.3.1) 由 更 直接 的 条 件 OC4,0) 一 0 所 代替 ， 则 这 条 引 理 的 第 
一 部 分 可 由 第 一 章 $1.2(e) 得 出 。 引 理 本 身 可 推广 到 含有 个 方 
程 的 方程 组 中 去 ( 见 第 九 章 $ 4). 
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51 RX du, 0) EPH 
Si m<ZULT 0, — DO<ZIK +0 
LESENE > m MERE. 
| Elu, 0)ldu < + om, (Ww>m) G31) 
RAPER u) > 0, Ret u > Oo 以 及 任意 ma， n 
足 
(Bu, v) — Plu, v) | Sau) val, (3.3.2) 


{Lada 一 十 co。 (3.3.3) 
在 这 些 假设 下 ， 对 任 一 给 定 的 实数 0° o, Die 
dv/du = D(u, v) | (3.3.4) 
在 区 间 Le, +00) 内 由 初 值 条 件 
vu) = p? (3.3.5) 
REHOME v = ow) AREA IRA ARIE 
lim ou) = (+ 00) = è (3.3 6) 


反之 ,对 给 定 的 常数 c 在 区 间 [w, +00) 由 方程 (3.3.4) 77 


ERREI v (+00) 一 < HOMER, 

其 次 ,由 条 件 Ho) 一 。 记 确 定 的 (3.3.4) 的 解 0 = ou) 
关于 < 连续 . 

(3.3.4) 的 解 的 唯一 性 由 假设 (3.3.2) 和 条 件 (3.3.3) 所 保证 


《第 一 章 定理 8)， 因 此 只 需 证 明 解 在 [”， +o) 内 存在 ,并 且 满 


Jam (3.3.6). 
为 此 ,假设 这 个 解 对 a 
u? KLu Lut a H 00 
有 定义 、 
因为 ， 


* 这 里 以 及 后 面 的 积分 下 限 原 书 都 为 wo . 一 一 译 者 注 
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y(u) =o + CCG v(5))dE 


= 00 + (COG, War + |" (OCS, CE) — DEE, 00148, 

o (3.3.7) 

由 (3.3.2) 得 知 
EDI < ll + ÈE OE, lag + Sad, 


再 由 Gronwall 引 理 (第 一 章 $ 2.1/3 
[zl KCl? + A) = Mi, (3.3.8) 

其 中 A,B Salts (3.3.1) RI (3.3.3) 这 两 个 积分 . 由 此 我 们 看 到 ， 
v《u) 可 延 拓 到 ut 以 外 ,从 而 ut = 十 oo, 因而 对 << +00 
(3.3.8) RAZ. 

SOK SFA o> 0, H (33.1), (3.3.3) fe Rl fe EE u > 
u, ERIT EE iu <u” PESA u, u, 都 有 

| 10E, ldg <o, |" aE <o. 


因此 ,由 (3.3.7) A (3.3.8) 得 知 loe) 一 we) <o(1 十 M)、 
最 后 ,由 Cauchy 定理 就 得 到 (3.3.6). 

反之 ,我 们 来 证 明 , 对 于 给 定 的 常数 c, 满足 (3.3.6) 的 解 只 有 
一 个 。 事实 上 , 设 4 是 小 于 1 的 正 数 , 取 z 使 得 


OZ <g<il, 
BERKE (4, + co ) 内 考虑 积分 方程 
vu) = v (+ œ) — | olu, v(u)) du, (3.3.9) 


FAZKEMBKBIIIE: È | 
vu) = c, (3.3.10.0) 


pau) = s+ 00) — | Pus op ala) de 
| (n= 1,2, =). (3.3.10.n) 
显然 | 
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vlu) — Vo Cu) == 7 | OE, Vo)dE 
——| oE, dë + ("IOC 0) — PCE, v) 128, 


Lo) — a] < [TIOE Olas + lel) ads c. 
类 似 地 ， | 
Losa) — nO) = || COE) 


— OCE, wn) de < c |” e = ca. 


HARARE 
lvlu) — vu) | S Cg" (ne 2,3, 00°). 
因此 ,极限 limy, Cu) 存在 , 且 这 个 极限 的 收 钱 性 对 (nw, + 00) 


中 的 一致 地 成 立 ,其 次 ,因为 
AE, vaas 一 | OCE, Eal 


< leila) 一 | 


故 对 (3.3.10.n) 可 在 积分 号 下 取 极 限 , 从 而 立刻 求 得 (3.3.9). 

注意 到 所 找到 的 解 可 以 由 * Plz ere w ， 便 完成 了 这 个 引 
理 的 证 明 ， 

剩 下 的 要 证 明 v(x) 关于 v《 十 œ) 的 连续 依赖 性 ， 这 意思 
是 说 ， 如 果 c:(0) M v;(w) 是 (3.3.4) 对 应 于 常数 由 十 co)， 
v(+ 0) 的 两 个 不 同 的 解 ， 则 差 (2) 一 |ou) — olu) $ 
r( +0) 趋 于 零 时 一 致 地 趋 于 零 . 下 面 这 个 证 月 是 C. L. Siegel 给 
出 的 ( 见 A. Wintner [2] 第 131 一 132 页 ). 

由 唯一 性 定理 得 知 r(w) #0, Alt 

a a (fue) 一 valu) I 

du v(u) 一 v(u) i 


— e) — 00) _ 
v(a) — vu) 


Du, vi(4)) 一 P(u, v(u)) 
vi(#) 一 vu) ° 
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FEE (3.3.2) 得 一 4(w) < dlog r(w)/du < a(n), 现在 令 
| ad = B, 
则 对 于 u >u, 我 们 有 
— B < log(r(+ 00)/r(u)) SB, 
0< e-Br(u) < r(+ 00) < ¢?7(u), 
因此 , 当 r(+ 0) TEN, (4) 也 一 致 地 趋 于 零 , 引 理 得 证 。 


2. A. Wintner 第 一 定理 


定理 6. (A. Wintner 第 一 定理 ) RAM p (x, y) EHE 
R: 0< <a, —b<y <b 内 连续， 且 存在 常数 H>), 使 得 


| x71"? |oCx, 0) ldr < + œ”, . (3.3.11) 
0 


pe Ya) 一 ol, vil <e@ly— vl, (3.3.12) 
| LO dx < + 00, (3.3.13) 


La nb bi J "> nre È 

xdy/dx = py + p(x, y) (3.3.14) 

Roi R: 0<r Sa, — hi Sy <S bi PIETÀ Czas yo) 出 发 
nn ao 人 当时 

y(x) = ca? + o(x?), (3.3.15) 

友之 ,对 任 一 固定 的 常数 , 方程 (3.3.14) 有 满足 条 件 (3.3.15) 的 

解 。 
设 z, 7 为 两 个 正 数 ， 使 得 0 二 2 二 a, 0 二 5 二 5， 定 义 函 
1) AR (3.3.11) 中 的 符号 |， de < + oo 表示 对 固定 的 4，0 < <a, 


me Ot 时 | ……ax 的 极限 存在 且 有 限 。 
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2X Pla, y) 如 下 : Ì 0 
Plr, y) = plr, y), 对 OPPEREN <, (3.3.16.1) 
Plx, y) = p(x, 5), X OMe <a, y> Bb, = (3.3.16.2) 
P(x, y) = p(x, —8), H 0<r <a, y < —b, (3.3.16.3) 

则 px, y) 在 带 域 S: 0<#<4,— 00 <y<+o 内 满足 条 

ff (3.3.11) 5 (3.3.12), 

对 方程 
ady/dx = py + G(x, y) __ (3.3.17) 

作 变 量 代 换 se 5 : 

x net", y = ve, | (3.3.18) 

这 变换 将 带 瑾 3 映 上 到 平面 T: «> — loga, 一 co <y < +00 

(ILE 45(a) 5 (b)) MI (3.3.17) 变 成 


(Ga) 
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dv/du = Pu, v), | (3.3.19) 
Hh O(a, v) = — e?“p(eT", ve t*). 
由 于 (3.3.11) 和 (3.3.12)， 这 两 个 条 件 对 g(x,y) 也 满足 ， 
因而 Da, v) 满足 $ 3.1 的 引 理 中 所 述 的 所 有 条 件 ,又 由 (3.3.18)， 
R lim vlu) = ¢ ER 


y 
lim — ™ c, 
x >ot xP 


由 此 得 知 ,从 带 域 5 中 的 点 Cros yo) 出 发 的 方程 (3.3.177 的 每 一 个 
解 y(x) 都 满足 (3.3.15). 

要 完成 本 定理 的 证 明 , 现在 只 需 证 明 ， 如 果 点 (xo, vw) 属于 
适当 的 矩形 R: a < xo 45 pol <a, W 1y(x)| 二 2， 因为 
一 旦 如 此 ,由 (3.3.16.1) 得 知 (3.3.17) 中 的 G(x, y) 可 用 px, y) 
代替 ,因此 ，y(x) 是 (3.3.14) 的 通过 Ceo yo) 的 解 。 

给 定 o> 0， 可 确定 w*, 使 得 对 于 «>>, RITA 


le) = lo) + o. (3.3.20) 
再 对 bi, 0<4< 4, K u>u, 使 得 
o < (5 — ber, (3.3.21) 


> are e”, ZIE (3.3.17) 的 通过 定形 Ri:a<x Sa; ly | < 
bi 中 任 一 点 《xo, yo) 的 解 y = y(x). HÆ (3.3.18), A Cros 
Yo) 对 应 于 半 平 面 了 中 的 点 (wo， vo), REF 
u, = — logx = —loga => u", (3.3.22) 
leCzo)] = | yo] e?" < bie”, (3.3.23) 
出 (3.3.20), 取 u = u, HPAI (3.3.22), (3.3.23), RITA 
le) lol) +0. die?” + (b — By, er 
< bero + (b — bo)ef"0 = bet < ber“, 
因此 对 0 二 x 二 xo。 A ly = lola) le <a, 


3.A. Wintner 第 二 定理 


(a) 定理 7. CA. Wintner 第 二 定理 ) 设 函 数 plz, y) 在 
给 定 的 矩形 Ri 0<* <a, —~b<y<b 内 连续 , 且 满 足 
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| x7|pCx, xlogx)|dx < + 00. (3.3.24) 
+6 


又 假定 对 一 切 «€(0, a) 有 


1p(Cz， va) 一 ples Ya) < ulr) |y — val» (3.3.25) 
其 中 
| <+, (3.3.26) 


在 这 些 假 设 下 ， 存在 正 数 as bi, 0 Ca, <a, 0<4 <b, 使 得 
DR RIE 

xdy/dr = x + y + p(x, y) (332) 
从 Ri: 0<xSa, — bi&y &b 中 任 一 Ri (xos Yo) 出 发 的 
解 ， 则 这 解 在 C0, xo] 内 存在 , 且 当 «> +0 时 它 趋 于 零 . 

此 外 ,存在 常数 <， 使 得 当 *- o 时 有 OO 

(x) = xlogx + cx + ole) , (3.3.28) 
反之 ,对 任 一 固定 的 <, (3.3.27) 存在 满足 (3.3.28) BO. 

这 定理 的 证 明 类 似 于 3.2 中 的 推理 ， 不 过 变换 . 

a=e 24, y = Çv — u )e™ 
将 (3.3.27) 变 成 了 方程 dv/du = Du, v)» 
其 中 o / 
Plu, v) = 一 eup( eu, (o — wu)e *), 
A Mau, v) 具备 $ 3.1 中 引 理 所 述 的 性 质 . 

Cb) § 3.2 和 $ 3.3 (a) 中 所 证 明 的 A. Wintner 的 两 条 定理 的 
重要 性 在 于 这 样 的 事实 ， 它 们 是 用 积分 来 给 出 一 些 充分 条 件 的 
[(3.3.11), (3.3.12), (3.3:13), (3.3.24), (3.3.25), (3.3.26)], Xx 
些 条 件 对 方程 右 端 所 加 的 限制 较 宽 , 却 保证 了 系统 
á m az + fy, j= Yx + 8y + P(x, y) 

的 轨 线 当 «> 0 时 与 简化 系统 z 一 art py, p=Yx + 8y 的 


轨 线 在 下 面 两 种 情况 下 具有 相同 的 性 态 : 
xc 一 1， 8=0, T=0, 6=p>0; (3.3.29) 
a=1,fe0, T=1,6—1, . (3.3.30) 
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这 两 种 情形 都 对 应 于 结 点 情形 (前 者 当 p 天 1 时 对 应 双 切 结 点 ， 
p= 1 时 对 应 星 形 结 点 ,后 者 对 应 于 单 切 结 点 ). 
这 部 分 内 容 在 第 五 章 $ 1 还 要 加 以 讨论 . 


th 充 


1. 给 定 方 程 
dy _ bx + by + 32 (1) 
a ax ax + ay + Za 
其 中 41s 423 bi, da 为 实 或 复 的 常数 ， alba 一 ab: FO, 225 X: 为 通 
常 意义 下 的 高 阶 项 。 容易 求 得 这 方程 在 原点 r= y= 0 附近 存 
在 满足 y(0) 一 0 的 全 纯 解 y=yG) 的 充分 条 件 ， 
事实 上 ,变换 y 一 xv 将 (1) 变 成 
x IL a Dt (b, — a;)v — aw? + xp(x, o) 
dx ai + aw + x(x, v) 
其 中 p(x, v), plx, y) 在 x == y = () Pht Ay ae Sh bey 
若 u(x) 是 (2) 满足 wm 一 以 0) 的 任 一 全 纯 解 ， 则 um 
UT Vo 是 方程 
MILLA _ D+ (b, — alto — aw + pi(x. v) (3) 


* Ix a, + avo + px, u) 

的 满足 u(0) 一 0 的 全 纯 解 ,这 里 p:(0, 0) = di(0, 0), E pis 
p E rmu=0 附近 为 全 纯 . 

如 果 可 以 选取 以 0) 一 wm， 使 得 

人 + (ba 一 ao 一 awi 一 0, 
ar + awi £ 0, 

则 (3) 就 变 成 了 Briot-Bouquet 型 方程 ， 它 的 全 纯 解 问题 我 们 已 经 
在 $ 1.2 中 研究 过 了 了， 

2. RME AJH, X, Y 为 解析 时 ， I. Bendixson[2] 证 明了 


经 有 限 次 ( 非 线性 ) 变 换 后 ,可 将 方程 si 
dx X(x, y) 


(2) 
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化 为 标准 型 
| xt! DI. a ox + By + Za. 
ax | 


用 有 限 个 形 如 smu, y 一 xo + v) 的 变换 将 CI) 化 为 
有 限 个 标准 型 的 方法 是 由 E. Lahaye [1] 得 到 的 , 其 中 4,59 
数 ,P 是 某 个 代数 方程 的 根 . | 

M. Urabe [1] 用 Puiseux 的 方法 (51200), KHE (1) 的 
一 个 特殊 情形 化 成 了 标准 型 .这 里 

Y(x, Yr, y) == zy , OCz, y) era), 
| X(x, y) P(x, y) 
Htr, s HERCE 0 或 一 0), 9，P 为 多 项 式 ， 在 原点 附近 为 
SIAM. 
M. Hukuhara 芳 虑 了 另 一 类 特殊 情形 : 
Y(x,y)_ Q(x, yY) 
XCx,y) P(x, yjet? 
其 中 c>0I0 HER, | i 
P(x, y) = bi(x) + b.(x)y +-+ bi) ys 
5 
(x, y) ™ a) + a()y +++ +a (x)y’ 
FEAR ( 见 H. Hukuhara, Kimura, Matuda [1] AZE). 

Hi ao(#); +++, ag(e), bx), bale), <->, OE: T 
近 是 * OR I x 的 全 纯 函 数 C 4 HBR, p/g > 0) (为 
简单 起 见 , 称 这 种 情况 为 在 x 一 0 附近 “正则 ”), 则 可 以 证 明 , 经 
过 有 限 次 下 列 变换 y = z 十 EZ, y= xz, 一 1/3 可 把 原 方 
ECA TENERE: 


(a) x 人 2 fz, y), C0, 0 ) 一 0， 
(b) ae y), o>0, f (0， 0) 一 0; f, CO, 0) # 0, 


o =>0, r>0, (0,0) #0, 其 中 


Cc) tiyr 
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(x,y) E z= y 一 0 附近 关于 7 为 全 纯 , 关 于 zx 为 “正则 ”, 或 者 
(d) x 2 = yp(x, ys x’/y), 


dy 
Ce) xyt = p(x, Ys» x?/y), k20, p(0, 0,0) = 0, 


C£) h Z = ytp(x, y, x9/y), o>0, 和 1 十 ao/p， 


P(0, 0,0)#0, 
E plr, y, z) 在 + 一 y 一 z 一 0 附近 关于 zx,y 为 全 纯 , 关 于 
z 为 “正则 ”. 

_ 3. 在 已 经 引用 过 的 文献 Hukuhara, Kimura, Matuda[1] 的 
第 三 章 中 ， 对 方程 (a7，(b7，(c)( 见 上 面 的 说 明 ) 作 了 详细 的 研 
究 . 

此 研究 分 为 三 步 : 形式 积分 ; 证 证 明 形 式 级 数 的 收 人 性 或 浙 近 
性 ;通过 对 级 数 的 检验 来 推导 解 的 性 态 . 

作为 例子 ,考虑 方程 

or = f(x,y), o> 0, 0,0) =0, f,(0, 0) #0, 
如 果 


f(x,y) = ay + anor + DI apkXiy, 


itk>2 
我 们 可 用 变换 
y = Epirin, Poo =O, Pon = 1. 
于 是 变换 后 的 方程 具 形状 


a d r < ; 
x +1 aT N == 7 > jx! y 
dx . j=30 


这 方程 有 通 解 


7 = Creo, 


其 中 C 为 任意 常数 ， 
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(M. Hukuhara, Kimura, Matuda[1] 第 58 一 59 页 例 3). 
4. 天 于 方程 | 
dy _ Y(x, y) 
di X(x,y¥) y) . 
在 解析 情形 下 ， 于 孤立 奇 点 邻 域 内 轨 线 性 态 的 进一步 研究 可 参看 
A.-F. Andreyev[2}, A. N. Berlinkii([1], [2]; I. B. Khaimov[2], 
I. S. Kukles[1], [2], I. S. Kukles-D. M. Grus[1], [2], S. Lef- 
schetz[1], [4], H. Shintani[1]. | | 
特殊 情形 是 : 
1) X=y+ 5, Y= 2. 
网 A. F. Andreyev [1], S. Barocio [1], N. A. Gubar [1], I, B, 
Khaimov[ 1], S. Lefschetz[1], [2], [3]. 
2) X =x + 22. Y = Zi. 
Ti N. A. Gubar[1]. 


5. HBA I 
dir dt im (1) 


FEM WAR a= y= ss 一 xs 一 0 的 邻 域内 的 解 的 解析 表达 
TE E. Picard [1] 研究 过 ,其 中 

Xi = apri H eei + antn + EPO (213 +, xa) G = 1,°°°, 2) 
借助 于 线性 变换 


8 


va = È limitis Y; ~ 2 Wowx | (2) 
我 们 有 | | 
ve DI aylanti + 00 + aint) + TG) 
如 果 对 每 个 a 满足 方程 组 | 
> Akili = Anders Cr = 1,°°-,n) (3) 
则 Yi 的 一 次 项 可 化 为 Xky4. 
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VINES’ 方程 组 (3) ISPA, Ay 必须 是 


— 4 an Gai 
412 an TÀ °* am 
Zin An . Ann n À 


的 根 . 车 这 方程 组 有 > MEST o ee Any 由 初等 代数 知道 ， 
这 时 有 7 个 解 Cans … ara) (AI) 满足 
因而 (2) 可 逆 。 因 此 ， 如果 我 们 以 dele 记 (1) 中 的 da/X,, W 
RITE 7 Æ Briot-Bouque 型 系统 | 


d ° . 
Lon 一 ya + TGs Ya) (R= 1000, n). (4) 


Ma 2 = 1 FST 在 关于 u 的 某 些 假 设 下 ， BT ELE ES AA (4) 
ARR Ois 0003 yo). CE + 二 0 附近 可 表示 M, +++ RR 
数 ， | 

有 关系 统 


#0, 


ot d | 
got! St = file, Yis °° > Ya) 


的 最 近 研究 可 参看 M. Iwano [1j, 也 可 参看 A. A. Shestakov[1], 
其 中 方 在 x 王 太一 …… 一 和 一 0 的 附近 是 其 变量 的 全 纯 了 荔 数 。 
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第 四 章 平面 自治 系统 


在 前 面 各 章 中 ， 我 们 曾 对 X(x, y)» Y(x, y) 作 了 各 种 不 同 
假设 ,而 后 得 到 了 一 些 用 以 说 明 系 统 
t= X(r, y), J= Y(x, y) 
的 轨 线 性 状 的 例子 。 现在 我 们 将 从 本 质 上 是 几何 学 的 观点 着 眼 ， 
对 上 述 系 统 就 其 相 平 面 作 一 般 性 的 研究 ,而 仅 设 AX, Y 在 整个 F 
y 平面 上 (REI O 6 和 $7 以 外 ， WE x,y 将 取 为 往 面 上 和 球面 上 


es è Dn 0 0 o è& è. sn Il # o o o G G è. 


Lipschitz LR ARTO EC 章 定理 6). 

有 时 候 为 了 方便 起 见 ， 仅 假定 X, YEr, y 平面 内 的 有 界 开 
连通 集 内 有 定义 ,而 不 要 求 它们 在 全 平面 内 有 定义 。 这 时 ,对 于 此 
种 集合 的 边界 点 邻 域内 轨 线 性 状 的 研究 需要 给 予 详细 分 析 、 有 关 
这 方面 内 容 的 研究 例如 可 参看 T. Ura, 


SL 极限 集 


1 雪线 y 的 极限 集 ACy)，0QCy)， 一 般 性 质 


(a) 首先 ,依据 G. D. Birkhoff [1]， 我 们 给 出 下 面 定义 。 

定义 。 一 个 给 定 系 统 | 
l èm X(x, y), P= YG, y) (4.1.1) 
的 相 平 面 上 一 点 9 称 为 已 知 雪线 y = 70) 的 wo- 极限 点 [a- 极 
限 点 ], 如 果 至 少 存在 一 个 趋 于 十 co[ 一 co] 的 序列 

ae << ee <il Lel > t,> 0. > ti] 

使 得 
limd(Yo(ta); O)= 0, (4.1.2) 
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其 中 符号 d(A, B) 表示 点 A, B 之 间 的 欧 几 里 德 距离 。 

轨 线 7 的 所 有 o- 极 限 点 [a- 极 限 点 ] 的 集合 称 为 > 的 w- 极 
RE [a- 极 限 集 ]， 记 作 OM) TAC). 

由 于 这 些 定义 的 对 称 性 ( 当 以 一 :代替 + 时 , 即 可 由 其 中 一 个 
定义 得 到 另 一 个 ), 为 了 简单 起 见 , 我 们 常 考虑 w- 极 限 点 及 其 点 集 
Ar). 

(b) # a(r) 为 非 空 集 ， 则 由 于 20) 的 每 一 点 都 是 7Y 的 
Ri, 因此 Ar) 包含 在 集合 UR 7 的 所 有 点 构成 的 集合 ) 的 
闭 包 7 之 中 ,用 符号 表示 为 | 
Ar)C7 [A(r) C 7). | (4.1.3) 
即使 0(7) 是 空 集 ,这 个 关系 式 仍 然 成 立 . 

(c) 由 这 个 定义 即 可 得 知 , 车 P 是 已 给 集合 Or) 的 一 个 聚 
点 ， 则 了 属于 Or). RI, id Or) 都 包含 它 自己 的 训 
me Alt, 每 一 个 Or) 都 是 闭 集 。 此 外 , 我 们 还 可 以 证 明 : 

EL 着 7 包含 一 条 有 界 半 轨 re, W 007) 非 空 , 且 为 有 
FOE. | 

设 {tn} > +00 为 一 递增 序列 ,由 Bolzano-Weierstrass 定理 ， 
可 知 rE) 至 少 有 一 个 聚 点 2: 因为 从 {1,} 中 可 选取 一 子 序列 
使 (4.1.2) RI, 故 a(r) FES. JEM, Cr) 显然 是 有 界 的 .。 

我 们 用 反 证 法 证 明 907) 又 为 连通 集 。 假定 存在 两 个 有 界 
HE A, B, 使 得 AUB = 9(7)， 且 满足 d(4, B) 一 4>0. 
由 于 4 C Q(7Y)，B C Q(7)， 故 必 存 在 两 个 序列 {ta}, 1ta} —> 
十 00, 使 得 若 Ps 一 ret), PL = ros), JI 

d(P,, A) = inf{d(P,, 0): QEA} < d/3, dp,, B)<d/3, 
不 坊 设 << <<< << th Stamos, 
以 C4 记 平 面 上 与 4 的 距离 小 于 4/3 的 点 集 , 7 BIMBE 
1) 事实 上 ;对 给 定 的 正 整数 x， 至 少 存在 一 点 9e09 (7)， 它 与 P 的 距离 小 于 1/ 
2n, BEDE Milt >n, AM r >n 时 有 d(r(1), P)<1/2, B 
In 为 使 上 述 关 系 成 立 的 > e ' 的 下 确 界 ， 则 序列 {t} HERR 点 定 


MORE Mii PE A(7). 
2) 闭 的 连通 集 是 指 它 不 能 分 解 为 两 个 不 相交 的 非 空 闭 集 A, B ZH. 
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PPP, + PP, << ROME RATER cx 内 ， 第 二 
个 端点 在 Cs 内 。 由 于 集合 64, Ca(C4， Cs 的 闭 包 ) 无 公共 点 , 故 
RE — ER n, FE fns tit, ER Pro) 
不 属于 CE4， 也 不 属于 Cs， 从 而 d(P,, QCr)) >d@[3. | 
由 于 点 集 P, BT vi, 由 假设 它 是 有 界 的 ， 再 由 Bolzano- 
Weierstrass FE, AR P, EVFX_TEAO. 显然 dQ, 
Q(7)) > 4/3, 而 这 与 Fa —> +00 时 limd(P,, 0) 一 0 这 一 事实 
矛盾 , 故 必 有 060907). 
(da) 集合 0(7) 的 男 一 个 重要 性 质 由 下 面 引 理 给 出 . 
To | OLLA 
事实 上 , 设 了 一 TG) 是 经 过 POO) =P) 点 的 一 条 轨 线 ， 
由 定义 存在 序列 {1,} > +o, E arl), P) BATER 
limd(7(4), T(0)) = 0, (4.1.5) 
ROST EEA, STO =g. tease =1+1,0. 1.5) 
可 写 为 | | 
limd(7(, +#), ro) = limdCy G +7),0)= 0. 
现在 序列 {ta + 7} 与 {1,} 一 样 > +0, At Qe Or), LA 
9 为 【上 任意 一 点 , 引 理 得 证 . È 
(e) 引 理 2 说 明了 ， 每 个 集合 A7) L407)] 至 少 包含 一 整 
条 轨 线 .因此 我 们 可 以 作 下 面 的 定义 . 
定义 ， 每 条 至 少 属于 一 个 极限 集 QIR 4(7)] 的 轨 线 ， 
称 为 co AAG LAA PR. | 
“本 节 的 目的 就 是 分 析 轨 线 极限 集 的 结构 以 便 确定 它 是 否 能 
包含 几 条 雪线 ,在 什么 情况 下 它 能 包含 几 条 雪线 ,这 种 极限 轨 线 的 
类 型 ,它们 之 间 的 关系 ， 以 及 它们 与 那些 以 它们 为 极限 集 的 轨 线 之 
间 的 关系 。 © 
(f) 最 后 我 们 可 以 阅 述 以 下 引 理 ， 
5183. STERT alr) 的 一 条 METTA 则 集合 
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XT), AT) 是 07) 的 一 部 分 . 

事实 上 , 或 者 O(T) [4(T)]* BSR, RAH $), QCT) 
[A(D)] 中 的 每 一 点 都 是 了 上 的 点 的 聚 点 ， 从 而 也 是 207) HOR 
”点 ,因此 (再 由 (b)), TE 207) WA. . 


2. 轨 线 的 分 类 


(a) 因而 ， 对 给 定 的 轨 线 7Y、 有 三 种 可 能 性 : (1) Q(Y) 为 
空 集 ; (2) Qr) 非 空 ,但 交 7 人 8(7Y) 是 空 集 ; (3) BS Nn 
or) 非 空 . 

仅 当 7 含有 一 无 界 ( 正 ) 半 轨 ( 它 可 经 万 有 限时 间或 无 限时 间 ) 
时 第 一 种 情况 才能 成 立 ( 引 理 1), 这 时 称 7 为 -发 散 轨 线 ， 

对 第 二 种 情况 , 称 7 为 o- 渐 近 轨 线 ; 最 后 ， 在 第 三 种 情况 ,7 
RZ Poisson wo- 稳 定 的 . a 

对 ACr) 可 作 关 似 的 定义 

(b》w- 发 散 轨 线 与 其 它 两 种 轨 线 相 比 意义 不 大 ， 因 此 ,我 们 
仅 通 过 一 个 例子 给 予 说 明 。 容易 看 出 ,系统 


z=1, 9= — 2xy! 
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的 轨 线 为 三 次 曲线 族 cy + xy — 1 = 0 Ce 为 常数 ), 它们 的 形状 
如 图 46 所 示 。 

其 中 每 一 条 轨 线 都 a 发散, 也 都 or 发 散 ,， 又 因为 t= 1, kK 
xz 一 t+ 利用 横 坐 标的 这 一 性 质 ,容易 将 那些 在 有 限时 间 内 走 © 
完 的 轨 线 与 别 的 轨 线 区 分 开 来 . 

(c) 在 第 二 章 我 们 已 经 遇见 过 几 个 MIURA o MEH 
线 的 例子 《它们 都 趋 于 奇 点 ), 不 久 我 们 还 将 遇见 另 一 些 例子 。 在 
这 一 章 的 4$ 2 FIS 3 中 将 对 这 些 轨 线 的 性 状 进行 研究 ， | 
(d) 我 们 指出 ,就 第 三 类 轨 线 而 论 ,它们 也 可 由 下 面 的 关系 式 
KEX: | i 
rear). | (4.1.6) 

事实 上 ， 由 此 显然 可 得 NAC) 非 空 ; 反之 , BPR 7N 
Or) 的 点 , 则 reS Or) GIE 2), EWN Pe Eroi rp™= 7,1 
此 得 知 (4.1.6) RI. 

于 是 ,每 一 条 Poisson -稳定 [x- 稳 定 ] 轨 线 也 都 是 极限 雪线 ， 

(e) 奇 点 和 环 是 Poisson w- 稳 定 轨 线 的 两 个 例子 ， 这 就 是 说 ， 
FARLA Poisson w- 稳 定 的 ， Bx tk, 我 们 甚至 可 以 进一步 


| y 一 907) = A(Y). (4.1.7) 
设 PEY, RAR REAL 7 p(t) 《其 中 rz (0) =P). 由 
于 7 是 闭 轨 , 改 至 少 存在 T>0, 使 得 riG+T)=ri0(% 
一 章 $ 5.3)». 因此 点 列 rp(nT) € =1,2,°° -) = PES, 从 而 
WES 1.1(a) 中 定义 的 条 件 ,， 故 PE Or), 类 似 地 , 若 取 序列 
yp (— nT) =P; WA PE ACY). 

- 另 一 方面 ， 若 Pea) (MBA Pe 4(7)]， 由 同一 -定义 ， 

P 与 闭 集 7 的 距离 必须 等 于 零 ， 因此 Per, | 
O 我 们 注意 ， 迄今 为 止 , 本 节 所 得 到 的 结果 也 可 以 应 用 到 欧 
几 里 得 空间 S.(n > 2) 的 自治 系统 中 去 . 但 是 从 现在 起 ， 除 少 数 
例外 ,在 $ 1, 52, 53 中 我 们 将 只 限于 讨论 系统 (4.1.1), BR r, 
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》 为 欧 几 里 得 平面 中 点 的 直角 坐标 。 


3. 常 点 与 常 轨 线 


(a) 相 平 面 中 凡 不 是 系统 
z= X(x, y), 9= Y(x, y) (4.1.1) 
的 奇 点 的 点 都 称 为 常 点 。 因此 ， 在 且 仅 在 常 点 (x, y) UTA 
Xx, y) + Y?(r, y) > 0. 

X,Y AVERMI, UTRIO ATE. Bik X 
每 个 常 点 P 了 可 确定 p>0, BU PHD 为 半径 的 贺 内 任 一 
点 都 是 常 点 ， THX, Y 的 连续 性 ， 可 取 p > 0， 使 得 对 所 有 的 
点 QECCP, o); te 的 定向 切线 与 ro 的 定向 切线 之 间 的 夹 角 
< 2/4, 这 时 称 CP, 0) P ARKEA. TA, B <p <p, 
则 CCP, 0) EE PAIKRE. 

关联 圆 中 , 沿 着 yp 在 了? 点 的 法 线 方向 的 直径 称 为 法 直径 . 这 
条 法 直径 显然 是 一 条 我 们 以 前 曾 用 过 的 Poincaré GAME 
《第 二 章 $ 3.3(b))。 所 有 通过 它 的 轨 线 必 与 re 以 同一 方向 穿 过 ， 
因此 ,我 们 可 以 就 法 直径 将 COP, o) 分 为 “ 负 ” 半 加 和 “ 正 半圆 ”， 
妤 在 负 半 融 中 含有 趋 于 这 直径 的 轨 线 ， 在 正 半圆 中 含有 从 法 直径 
出 发 的 轨 线 . 

(b) 我 们 已 经 注意 到 ， 对 每 一 常 点 P， 在 在 着 无 穷 多 个 关联 
Ri. pp 是 使 CCP, p) 为 P 的 关联 贺 的 p NERA, 则 或 者 对 给 
定 的 P 有 p= 十 oo， 从 而 一 切 点 都 是 常 点， 且 对 一 切 点 pp > 
+ oo ,或 者 对 所 有 的 点 ( 常 点 )pp AAR”. 


设 7 为 一 常 轨 线 , 即 它 上 面 无 奇 点 (第 一 章 $ 53), AB 为 7 的 
弧 段 (包括 两 个 端点 ): 很 清楚 , 若 4 一 8， 则 7 为 一 环 . 对 AB 


i + MERRERL, AnS ERA Z 一 1， >= FIE RARA y = ce 
(y>0), y=ce* (y< 0), y=0 (y= D, 显然 对 [vl =1 上 的 每 一 点 
P, pp = 十 co。 但 对 ly] <1 中 的 点 8( 例 如 在 y 一 0 上 的 点 )。 pa 却 为 有 
FRE. 一 一 译 者 注 l 
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上 每 一 点 卫 考 虑 对 应 的 pp， 且 假定 ps 是 有 限 数 (or 一 + co 的 情 
况 没有 什么 兴趣 )。 容易 看 出 ，pr 是 48 上 P 点 的 连续 函数 . 事 
实 上 , 若 pp 在 点 PC AB 处 不 连续 , 则 存在 数 e > 0 以 及 任意 接 


EFP RAPE AB, 使 得 pp 一 pr, > ELR pr pp > e]. W 
在 如 果 取 其 中 一 点 P, E aP, P) < e, 于 是 我 们 有 d(P, Po) 一 
pp 一 pr [或 d(P, Py) < peo — pel. Alt, RI CCPs, pe,) LCCP, 
pr)] 在 图 C(P, pr) [C(Po, PPa) ] 的 内 部 ， ,这 与 prol oe] 的 定义 
AA. : | 


因为 AB 是 闭 集 , 故 ps KE 
上 面 达 到 最 小 值 ， 记 作 p。， 由 于 
对 任何 PP 有 pp > 0, HK p> 0. 


称 所 有 满足 d(O, AB)<o, 
0 一 p < ps， 的 点 9 的 集合 为 党 


LTT > 圆 上 的 一 点 ， 则 yy 可 以 不 与 
图 CCP, p) 的 法 直径 相交 ， 但 无 论 
如 何 , 我 们 有 : | 


引 理 5， 设 CCP, 0) RIAPRE, 


QECCP, o), 0<p <p/V2, 
则 yo RS BEST CP, p) PRON, UE COP, p) WH 


| | 4 


也 一 定位 于 这 两 个 直角 区 域 之 一 中 (图 47 中 带 斜 线 的 那 一 部 分 ). 

”此 外 ,由 于 2e COP, p/V 2 ), 这 两 个 直角 之 一 的 两 条 直角 边 
一 定 与 C(P, p) 的 法 直径 相交 ， 因 此, ro 与 这 直径 必 相 交 于 O, 
GE 891 与 9 不 重合 , 则 当 08 位 于 “ 负 ” 半 贺 时 8, 属于 7#$, 而 当 9 
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位 于 正 半圆 时 9, RY ro). 


4.〈 平 面 ) 闭 轨 线 , 平面 环 的 稳定 性 


(a) 现在 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 ， 设 本 章 开 始 所 作 的 假定 都 
满足 . 

EEL 系统 

z= XC(x,y), y=— Y(x,7) (4.1.1) 
的 每 一 一 条 Poisson oi Elo RE ILS 1 .2(a)) PRIA 

Cr (4.1.1) 的 一 条 CRI a Ek y NACT) 
中 的 一 点 ， 若 B 是 奇 点 , 则 B = 7 一 0(Y)， 定 理 得 证 . HBR 
常 点 ,我 们 来 证 明 7 是 一 个 环 . 

设 CC(B,p) EBWXKA. 由 于 Beg(r)， 故 对 任何 数 
p',0<p 过 p， 存 在 递增 发 散 序 列 {1,}, 使 得 点 rie) C(B, 
0). 由 于 Ys 不 会 退化 为 一 点 ， 我 们 可 选取 p 使 得 7 与 CCB, 
o) 的 圆 局 第 一 次 相交 于 点 B. 现在 假定 ra 不 是 环 ， 则 点 列 
7Y3(ts) 中 除了 至 多 有 限 个 点 以 外 都 不 属于 弧 BB. 例如 , 设 P 是 
其 中 的 一 点 , 它 属于 CCB) Af 4 (S$ 1.3(a))。 由 于 我 们 可 
设 p' <oe/N 2 ,于 是 由 引 理 5 rt, Mir}, 与 COB, p) HEE 
径 相交 于 B’, 按 假设 B AB. WE, (4.1.1) 的 轨 线 只 能 按 同一 
方向 穿 过 CCB, 0) 的 法 直径 NN。 因 此 我 们 有 如 图 48(a) 与 48 
(b) 所 示 的 两 种 可 能 性 即 或 者 B EN 与 B 之 间 ， 或 者 如 在 B 
5N”. : 

令 d= BB’, Nr} KEAR CCB, UVT) 中 的 点 因为 

否则 , 由 引 理 5， 它 与 CC(B, 4) 或 CCB, p) 的 法 直径 只 能 以 相 
反方 向 穿 过 ， 因 此 7 二 中 的 点 与 也 的 距离 都 过 Z/W 2 ， 而 这 与 B 
€ Dr) 这 假设 相 矛 盾 . 

(b) 综合 刚才 所 得 的 结果 和 引 理 4 的 结论 , 得 知 系统 (4.1. 1) 


© 这 段 话 的 严格 证 明 , 例 如 可 参 夏 S，Lefschetz 著 “ 微 分 方程 几何 理论 ”， 由 译本 
第 十 章 $ 3: 许 淞 庆 译 ? 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 1965, -_— BEE ua 
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的 Poisson RE MR AERIIMAGERAIZA) 

(c) MERMKIEH—AEH. CMY PMA (4.1.1) 的 
环 关 于 轨 线 的 稳定 性 .… 

TAZ 设 T 是 平面 系统 (4.1.1) 的 一 个 环 ， 对 每 一 2 > 0， 
对 应 地 有 数 . a-> 0， 使 得 只 4 要 对 点 了 P 有 ae, r)< 6, Wil ri 或 
YF 中 至 少 有 一 条 其 上 的 所 有 的 点 Q, 都 有 d(0,T)<p. | 

显然 ， 我 们 可 设 p>d, 使 得 与 工 的 距离 去 p 的 点 (x, y) 的 
WAHT HI Co) WR CS 1.3(b))， 此 外 ， 由 解 关于 初 值 的 连续 依 
Bit, . 若 工 是 的 周期 ， 则 可 取 5 > 0， 使 得 如 果 点 G 属 于 本 而 

d(P, G)<6, BA 


ERON To) 一 INT 2, 0<Z4<T (4.1.8) 

(Y:(0) = P, T:(0) = G). 特别 地 , 当 : 一 0 时 有 ad(P, G) < p/ 

V 2 ， 对 :一 了 类似。 由 于 I(T) = Tol0) = G, BEES 
Y>(T)=P, N dP’, G)<p/V 2. 

HF CCG, p) EGHXKA, P, P 2H c(6,0/V7) 中 

的 两 点 ,由 引 理 5 ZEB CCG, p// 2) 中 存在 Ys 的 两 段 弧 ,它们 

SPAUDA P, P, 和 Pi, PAR Pi Pa 都 在 法 直径 上 ， 最 后 ,75 的 

a PP, 上 的 每 一 点 与 的 距离 都 小 于 o, 它 的 两 个 端点 PP. 都 位 

于 TI 在 G 的 法 线 上 . # 已 == P,， 定 理 得 证 . 车 P,#P,, HFG 

在 上 述 这 条 法 线 上 , 它 就 不 可 能 介 于 SAS, 故 只 有 两 种 可 
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能 的 次 序 : GP,P,, GPP. 

又 因 轨 线 只 能 以 同一 方向 穿 过 法 直径 上 的 线段 P,P., Ama 
以 了 以 及 构成 闭 曲线 的 > 的 弧 P,P; ERBE PP, 为 边界 所 组 成 的 环 
域 记 作 4， 则 在 情形 CPP(GP:P,)， 半 轨 ra, ri, (Yi Ye.) 
之 一 必 整 个 地 位 于 4 中 ， 因 此 对 这 条 半 轨 上 的 所 有 的 点 2Q， 都 有 
dQ, T) <p. 

(d) 由 此 证 明 也 得 知 , 若 ys 是 
一 个 环 ( 其 中 d(P,T)<5), W3} 
每 一 点 M ET， 相 应 地 有 点 M 
Yp， 使 得 d(M, M ) <p. 


5. (平面 ) 常 极限 轨 线 


(a) 设 了 是 一 条 常 极限 轨 线 ， 
它 是 由 某 轨 线 7 8920) 的 一 部 分 
MAR. t 是 了 在 点 的 切线 ,其 
方向 与 的 相同 ,nn 与 mz 是 T 在 P 
点 的 半 法 线 ,使 得 从 t 到 nn, 和 从 ms 
DI E 的 正 角 都 是 x/2 《图 49). 

设 C(P, po) EPAWKEA, 
G, Æ CP, p) 中 7 与 mw 的 交点 集 ， a? 
Gs 是 C(P,e) Hr 5 n: IZAR. B 7 不 是 环 (TR, NI 
y= QY)=T), WAPRENEG,, GZ-NERA. WR D 
平面 为 两 个 区 域 ( 即 若是 一 环 ， 或 双方 无 界 ， 亦 即 既 REX 
w- 发 散 的 轨 线 ), 这 个 结论 是 显然 的 ， 

反之 , &P.5P.K G,U Ga 的 两 个 相继 点 它们 分 别 对 应 于 
ttt <h, EBAn ct chre AANT GU Ga). 
则 三 种 次 序 PPP, PPP PPP, 中 只 有 最 后 一 种 情况 才 有 可 能 发 
Ae, 由 此 得 知 , ri, 必 与 线段 PLP, 相交 ,此 外 ， 穿 过 的 方向 也 只 能 
与 工 穿 过 的 方向 相同 (图 50(a), (b), (c)). 

由 此 得 知 , 集合 G, 与 G4 之 一 是 空 集 ， 另 一 个 则 构成 单调 趋 
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于 ?的 序列 {P,}. 

FE, 当 P 在 的 某 个 位 置 时 ,集合 G,, Gs 之 中 不 是 空 集 的 
那 一 个 显然 当 P 在 T 上 变动 时 它 也 是 不 空 的， 事实 上 ， 如 果 对 点 
P, G 非 空 , 则 存在 区 WIL PO， 对 它 上 面 的 每 一 点 G: 非 空 ; 9 
点 的 G, 也 不 可 能 是 空 的 ,因为 在 这 种 情况 下 ,同一 点 2 的 Gs 不 可 


” 能 是 空 的 ,因此 ,在 与 2 之 间 就 会 存在 同时 使 G, 与 Ce 都 为 非 空 


HIR» 这 与 我 们 的 断言 矛盾 ， 

总 之 ,我 们 可 以 说 ,车 渐 近 雪线 〈$ 1.2(a)) 有 常 极限 轨 线 了 ， 
则 这 雪线 员 能 从 工 的 一 侧 盘 旋 还 近 r, 
| 现在 让 我 们 来 证 明 


* 162 è 


定理 3， 设 是 给 定 轨 线 7 的 9(>) 的 党 根 限 雪线 ,着 OCT7 
[A] 命 有 常 点 ; 则 T 为 一 个 环 县 与 NRA. 

我 们 用 反 证 法 证 明 。 假设 T 不 是 环 , 则 了 与 8(T) 没有 公共 
点 . APE AD 的 一 个 常 点 ，C(P, p) REX, NPN 是 
它 的 法 直径 ， 设 PPP, 是 圆 CP, p/V 2) 内 TT 与 NPN’ 的 三 个 
HALA. H Ca), 它们 的 次 序 必 为 PPRPP. HF PE TCOQO(Y), 
在 ?上 必 存 在 任意 接近 于 P,， 从 而 属于 CCP, o/W 2 ) WA. B 
此 ,由 引 理 5y ,必须 与 NPN’ 相交, 且 穿 过 的 方向 总 是 与 穿 过 的 
方向 相同 . (eR&r&P,5P, ZAM NPN ”的 交点 不 可 能 多 于 一 
个 (图 51), 在 P; 与 PB 之 间 的 交点 也 不 可 能 多 于 一 个 。 由 假定 P,€ 
Ql7Y)， 故 7 在 P 与 P, 之 间或 在 P, 与 PP 之 间 与 NPN’ 必 有 无 穷 多 
个 交点 . 因此 了 是 一 个 环 ( 若 以 A(T) 代替 OW), 则 可 得 到 同 
样 的 结论 ). 


图 51 


由 于 TCQCY),Y 上 有 任意 接近 于 了 的 点 P， 因 此 , 由 定理 
2 EET RY Co) 邻 域 ,7 的 半 轨 位 于 其 中 ， 这 条 半 轨 一 定 是 77 , 基 
HEE Tr, REE 2 的 证 明 的 同样 推理 ， 存在 一 个 环 域 使 YE 不 
在 其 中 ,这 与 假设 矛盾 . 

这 样 的 re 必 有 界 ， 因 此 Or) ee tee: 1)。 从 而 不 可 
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能 存在 207) 的 点 2 它 也 不 属于 也， 因为 否则 To 或 者 退化 为 一 
奇 点 ， 或 者 如 果 Q8 是 常 点 ， 则 由 刚才 看 到 的 ，To 应 为 一 环 , 不 管 
EAR, 我们 有 与 T 不 相交 且 是 QC) 的 组 成 部 分 的 第 二 个 闭 集 
Tro, 这 与 Ar) 的 连通 性 相 矛 盾 . 


6. 有 界 极限 集 ay) 的 结构 


(a) 考虑 轨 线 7 及 其 极限 集 97), 并 以 9. 记 olr) 中 的 
奇 点 的 全 体 , 它 可 能 是 空 集 . 设 007) BAR. Ar) 无 界 的 情形 
HES 1.8 中 讨论 ， 

若 2@. 是 空 集 , 则 唯 有 常 轨 线 可 作为 007) 的 组 成 部 分 ， 但 由 
于 907) ER HERRERNE T, OCT) AES ( 引 理 1). H 
~AH, OF) 中 只 可 能 包含 常 点 . 因此 ， 由 定理 394%, GT) 
退化 为 一 个 环 ， 

若 9; 非 空 ， 则 9, BOR GLI), 它 可 能 与 整个 A7) 
BS CES 1.7 中 我 们 将 给 出 这 种 情况 的 例子 ), 要 不 ,就 有 一 条 或 
几 条 必须 为 开 的 常 极限 轨 线 构成 OCr). 的 一 部 分 。 对 每 条 这 种 
轨 线 了 , 由 引 理 3 有 4(T) C 2(7), AT) C alr), 进而 , 更 有 
A(T) C Q, OT) Ca， 

总 结 这 段 的 结果 ,可 得 下 面 的 I Bendixson 定理 ; 除 此 以 外 ,本 
段 以 及 后 面 的 其 它 结果 也 大 多 属于 Bendixson( 见 I. Bendixson[1]). 

定理 4 设 ar) ch GER: 若 它 不 含 奇 点 ， 则 它 必 为 一 


t ù ses 0 y o Ñ e b ¢ a . 
o e è 0 ù è @ ò> mm o o G è. 4# èÒ. 
o e a o 9 


e ù è e o >Ò # S > o 8 A 


PA 还 可 证 明 ， 有 界 集 ocr) 中 的 开 轨 线 的 条 数 至 多 为 可 
数 多 条 (参看 G. Solntsev ™™®), 
” © 车 9, 只 有 有 限 个 点 ; 则 有 界 集 (7) 一 般 呈 曲线 多 边 形 
R, 其 顶点 为 0, 中 的 点 , RH Or) 所 含 的 开 的 极限 轨 线 . 7 
*) 也 可 参看 B., B. Hemouxad, B. B, Crenanos “微分 方程 定性 理论 > 中 译本 
ERIE, ERA OE I, 1956 年 。 一 一 译 者 注 
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WW Mix te 2 wea Aas EEFE. 这 种 图形 称 为 多 争 环 或 
网 络 . 

(c) 在 $ 1.7 中 我 们 还 将 更 详细 地 研究 当 a, 退化 为 一 个 点 ( 奇 
点 ) 时 的 情形 。 下面 我 们 引用 一 个 由 E. Digel 给 出 的 有 趣 例子 ( 见 
E. Digel [1]), 它 的 017) 只 有 一 个 奇 点 ,但 却 有 无 穷 多 条 开 的 极 
限 轨 线 . | 

5A (4.1.1), X, Y 定义 如 下 (x*? 十 Ká =p"): 
X(x, y) = 6x7y%p%sin?py—! 一 2x?y*’sin py —*cospy 

~ o" + 2ay'psin'py — xy"sintpy | — yo’, y # 0,5 
Y(x, y) = 6xy%p%sin?py~* 一 2xy°o'sinpy'cospy"! — yp" 

+ 2y’p’sin*py* — yisin'0y! + xp”, y 0 
以 及 

X(x,0) = — ax, Y(x, 0) = x", 

mite MX, Y 在 全 平面 上 有 偏 导数 ， 这 是 因为 当天 0 
时 y°sin"py!cos"oy-' (m, n 之 0) 在 全 平面 内 显然 有 偏 导数 的 缘 
DM. | 

点 O= (0,0) 是 这 系统 的 唯一 奇 点 .以 0 为 极点 引入 极 坐 
BR x = pcosì, y = psin06， 则 上 述 系统 当 sing #0 ER 

p = p'*(6sin'0cosìsin?sin 0 
一 2sin4cos9sinsin-!0cos sin"10) 


一 pp 一 sin%@sin?sin 0), 
6 一 ps 
4 sind = 0 时 变 为 6=— o, =., 由 于 0>0, 这 系统 
的 轨 线 可 写 为 p  p(9)， 其 中 00) 是 方程 
dp/d0 一 6sin @cos@sin’sin~'0 
-一 2sin 40cosbsinsin-!I0cos sin- — Cp — sin‘Osin?sin"!0) 

的 解 ， 暂 肝 不 计 p> 0 这 一 条 件 , 则 这 方程 有 解 

p= sinsin?(1/sin8)”, sE G. 1.9) 
I REI ak sind 和 1/sin® 都 用 sio 10 ERRE sin- 


是 指 ‘arc sing， 而 这 儿 以 及 后 面 式 子 中 的 sin? 应 指 1/sin0, ACE. 
一 一 译 者 注 
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p = sinsin?(1/sin0) + 1/(0— X0 >c, RO <c). (4.1.10) 
方程 sin@sin?(1/sind) = 0 在 区 间 0 <0 <r 内 有 无 穷 多 
个 根 , 它 们 把 这 个 区 间 分 成 无 穷 多 个 开 子 区 间 . # (8, 7) 是 这 些 
子 区 间 之 一 , 则 在 其 中 p(6) > 0. 又 由 (4.1.9)， 
in pO) = fim pO) = 0. 
At, (4.1.9) WAR (4.1.1) Æ (8, 7) 中 的 
轨 线 ， 它 以 0 为 唯一 的 ARA, BUG 
为 唯一 的 w- 极 限 点 ， 若 对 8 > ¢ 考虑 
《4.1.10), 则 0(0) > 0 H (4.1.10) 表示 这 个 
系统 的 其 它 轨 线 , 它们 都 以 OMAR 4 1.9) 
AH w- 极 限 点 集 ( 图 52). 


7. 由 一 个 奇 点 构成 的 极限 集 


(a) 让 我 们 从 下 面 的 引 理 开始 ， 

引 理 6。 若 系 统 (4.1.1) 的 轨 线 rG) 当 
t> +o 时 趋 于 点 8, 则 极限 集 oC) HO 
URS, EOC) BTA OMAR, 

图 52 JI :一 十 co 时 7) BF O. | 
显然 OE Ar). 如 果 还 存在 另外 一 点 REY), RÆQ, 
记 a(R, 0) =d>0, HEX: d<d(R, r) +a, 
7(z)). 但 是 必须 存在 递增 序列 {1,} > + 0, ACR, TGC.) 
0, 对 这 同一 序列 又 有 dO, 7(z,)) 习 0, Kik d = 0, BI R= Q, 
与 假设 矛盾 ， ' 

反之 , # Or) 退化 为 一 点 9， 则 对 每 个 p > 0， 对 应 地 有 
tl t>t MN dr), 90) 二 p。 因 为 若 存 在 5 使 上 述 结论 
不 成 立 , 则 对 任意 大 的 2%, 存在 上 > 六 ， 使 得 Go RECCO: a) 
ZA. 但 是 , 由 假设 存在 递增 序列 {i,} > 十 ce， 使 得 rC) 是 
-C(9, A 的 内 点 ， 因 此 存在 序列 {7} 一 +0, ERAN ra) 
属于 C(92, 5) SES. 但 这 样 的 点 列 的 每 个 聚 点 异 于 & 却 又 属 
于 0Q(7Y)， 这 是 不 可 能 的 ， 
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从 这 个 今后 要 用 到 的 引 理 以 及 1.6(a) 中 的 结果 ,得 知 : 


| 
es a ¢# ù o o e © 0o 8 © 


FS 现在 我 们 来 研究 系统 (4. 1.1) Sah O, 例如 当 > 
十 co 有 时, 能够 趋 于 译 氮 2 的 方式 .. 

首先 我 们 可 以 假定 8 与 原点 0 重合 , An, SABRE x 一 
pcos), y = psin06， 则 轨 线 可 表 为 形式 e= p C), 0 = 0 G), H 
假设 ((+0)=0. 4 | 
0 = lim 6@), Ô = dim dim 0), 


£ ++ 00 


由 第 二 章 $ 3.4 知道 ， 若 X(x,y), Y (x，y) 在 C(O,7) 内 全 
纯 , 则 必 有 0=0. 但 男 一 方面 , 在 现在 的 假设 下 , 我 们 不 久 可 看 
到 ， 这 时 共有 三 种 可 能 性 : (e)a <0, (8 一 06 一 6C+c) 且 
16(〈 士 oo)| < + 00; (rX =0 = 0 (+ 0) A [9(+ 00)|= 
+ 00, | 
Cc) 现在 我 们 给 出 系统 (4.1.1) 的 一 个 例子 ,原点 0 为 此 系统 
的 (a) 情 形 ,其 中 一 00 = 9 < 0 = + co( 在 P. Hartman-A. Wintner 
的 文章 中 , 曾 对 X,Y 附加 上 一 些 一 般 丝 条 件 , 以 排除 Ca) 情形 出 
现 的 可 能 性 (网 P. Hartman-A. Wintner [1]). 
FERAL E. Digel [1] 第 11 页 ,以 一 上 代替 2): 
x = — xø 一 ypcosp — yp'sinp*, p > N! 
| y= 一 ypt + xp’cosp 1 + xp’sing', p> 0 
其 中 P= x? +y7, 4 0-0 ff tml 7 — 0. 
换 成 极 坐 标 , 即 得 系统 
ô= — P, Ô = p(cosp + psinp™), © 
这 系统 的 雪线 可 表示 为 0 = 0(0) 的 形式 ,其 中 6(p) 为 方程 
dB/dp = — p*[cosp® + psinp*], p>0 
此 方程 的 解 是 曲线 0= sino +0, e IRRA. 5 r —> +0 
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时 轨 线 图 形 如 图 53 所 示 , 这 正 是 (a) 情形 . 
(d 对 情形 (8), 最 简单 的 情况 是 由 0(+ 0) 存在 有 限 极限 
可 推 知 轨 线 的 切线 存在 极限 、 这 在 解析 系统 已 被 证 月 过 了 [第 二 
章 $ 3.5(b)]。 即使 在 更 一 般 的 假设 下 这 个 结论 也 能 成 立 (IP. 
Hartman-A. Wintner[1] 第 118 页 ), 但 如 下 例 所 示 《 见 P. Hartman- 
A. Wintner [1] 第 120 页 ), 在 本 章 的 假设 下 ,此 结论 却 未 必 成 立 . 
“考虑 系统 (4.1.1), 其 中 
X(x, y) = — z, Y(x,y) = — 22*sing + xcosx’, 
4 0 二 |y| 专 x**， 在 平面 上 的 其 它 地 方 要 求 处 处 连续 且 满 足 
Lipschitz 条 件 。 这 系统 的 解 为 a = e, ym esine, MLA 
A 十 00) 一 0, 且 当 1 一 十 吕 时 limy/x= 0, 但 lim 9/2 却 
不 存在 、 因 此 由 第 二 章 $ 3 知道 , 轨 线 的 切线 没有 极限 ， 
(e) 容易 构造 一 个 系统 ， 其 轨 线 当 t> +0 和 + 一 一 oo 
时 都 趋 于 0, 且 使 得 情形 
(8): OC+ œ) = O(— œ), I0(+ c0)] < + oo 
成 Z 
不 太 显 然 的 是 情形 (7Y) 的 例子 , 即 
O(+ 00) = 6(— co) = + cof =— oo], I 
下 面 给 出 这 种 情形 的 一 个 例子 (参看 E. Digel[1] 第 13 Th), BR 
系统 
f = (2xy + y’)coslogo™ + Cy? — z? — ry)sinlogo™!, 0>0; 
y= (y? — x? — ry)coslogo"! + (x 一 2xy )sinlogp™, p> 0, 
其 中 p= x? +t y?, 4 e=0 了 时 zt=y—0. 这 系统 可 写 为 极 
坐标 方程 | 
p = p°sin(0 — logo), 
6 = — pcos(0 — logo") — psin(0 一 logp"*). 

其 解 为 曲线 o 
p= c(1 + ee), 6m arctg(— ct) + loge“ + ery, 
其 中 e HIER, arctg( ) REE. EAA XERE O RI 

邻 域内 的 性 状 如 图 54 所 示 。 
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53 图 24 
8. CAR Wy) 的 结构 


(a) 我 们 已 经 证 明 ( 引 理 1 )， 如 果 已 知 轨 线 7 包含 -有 界 半 
yt, 则 它 的 OC) 是 连通 集 。 车 去 掉 这 一 条 件 ， 则 07) 可 
以 是 不 连通 的 ,这 可 以 从 下 面 的 例子 看 出 。 考 虑 系统 《4.1.1)， 其 
中 A, Y 定义 如 下 : 

x = — let TY così 
x, y) 1 + (tg?x + y?)!” ° 


对 lel <5, ly| < +00. 
tgx + Y 
Yl, 9) = 1 + (tgx + yy 
在 带 域 |x| <5, y| < +0 之 外 ， 着 二 一 /2， È X = 0; 
E r> x/l, 5 Ya +1, 
变换 E = tgr, n= y 将 上 述 系 统 变 成 
E 一 È 一 7 a= 5 + n , 

1 + (È? + ni)?” 1+ (2 + 7?) 
XRAAMRSAR = En, =E +g 的 轨 线 在 原点 O 
附近 是 相同 的 , 它们 都 是 以 O 为 极点 的 对 数 螺 线 。 因此 ,容易 看 
出 ,原来 系统 的 轨 线 如 图 55 MR AMA 一 一 a 时 它们 都 起 


*) 原 书 这 里 误 为 7 二 § 一 7. RA 
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图 55 


F 0, Or) HRRBR x 一 2/2, x = 2/2, 

(b) KAR QC7) HAWS H Vinograd 研究 过 , 他 证 明了 下 
面 的 定理 ,我 们 在 此 只 叙述 而 不 给 予 证 明 (网 R. E. Vinograd[1]. 
也 可 看 V. V. Nemystskii-V. V. Stepanov[1] 《中 译本 第 30 页 )): 
BF sori 组 成 ， 其 中 每 一 -条 都 与 一 个 开 KARE. TATO 
STEPS ES OST RS. 


z TEDD MSEC, 是 指 属于 它 的 任意 一 闭 Jordan 
曲线 可 连续 变形 到 一 点 (或 等 价 地 ， 它 在 扩张 复 平 面 中 的 余 集 为 连 
mR). 


92. Æ% E 环 


1. BRES 


(a) 我 们 知道 ,一 条 闭 轨 线 ,或 者 特别 地 ,一 个 环 T, 应 满足 关 
ARA T = OT) = AT), Ak, CHE-RRRAR. —THRE 
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它 至 少 是 一 条 异 于 了 的 轨 线 了 的 0CY) 或 AC) 时 , 才 称 为 极限 

环 . OSE | . 

”与 奇 点 的 情况 不 同 ,如 我 们 在 $ 1.6(c),$ 170) 中 的 例子 所 看 

到 的 , 衣 点 可 以 同时 是 同一 条 开 轨 线 的 2C7) 和 AC). AB 
ee X(x,y) I Vly) © (421) 

的 极限 环 则 可 用 下 面 的 定理 来 刻 划 ， 基 中 X, Y 满足 本 章 开头 所 

述 的 假设 。 


* so AD DG 
首先 , 设 y ETEKIN, BT=0(7). 由 定理 2 知道 , 存在 
7 与 了 在 给 定点 G 的 法 线 的 两 个 相继 交点 Pa, Pa, 使 得 半 轨 7F, 整 
个 地 位 于 由 线段 Pp, 与 7 的 弧 PP. 所 组 成 的 闭 曲 线 C 所 围 成 的 区 
域内 ,于 是 407) 与 T 有 一 正 的 距离 ,这 就 不 可 能 有 40). 
”现在 假定 T 一 Q(7), Y ET 内 部 异 于 7 的 胃 线 。 设 R 为 由 
r 和 上 述 的 闲 曲 线 C 所 转 成 的 环 域 。 由 定理 2， 所 作 的 RR 可 使 其 
中 不 含 育 点 (图 56). 


图 56 
若 Alr) =T, 则 在 R 内 至 少 存在 一 点 GE€7Y’, 且 79 按 $ 15 
(a) 中 定理 4 的 意义 趋 于 了 T。 此 外 , 75 不 能 离开 R, 因为 与 PP 
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相交 时 只 能 按 同 一 方向 穿 过 , 因此 Ar) 包含 在 R 内 , MARA 
不 含 奇 点 , 由 定理 4, Ar) 为 一 环 ， 从 而 它 与 卫 的 同一 法 线 不 能 
APR. AME T Ær, WATU 为 边界 的 环 域 ROCER. 
只 要 Or) 一 下, -Ri 中 就 不 可 能 有 7 的 任何 点 ,因此 有 T =r, 
而 这 导致 了 一 Ur) A(7°), 但 这 是 不 可 能 的 。 
”于 是 我 们 还 得 到 : 
定理 9， BRE (42.1) ETRY POLIS ABR AANA 7 的 


£8 RIVA BUT BH Or’). : 

(b) 我 们 用 下 面 的 定理 来 完成 上 面 定理 的 证 明 . 

定理 10。 若 7 是 系统 (4.2.1) 的 一 条 开 轨 线 , 它 w- 浙 近 于 环 
T Gi P = a(7)), 则 对 每 一 TA PEY, A 可 确定 一 -F cp, p), 使 S 
PEERAGE o WEE T OPAR. 

令 des d(P.T°), HEB 2, 存 在 5 >0, 使 得 当 dO, T)< 
ò ERA Cr, T)<d/3, MA d(r3,0)<4/3. EHR 
BR, ri LEDA-AORFIN 0/2 邻 域 ， 由 解 对 初 值 的 连续 
依赖 性 ,总 可 找到 圆 . CCP, p)» p<a/3, 使 得 从 其 中 出 发 的 正 半 
轨 其 上 有 点 族 与 的 距离 小 于 6/2. 因此 ,点 愉 属 于 了 的 8 Bm, 
又 由 定理 2, ru R ve WHER AY df/3 BIR, (AY rn 
与 了 的 距离 小 于 d/3, 从 而 与 T 的 距离 大 于 24/3, 因而 ru 必定 位 
于 此 邻 域内 . 

(c) 两 个 环 , 一 个 在 另 一 个 内 部 , 称 为 是 相 邻 的 ,如 果 在 它们 
之 间 的 环 域内 不 再 包含 闭 轨 线 ( 奇 点 或 环 )。 于 是 我 们 有 : 

定理 11. PERO Pa EROE 


FAKER AG). 

事实 上 ， 阁 7 是 由 环 T 与 T' 所 构成 的 环 域 R 内 的 一 条 轨 线 ， 
则 集 Or) 有 界 、 连 通 且 非 空 ， 又 由 于 在 R 中 无 奇 点 ,由 定理 4 知 
道 Or) 为 一 环 , 因此 它 必须 与 或 重合, 设 它 与 重合， 类 
似 地 ，A(7) 是 一 环 且 一 定 与 卫 重合 (定理 .8)。 此外， 由 定理 9， 
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r AAA R 申 任 一 航线 r 的 ACr’), Alt, T 也 不 可 能 是 
Ar). 


2. 极限 环 的 分 类 ,轨道 稳定 性 


(a) 一 个 极限 环 可 以 是 所 有 内 侧 轨 线 的 极限 ， 也 可 以 是 所 有 
外 例 轨 线 的 极限 ; 又 可 以 同时 是 内 外 两 侧 轨 线 的 极限 .前 两 种 情形 
的 环 称 为 单 侧 极 限 环 , 后 一 种 情形 的 环 称 为 双 侧 极 限 环 。 若是 我 
们 毋 需 对 它们 作 精确 的 区 分 ,就 统称 它们 为 极限 环 。 

显然 ， 为 使 一 环 为 极限 环 ( 单 侧 的 或 双 侧 的 ), 其 充分 必要 条 
件 是 存在 一 邻 域 (或 仅 为 内 邻 域 ,或 仅 为 外 邻 域 ), 使 得 其 中 不 含有 
其 它 环 的 点 。 | se 

因此 ,如果 在 已 知 系统 (4.2.1) 的 雪线 中 只 有 有 限 个 环 ， 则 它 
们 之 中 的 每 一 个 都 是 ( 双 侧 ) 极 限 环 . 

O) 借用 下 面 这 个 由 定理 8 和 定理 9 所 站 示 的 定义 。 可 以 对 
极限 环 作 进 一 步 的 区 分 。  ， | 

定义 ， 一 个 极限 环 称 为 是 稳定 [不 稳定 ] 的 。 如 果 它 是 内 外 便 
轨 线 的 ANIA]: 否则 ， 就 称 为 半 稳 定 极限 环 ， 

在 第 九 章 我 们 将 看 到 , 正 是 由 于 环 的 稳定 性 这 一 性 质 ,稳定 环 
恰当 地 可 称 为 :一 + co 时 是 轨道 ( 渐 近 ) 稳 定 的 . | 


3. AF 

设 flu) 对 u>0 定义 、 连 续 且 满足 Lipschitz 条 件 。 系统 
(HI S. Lefchetz [1]， 中 译本 第 234—235 页 ) 

= —y + rfl + y), px + yf ty) (42.2) 
就 满足 本 章 开头 加 于 系统 (4.2.1) 的 那些 条 件 ， HARRO NR 
”点 .在 极 坐 标 系 下 这 系统 变 为 
| | b= pie), = 1, 
因此 ,如 果 方 程 | . 
K =0 | (42.3) 
有 根 n> 0, MA pa ro, Ot, =o << +o, Bp 
3 1733 


x = roCOsf, y == rosint, 一 0 << + OO, © 
就 是 系统 (4.2.2) 的 一 个 环 . S 
6 ri EDE (4.2.3) 的 一 个 孤立 根 , 则 此 圆 是 一 孤立 环 ， 人 了 从而 
是 一 极限 环 , 反 之 亦 然 。 如 果 当 w 通过 Ame, Ke) 从 大 于 
零 变 到 小 于 零 , 则 这 环 是 稳定 的 , 反之 它 是 不 稳定 的 ; 如 果 * 通过 
rif fe) 不 变 号 , 则 此 环 为 半 稳 定 的 ， | 
现在 我 们 来 看 几 个 由 给 定 的 人 uw》 所 得 到 的 例子 . | 
Ci) 设 fw) 三 0， 刚 得 中 心 点 ， 这 在 第 二 章 中 已 考虑 过 了 ; 
任 一 环 (同心 网) 都 不 是 极限 环 。 
Gi) 设 Ke) 一 1 一 xs 对 0 委 x。 加 po 一 1 是 一 个 稳定 极 
限 环 (图 57) o a 
Gi) 设 u) = (ua DV u, H 04 Bom) 是 半 稳 
定 极 限 环 (图 58). | ~ o 
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Civ) 设 f(a) = uu 一 1)log(z — 1), X u > 1; f(0) = 

0, H 0<zu<I1. Bo=r, 0<r<1 是 环 ， 但 不 是 极限 环 ; 

p 一 1 是 单 侧 极 限 环 ，p 一 2 是 不 稳定 极限 环 (图 59). 
Cv) 设 Klu) = Cu — 1YPsinlu — 1)", H 0Su<l, 

u > 1; 1(1) = 0. PSR 0 = 1 + 1/0) = +1, 12,00%) 
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都 是 极限 环 , 这 些 环 随 着 的 变化 从 稳定 环 p 一 1 一 1/x FEE 
到 不 稳定 环 p= 1+ 1/x 为 止 , 它们 的 稳定 性 相互 交替 , HAR 
中 在 环 p = 1( 非 极限 环 ) 的 邻 域内 ( 见 $ 2.2¢c)). 

(vi) 设 了 (== wsinu!, 对 u>0, f(0)=0. RAB 
pm 1/(Kx) Ck = 1,2, ---) 都 是 极限 环 ， 当 k RAAN EATA 
是 稳定 的 , 当 为 偶数 时 都 是 不 稳定 的 。 


4. Bendixson 定理 


在 对 系统 

t= X(x, y), = Y(x, y) (4.2.1) 
的 相 平面 的 研究 中 Bendixson 定理 对 于 阐明 环 的 整体 性 质 起 着 重 
要 的 作用 。 在 这 里 我 们 将 给 出 这 个 定理 的 两 个 证 明 。 第 一 个 出 于 
Bendixson[ 1] 的 原来 的 证 明 ( 其 它 的 证 明 本 质 上 都 等 价 于 Bendixson 
的 证 明 ,但 要 用 到 超 穷 数 , 见 V. V. Nemytskii-V. V. Stepanov[1], 
中 译本 上 册 第 50 页 )， 第 二 个 证 明 CA. D. Myshkis [1]) 要 用 到 
Brouwer 不 动 点 定理 ( 见 第 七 章 $ 2), 这 显示 了 Bendixson 定理 的 拓 
扑 性 质 。 第 三 个 证 明 则 基于 指标 概念 , 它 将 在 $ 4.1(f) PAH. 
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这 定理 是 : 

TEM LA read (4.2.1) 的 一 个 环 ，G 是 由 工 所 围 的 区 域 ， 
假设 G 内 不 包含 奇 点 . | 

对 任 一 点 PEG, rr 为 常 轨 线 ，、 因 此 它 或 者 是 一 环 , 或 者 是 
一 有 界 而 渐 近 于 两 集合 Ar), 007) 的 开 轨 线 。 由 于 G 中 不 含 
BA, K 4Cr) 和 OY) 是 (定理 4) 两 条 相 蜡 (定理 8) 的 环 ， 因 
此 其 中 至 少 有 一 条 蜡 于 T 且 包含 在 G 内 . 从 而 , 若 环 内 不 含 奇 点 ， 
则 由 此 环 所 围 成 的 区 域内 至 少 总 含有 另 一 个 环 . 

对 于 G 的 闭 包 G 中 的 每 一 点 P， 我 们 定义 函数 VP). Bre 
为 一 环 , 则 此 函数 值 为 yp 所 围 区 域 的 面积 ( 按 Peano-Jordan 定理 ， 
这 样 的 区 域 一 定 有 面积 ), 若 7 为 一 开 轨 线 ( 它 必 为 渐 近 的 )， 则 函 
数值 为 G 的 面积 V. 

EP, 是 对 应 于 VCP) 在 G 中 的 值 的 下 确 界 V 的 Weierstrass 
mo PERRET SRA VP) 的 下 确 界 都 等 于 站, 由 于 G 内 含 
Amk V<V. 

Ve, 为 开 轨 线 , 由 定理 10 FER CP, 0), 过 其 中 各 点 的 
轨 线 只 能 是 开 的 ,因此 在 此 贺 内 我 们 有 VOP) 一 了 了 二子， 这 与 Pu 
的 定义 矛盾 . 

但 是 ,yp。 也 不 可 能 是 一 个 环 ， 因 为 如 果 它 是 一 环 , 则 其 内 部 
Ve BAK r, 使 得 4(7Yp,, 7) =d>0, 且 对 7’ 内 域 的 面积 
7 和 rp, 内 域 的 面积 VP.) 有 V <V). 由 定理 2, 对 应 于 
d/2, FE 6 >0, HARE d(P, Po) <8, W Yey 为 一 环 ， 则 
MP 点 出 发 的 轨 线 整个 地 位 于 rp 的 4/2 邻 域内 。 又 由 定理 2 后 
面 的 说 明 , 这 个 环 必须 包含 r 在 其 内 部 .因此 ,从 贺 CP, 5) 内 
出 发 的 轨 线 或 者 为 开 轨 线 , 这 时 对 应 的 值 VM) =V > Vi 或 者 
为 一 环 , 这 时 对 应 的 值 VM)>V'> 产 。 但 这 仍 与 点 Ps 的 定义 
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FE. 

证 法 2. EMAA P E G HAR rela), Hh 7pC0) = 
P. 对 ”一 1,2,…， 令 T。 是 将 P 一 7r(0) BRE re(1/2) 的 
变换 . T, ER G 上 映 到 它 自身 的 拓扑 变换 。 因而 由 Brouwer 不 动 
点 定理 (参看 第 七 章 $ 2)， 这 变换 至 少 有 一 个 不 动 点 , 从 而 至 少 存 
在 一 点 00, 使 得 9。 一 ros (4). a 


对 + 的 每 一 个 值 ,点 集 O, 为 闭 , 因 而 ,对 ? 的 每 一 值 可 以 选取 
CH On. 
序列 {9,} 显然 是 有 界 的 ， 故 至 少 存 在 一 个 聚 点 。 我 们 马上 就 
可 以 看 到 , 这 个 聚 点 就 是 一 个 奇 点 . 
假如 不 然 , 设 9 是 一 个 常 点 . 则 存在 * 的 两 个 值 4， th, 0< 
ti < fay 使 得 以 点 ro(z1) 和 Yo Cta) 为 端点 的 To (2) APE 
GORNES d>0. 于 是 
d(ro(1), Q) >4>0, nth, (4.2.4) 
O MER LOI 中 我 们 可 以 选取 一 个 趋 于 0 = >o(0) 的 于 序列 
[9,}， 使 得 对 充分 大 的 », 由 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 知 d(yo (2), 
70(#)) <d/2, OS: SA. 特别 地 ,对 << h 有 
— d(ro9,(6), Tolj) > — 4/2, (1<t<t.). (4.2.5) 
把 (4.2.4) RI (425) 相 加 ,得 知 对 <<, È 
d(Y 94), 0) — d(Yo,t), T7000)) > d/2, 
从 而 
d(Y9,(), Q) > 4/2, SSA). (4.2.6) 
此 外 , 若 vy > 1/(z, 一 t), WAEA v > 2o, 存 在 正 整数 
n = nr) ERA n p/v S ta H. te u/v 时 ,由 (4.2.6) IERI 
d(Yo,(4/v), Q) > 4/2. AT ro,(4/v) = ro,(1/v) =Q», W 
a(Q,5 0) > d/2, 对 r> Vos 而 这 与 0,79 的 事实 矛盾 ， = 


5.C 类 系统 . 环 的 特征 指数 
(a) 在 本 段 中 我 们 假设 系统 
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+= X(x, y), y= Y(x, y) (4.2.1) 
Nada X, Y 在 某 区 域 DOUET r, y 平面 ) 内 是 C RAR. 
贡生 与 了 在 忆 内 具有 一 阶 连 续 偏 导数 。 称 这 样 的 系统 为 D 内 的 
Ct RRB. 
我 们 来 证 明 下 面 的 引 理 ( 见 S. K. Zaremba [1]). 
SIRT. i$ (421) DAW C IR AED 
Xx, y) + Ya, y= > 0, 
ID ARSE A. 
设 Ai == (Xis 91), 42™ Cra Y) 是 D 中 (4. 2.1) Hope 
L: z= pk), y= so 
BEN Jus IRE 4.21) 正 交 的 系统 “ 
dx/du 一 —Y(x, y)[ Xx, y) + Ya, YI 
dy/du = X(x, y)[X°x, y) + YAx, DI 
的 依次 通过 Cx, yı) 5 (x25 Y2) 的 两 条 轨 线 . 
在 J +R u = t;s 使 得 “0 RT Go = 1,2). 


(4.2.7) 


s.=0 = es LXC, sa + Ye., rona). 


(4.2.8) 

首先 我 们 注意 到 , 若 P 是 工 上 的 点 , 且 在 这 一 点 处 X = 0, 则 

在 此 点 ,从 而 在 包含 了 在 其 内 部 的 工 的 一 整 候 红 上 有 Y 头 0. 因 
此 ,我 们 可 以 作 一 段 包含 P 在 其 内 部 的 闭 弧 ,使 得 在 这 弧 段 上 YY 
0. 当然 ， 对 于 那些 使 X 关 0,Y 关 0 的 点 P 来 说 上 述 结论 也 成 
立 . 


ie 
du, 


对 于 使 Y 一 0 WAP, 我 们 可 作 一 段 弧 , 使 在 其 上 XO. 
对 这 样 的 弧 段 集合 应 用 Heine-Borel 定理 ， ELISIR RAI 
Boxe A X 关 0 或 者 Y HO. | 

由 《4.2.8) 的 形式 得 知 , 只 和 需 对 这 种 弧 , 例 如 在 其 上 X 关 0 的 
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IAGORITIRIT, PAISIEEITATOO =e) 的 形式 ,其 
中 1) 是 方程 DENTE Lu 
DI -dy/dx = Yis, DXG, y) (429) 
的 一 个 解 ， | 

由 Xlr, y) 的 连续 性 ， 这 种 表示 法 对 于 《4.2. 1) 的 属于 上 述 
弧 的 某 邻 域内 的 一 切 轨 线 均 成 立 . 

设 miu) na to) DER a = ti, rma 与 (4. 2. 1) 通过 Jı 
上 对 应 于 值 w MARIE ne) 的 交点 之 纵 坐 标 (图 60)。 


二 -一 一 一 一 


一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
A, Xz 
| e 60 
首先 可 得 
am), A (4.2.10) 


du, u=0 X(x,» vi) 

显然 , (4.2.10) 的 两 端 有 相间 的 符号 ,因为 例如 设 X(x,y)>0, 
则 由 (4.2.7) 在 上 yx) 随 * 单调 增加 ,从 而 nC) EBE u 的 增 
加 而 增加 ， 因 此 只 需 证 明 (4.2.10) 两 端的 绝对 值 相等 就 行 了 .为 
此 ， 75 = Fae ABC, A, = (x15 Va)» B, = Cx, ma)» C, 是 
Ji 上 对 应 于 参数 ty 的 点 . 设 > 表示 工 在 A 处 的 切线 5 表示 J; 
EAI A.C, 的 长 度 , 则 有 : 

mi Cas) 一 多 LI we By , 4C: , SIN AIC IB, Ala, AY 
AC, $4 uy sin 2C,B,A, Si Uno 


Hi 


> uy 一 0 取 极 限 , 得 $ 


an RY 
duiu, =o cos 一 YY du; cos 一 YX X(x vi) 
BN (4.2.10), | 
类 似 地 ， 
dr) _, 
duzlu = X(xa2 Ya) 
Pit A (42.10) 有 


| dl _ X(x23 V2) dyz 
dul uso = X(t. Y) an 


此 外 ,由 《4.2.9) 我 们 有 (第 一 章 $ 3.5(b)) 


#,=0 


dna = exp (\" OCY/X) dx J); 
dy! #0 Ta Oy oe 
因此 ， | 
du _ Xx 22 exp(|" IA AI Sa) 
du, #,=0 X(x yi) x? 


Xas y) X 


2 XX + X,Y 2 Y,X — X,Y 

= soffia dt + | x )， 
FAJE BITS (4.2.8). | 

(6) 现在 设 工 为 一 个 环 T. MEAP, #18 (4.2.7) 的 轨 线 
Jy 在 其 上 w 是 如 此 定义 ,使 得 x 一 0 对 应 于 P.I JJ. 
DI 表示 对 应 于 了 上 的 点 9; 的 参数 w 的 值 , 9; 是 (4.2.1) 的 从 :了 
下 对 应 于 «ma, 的 点 Q: 出 发 的 轨 线 ， = 增加 时 第 一 次 与 J 相 
BA. : 
-由 (4, 2 8) Al, 若 x 一 pt), y = o@) 是 环 T 的 任 一 表达 
式 ,其 中 p， 中 以 工 为 周期 , H 

P = (p(0), #0) = (1), KT) 

出 
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> 7 exp(|" {XP DE) + YPC) 00) jas). 
_ E (4.2.11) 
EST (4.2.11), RIT 
一 二 (XCP), PE) + YLP), $d, (4.2.12) 


或 等 价 地 称 | 
| 加 ~ 二 | div(X, Y) (4.2.13) 


为 环 工 的 特征 指数 . (4.2.13) 中 的 符号 (T) 表示 积分 是 国 绕 了 按 
e 增加 的 方 同 而 取 的 . 
Cc) H$ 2.1 和 $ 2.2 以 及 du/duleo 的 意义 ,立刻 得 到 : 
”定理 13。 BTA C 类 系统 (4.2.1) 的 一 个 环 , 它 的 特征 指数 
ho 为 负数 , 则 工 是 一 稳定 极限 环 ; 车 特征 指数 ho 为 正 数 ， 则 工 是 一 
不 稳定 极限 环 . 

因此 ， 如 果 了 是 一 个 环 , 但 或 者 不 是 极限 环 ， 或 者 是 半 稳 定 极 
限 环 , 则 和 一 0 

这 个 定理 的 证 明 可 由 (4.2.11) 立刻 得 到 .因为 若 刀 二 0， 则 
duldula= 二 1， 即 对 充分 接近 于 零 的 |l 有 [wa] = dats .因此 
0; 位 于 Q 与 了 之 间 。 

H. Poincaré[1] Xf X, Y 为 全 纯 函 数 时 得 到 了 定理 13。 这 里 
考虑 的 C+! 类 系统 的 情形 是 属于 A. A. Andronov [1]. 也 有 作者 
用 其 它 方法 得 到 这 一 定理 的 《可 参看 J. J. Stoker [1] 的 附录 5; 
A. A. Andronov-C. E. Chaikin[1] 第 五 章 $ 6). 这 几 的 证 明 是 S. 
K. Zaremba [1] 给 出 的 ， 

“ 半 稳 定 极 限 环 所 满足 的 其 它 必 要 条 件 见 P. N. Papus[1], V. 
A. ‘Chechik [1] 5 V. F. Tkachev [1]. | 

定理 13 MERE ARI. Bin, XS 2.3 中 所 考虑 的 系 
统 (4.22), Ku) = O 一 w): 时 , 它 有 唯一 稳定 极限 环 x! 十 y= 
1; 但 是 ，divCX, Y) = 2[fx? + y) + (a? + yf + Py) 在 
环 上 每 一 点 处 都 等 于 零 ， 因而 ho = 0. 
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特征 指数 等 于 零 对 应 于 duz/du,| u, =o 一 1， 为 了 讨论 这 种 情 
形 , 必须 确定 uu) 的 高 阶 导数 在 m= 0 的 性 质 ， 但 这 就 要 求 
Xi (4.2.1) 中 的 X,Y 附加 更 多 的 限制 。 它 要 涉及 到 $ 2.6 中 关于 
解析 系统 的 讨论 ,虽然 那里 所 用 的 方法 与 此 地 的 不 疗 . 
| WF C? 类 系统 (4.2.1), X,Y 有 连续 二 阶 偏 导数 ，S. P. 
Diliberto 证 明了 ， 当 系统 (4.2.1) 的 正 交 系统 (4.2.7) 的 轨 线 在 环 
上 每 一 点 处 都 具 负 曲率 时 ,系统 (4.2.1) 的 这 个 环 是 稳定 的 ,这 时 其 
至 可 以 出 现 名 一 0 的 情况 (参看 S. P. Diliberto [1] 的 定理 4). 
O C) 在 第 九 章 ; 环 的 特征 指数 将 就 轨道 稳定 问题 来 进行 讨论 ， 


6. 解析 系统 的 环 


i (a) 现在 假定 X(x, y), Ya, y) 在 x» y 平面 某 区 域内 的 
每 一 点 Cx» Yo) 的 邻 域 中 可 展 为 (x 一 xo) 和 Cy 一 Yo) EY Fe Be BX 
RIDURNE. 

”在 这 一 假设 下 ， (4. 2.1) 称 为 解析 系统 (参看 第 二 章 $ 3). 

我 们 的 论述 是 以 M. Urabe [1] 的 工作 为 基础 . a 
_ 设 T 是 (4.2. 了 在 DP 内 的 一 个 环 , re r(e); y= ya 为 
其 参数 表达 式 , 其 中 rG), xO WANT. 

以 nn 表示 TT FER PET 的 法 线 ， 按 通 常 方法 定向 ， 亦 即 当 x 
ART PANT DAY, Mt Zl n 的 正 角 等 于 «/2. | 

为 简短 起 见 ， 令 X = Xx), xD)» Y = Y GC)» 709). 
于 是 RR 的 方 同 余弦 为 

© Mt) mn — Y(X? + + YDA, mle) = X(X? + ya) (4.2. 14) 
若 以 pe) 表示 从 PP 到 nn 上 的 点 Q = (a 9) 的 有 向 距离 A 

z, = xe) + (010), n YO) + NOLO] (4.2.15) 

因此 ， 对 给 定 的 t 值 tos AK T 上 的 点 P, = CON 40), 

4 mm 为 T 在 Py 点 的 法 线 ， a Q, an LRARETA 的 任 一 Rs 


© n 哥 次 相遇 . 由 5 14 知道 除 mo 以 外 ， JE 0.0; 与 的 每 条 
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Eik n 只 相交 一 次 ， 
i$ rm x(7), y= y(r) 是 0.0; 的 参数 表达 式 . 对 每 一 


tE [to, to +T], RIAA PET 和 对 应 的 一 条 法 线 n, 0.0, 在 
这 条 法 线 上 只 有 一 点 ,因而 + OME = rG), n 
to tT. 


对 于 每 一 条 红 0,0, RAVES r(z) 使 得 
TCA) = tv. (4.2.16) 

在 (4. 2. 15) 中 ， 以 x(t), yi(7) RE Xis Yis 并 且 关 于 * tR 

导数 ,得 

Xt =X + pl + ol, vie = + bm + ph, (4.2.17.1) 
为 简短 起 见 , 这 里 X, 一 X(x(7), yA(T)), Yı = Yi) yi(7)). 

现在 , 若 令 
k = RG) = (YX 一 XÍ X + YY”, (4.2.18) 
Ae (4.2.14) 立刻 得 到 
Jun kX, w= RY, 
于 是 《4.2.17.1) 可 写 为 
X,t = pl + (1 + ko)X, Yif = 6m + (I + ko)Y. 

解 出 6, t, 并 利用 (4.2.14), 即 得 
b=(X+YYA1 + koX XY, 一 YX (XX, 十 了 YL 
P= (X74 YN] + ko (XX, + YY)", 

BUD WAF 


la. (4.2.17.2) 


9 8 

| D= Er +m ay” | 
pij X, = X + pDX + ,Y= Y + pDY + °°» 将 它们 代入 
(4.2.17.2), 得 
pae + PISO bp) ory RDS YOY) Fo +. 
un X? + ya 
z= 十 ke) EP EVADE FYD a 
(4.2.17.3) 
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对 充分 小 的 lol, €4.2.17.3) ERIA WE t S£ S to + 
T 内 是 (pss) 的 解析 函数 ， 事实 上 , 在 T 上 有 X+Y>o, 而 
分 母 中 X? 十 Y* 以 后 的 项 是 随 o 一 起 成 为 无 穷 小 . 
由 此 得 知 (G. Sansone [1] 第 一 章 $ 3. 4a); 也 可 参看 未 书 第 
二 章 $ 4 关于 中 心 问题 的 论述 ) ,满足 
pltos Po) = Po (4. 2 19) 
的 解 p(t, po) 对 充分 小 的 | col 是 Po 的 解 人 函数 ， 由 于 p(t, 0) = 0, 
对 此 解 我 们 有 
p(t, Po) 一 ri po + ra) 十 -… + reer 十 …。，(4.2.20) 
其 中 ru) 是 上 的 解析 函数 ， 四 
.如果 在 (4.2.20) 中 令 sto) HI (42. 19) RMA - 
po 一 ri(to)po + raa Fe >», 
由 此 即 得 
rC) = 1, raf) = 0, m= 2,3, °°° (4.2.21) 
若 在 《4.2.20) 中 令 : 一 + T, 得 知 由 9; Bl PES o + 
T, po) 是 由 91 到 P 卫 的 距离 po ROAX, Poincaré AZIONA: 
p(ta + T, po) = rito + T)oo + rato + T) + MC 2.22) 
由 此 立刻 得 知 解析 系统 的 环 的 一 个 性 质 : SI 
定理 by AT 是 解析 系统 的 一 个 环 ， 则 存在 的 一 个 邻 域 ， 


"ESE SURE TINA CRAB LOA ATRL 
RR, Vira Po 是 Po 处 法 线 no 上 与 点 9; 重合 的 无 穷 多 个 点 9: 的 
聚 点 。 因 此 方程 plio 十 T, po) 一 = 0 有 无 穷 多 个 根 ， 它 们 不 
恒 等 于 零 , 但 以 零 为 聚 点 ， 这 是 不 可 能 的 ,因为 PG t T, p) 是 
po 的 解析 函数 . 

DE. § 2.3 的 例 5 指出 , 若 去 掉 X，Y 的 解析 性 这 一 假定 , 则 定 
AURR. | 

(b) 将 展开 式 (4.2.20) RA (4.2.17.3) 的 第 一 式 ， 并 令 po 的 
同 次 项 相等 , 则 得 含有 无 穷 多 个 微分 方程 的 方程 组 
CX + YN = (XDY — YDX)r 


a 
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(X? + YDY? = (XDY — YDX)rm + Rm€ris***s Pm) 
(m = 25 35 ---), 

其 中 Ra 是 其 变 元 的 于 次 多 项 式 ， 多 项 式 的 系数 是 上 的 函数 。 依 
次 积分 这 些 方程 ,并 利用 初 值 条 件 (4.2.22), 可 求 得 展开 式 (4.2.20) 
中 的 系数 iC), rife), + 003 Mitts RAHA (4.2.2) 中 的 系数 也 可 
求 得 ,这 就 给 出 了 后 继 律 . | | 

例如 ,利用 恒等式 

XDY — YDX = (X? + Y2)'A(X, + Y,) — d(X? + Y*)'4/de, 

立刻 可 以 验证 上 面 写 的 两 个 方程 中 的 第 一 个 变 为 

/r= X; + Y, — (X + YDA + YDS d, 
在 与 n+T ZARSER HERA XO, yO), Yel), 
y@)) ZUTAARMO APRA rC) 一 0， 即 得 


rito + T) = (| (X; +Y yar), 


借助 于 $ 2.5 中 的 记号 ,上 式 亦 可 写 为 rto + T) 一 e*T 

Hit, (4.2.22) 可 写 为 

Pio + T, p)/po == eh? | 

+ rato + Tloo + °° + rm(to + Tem! + +++ (4.2.23) 

这 样 , 对 解析 系统 我 们 又 得 到 了 定理 13 的 一 部 分 结论 。 亦 即 
Ži 如 < 0， 则 (极限 ) 环 为 稳定 ; 若 如 > 0， 则 (极限 ) 环 为 不 稳 
E. 但 是 在 现在 的 假设 下 , 对 如 一 0 的 情况 可 作 更 多 的 研究 . 
事实 上 ,由 (4.2.23) 推 知 下 面 的 定理 成 立 : o 

定理 15. 若 解析 系统 (4.3 2.1) 的 环 工 的 特征 指数 Ao FTF 


KO FREA EMARE, 我 们 将 看 到 ， 其 邻近 环 的 周期 是 
如 何 随 距 离 po 而 变化 的 . 
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为 此 ,将 (4.2.17.3) 的 右 端 重 写 为 
¿=a dol +pXPX+YDY 4...) 


X? + y? 
由 此 ， 对 充分 小 的 lel» 7 
f= ] + l- 


FA (4.2.18) 立刻 得 知 
_ XDX + YDY 
k X? + Y? 
_ 2X¥(X, — Y,) + (Ya — x?) + lea +Y, ) 
CE SOY. 
再 在 如 到 tot T ZARAMA, 即 得 
rla + T) — re) = 


we 一 Yy) + Op X?) + CX, +. Y.) odt + - 


to ( x2 + FO 


一 -一 


ip + YDY) Loe 
— + coe 
X? + Y? 


(42.24) 

“40,5 0, 重合 时 ， t(% + T) 一 Ci) 表示 环 0,0, 的 局 期 
T’, 根据 (4.2.20) Re 是 po PRE DT ER, RK 这 说 明 若 工 被 嵌 大 到 环 
ESE ThE, MT DARE HO F] P EN oo ADT A 
7. 右 端 为 多 项 式 的 系统 的 极限 环 

现在 假设 系 颖 | SERE 
ge Xx, yy), gp Y(, y) (4.2.1) 
中 的 x, Y 是 无 实 公 共 因 子 的 r, Y 的 多 项 式 . 则 H. Dulac [114 
出 了 下 面 的 一 个 经 典 结果 : 
(421) 至 多 有 有 限 个 极限 环 ， i l 

更 精确 的 结果 是 I. G. Petrovskii-E. M. Landis (2160188 他 


们 证 明了 : 
定理 17 GX, Y 为 次 数 最 多 等 于 的 多 项 式 , 则 系统 (4.2.1) 


e eso + 9% eo. 9% 9 
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s. Diliberto LI P B. M. Peeyagin [1] @ 7 IRN 
HLF. 

一 般 地 ,对 每 个 值 n, 这 些 上 界 是 否 能 真正 达到 是 不 知道 的 . 
Xf n= 2, ， 我 们 有 (I. G. Petrovskii-E. M. Landis [11); 


8. 无 平面 环 的 区 域 


现在 我 们 列 出 几 个 判别 系统 o 
| “dos X(x, y), Pe Y(xsy) - = (4.2.1) 
在 x,y y 平面 的 区 域 D 内 不 存在 极限 环 的 准则 。 
由 $ 2.4 的 Bendixson 定理 ,立刻 得 到 |: 
定理 19. EPO RED APER. 


和 不 等 于 二 1， 则 在 该 区 域内 不 存在 环 . 


若 (4.2.1) 是 C: 类 系统 ， 则 有 下 面 定理 21, 22, 23 所 给 出 的 “ 


判别 准则 : 
定理 21. PEPE RAD Ps 一 把 ， 


o ¢ o ë è. 


"di. Hee DEER T, n T. e cau. 
则 由 Gauss 定理 ( 即 Green 
Mes + Y,)dxdy = | xay — Ydx) = (xy — YX)di=0,. 


daN 


O IERI ARIE RENALE ERR, LAM A 
出 出 现 四 个 极限 环 的 反例。 见 “ 数 学 学 报 > 1979 年 第 6 期 和 “中 国 科学 ”1979 
年 第 11 — BEL ein 
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而 这 与 Xe 十 Y， 在 整个 区 域内 不 等 于 零 的 假设 矛盾 。 
定理 2 22. FERRED PEERED) 
I div(X, y)= = Xe + Y, 
Gl Dulc [2]， 证 明 也 可 看 Z. K. Zaremba (11), 
最 后 ， 鉴于 定理 13 的 证 明 ， RDA: 
em 2, ERA DATE X:+ Y, — 0, PAU EEX SR 


CUS. K. Zaremba [1] # 233 R). 

È. 由 于 对 XG, y) 与 Y(x, y) AREA TM (x， 
y) 0 Fi, (4.2.1) 的 轨 线 保持 不 变 .( 第 一 章 . 5), 故 在 由 定理 
21, 22, 23 所 给 出 的 判别 法 则 中 ,都 可 以 | 

div(MX, MY) = (MX), + (MY), - 

代替 其 中 的 div(X, Y) 来 加 以 考虑 ， 其 中 M 是 C! RBR. .适当 
选取 M 可 以 得 到 有 益 的 结果 ， 作为 这 方面 的 例子 可 参看 了 | Kestin- 
S: K. Zaremba[1],. | . 
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(a) 假设 系统 
t= X(x5y), + Y(x,y) (4.2.1) 
BR r= ph), y= do), EH 0 二 t[t 之 to] ER, REAC 
EGOS MT MARA -RRR RRR] 有 界 , 因 
而 它 是 一 个 环 ($ 1) RETSARA. LXE G.2.1) 有 
周期 解 , 也 可 能 是 常数 解 . 反之 , 若 (4.2.1) 有 周期 解 ， 则 《4.2.1) 
显然 有 正 负 疝 都 有 界 的 解 ,因此 我 们 有 : | 

少 有 一 个 正 (或 负 ) 向 有 界 解 

(b) 定理 24 的 直接 推论 是 : 
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特别 地 ， ,我 们 有 Fia Be moar tc Poincaré Bendi- 
xson 定理 : 
定理 25. 4 DENARI C’, C RROTA» pg 


e è ë ò ò ai ù  @ o @ G Ò © 
so e >ù >è ù ù ù >È mi ga#ÎN g & S & o% 9 


eo e a eo e g ë 


对 C! 类 系统 ， 这 条 定理 已 被 M. LA Katsuma 所 推广 ， 

在 它们 的 结论 中 可 假定 轨 线 与 C RC” HW (Il M. Urabe. 
Katuma [1]). 

| Poincaré-Bendixson 定理 在 第 六 章 ($ 4.5 7) 中 经 党 要 用 到 Æ 

在 性 的 其 它 准则 还 有 N. P. Eryghin 的 论文 [1] 中 的 定理 2 和 3. 


10. 《极限 ) 环 的 唯一 性 


BRYTER (4.2.1) 的 围绕 奇 点 2 的 环 是 否 为 唯一 ( 必 为 
极限 环 ) 这 样 的 问题 是 令 人 感 兴趣 的 . 

对 特殊 系统 的 这 个 问题 的 研究 将 推迟 到 第 六 章 中 去 进行 . 唯 
一 性 的 判别 准则 通常 可 分 为 下 面 两 种 类 型 (1) 一 类 准则 是 给 出 
条 件 使 已 给 系统 的 围绕 奇 点 的 环 不 多 于 一 个 ; (2) 另 一 类 准则 是 
给 出 条 件 ,使 每 条 围绕 奇 点 的 环 都 是 稳定 (不 稳定 ) 极 限 环 ,再 利用 
定理 11 得 知 只 存在 一 个 环 .在 这 后 一 类 准则 中 ,对 C! 类 系统 车 
能 证 明 可 能 出 现 的 环 的 特征 指数 都 具 相同 的 符号 ， 从 而 它们 都 是 
稳定 的 或 者 都 是 不 稳定 的 (定理 13), 再 由 定理 11, 排 除了 两 个 不 
PURER ARAYA ZEKE. 


$3. WM Wa 


1. 孤立 奇 点 的 分 类 . 第 一 类 奇 点 (中 心 -焦点 ). 中 必 


(a) RARA PRE RARE. 
定理 26. 4a 0 是 系统 | 
2 = X(x, y)> y= Y(x,. I). (4.3.1) 
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AEA MET > > 0, BORE BOT Oe r H 
半 罗 r+ 或 7- 全 部 位 于 加 C(O, r)A. 
用 反 证 法 证 明 . 
假设 C 是 一 个 圆 C(O, r), 使 得 从 Pe C 出 发 的 一 切 异 于 2 
的 轨 线 都 在 C 内 只 停留 有限 时间。 ER CHI OR, BRP 
ALERT, P[P"] 是 7P[7yz]. 与 C 的 圆 局 的 第 一 个 交点 。 
i PBR FEE RI O 
移动 ， 于 是 点 P，P 各 上 自在 这 贺 
周 上 将 划 出 一 个 有 序 集 合 ， 由 解 
， 的 唯一 性 它们 按 相 反方 向 排列 , 
Ro 表示 P 的 幅 角 ,于 是 当 Pm 
.0 时 ww BRIER. BE, eo 
为 om ROP RARER MA 
| 周 上 幅 角 为 的 点 ， 则 M 是 已 的 
n PE kk (图 61). 
aa OO HFMEC, BCRM ri 在 
C 内 停留 有 限时 间 Ta, 由 解 的 连续 依赖 性 定理 ， 对 给 定 的 e>0, 
存在 5 > 0， (EM COM, 8) 中 出 发 的 所 有 轨 线 在 C 内 停留 的 
时 间 大 于 To 一 e 而 小 于 Tote. J 一 方面 ， 由 于 2 是 奇 点 ， 因 
而 对 应 的 (常数 ) 解 经 历 无 限 长 时 间 ， 故 对 任意 的 T, Bin T>T t+ 
8, 再 由 连续 依赖 性 定理 ， 存在 8, 之 0， 使 得 当 Pe cCOo, è.) 时 ， 
轨 线 7p 在 C :内 停留 的 时 间 间隔 > >T, 因此 存在 任意 接近 于 M 的 
P eam PP 所 对 应 的 时 间 间 了 中 T > To 十 e, 这 就 导致 了 矛盾 . 
Cb) 在 Proc. (Versl.) Koninl. Ak. Wet. Amsterdam 的 第 17 ， 
18 和 19 卷 的 三 篇 论文 中 , L. E. Brouwer 研究 了 向 量 在 曲面 上 的 
连续 分 布 ， 而 并 不 假定 过 该 曲面 上 每 一 点 有 唯一 一 的 向 量 场 的 轨 线 
通过 ， 这 些 文章 对 自治 微分 系统 来 说 有 其 滩 远 的 作用 . cibi 
TEA 关于 在 曲面 上 的 连续 向 量 分 布 ” 的 两 篇 文章 中 《 见 
J. Brouwer [1]). 
~ Brouwer % (43.1) 的 孤立 奇 点 分 成 下 面 两 类 ; x, FAR 
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是 任何 异 于 它们 自身 的 其 它 轨 线 的 极限 点 ; 男 一 类 ,至 少 存在 一 条 
异 于 奇 点 本 身 的 轨 线 , 它 以 此 奇 点 为 其 a 或 o- 极 限 点 。 

前 者 称 为 第 -类 奇 点 ,后 者 称 为 第 二 类 奇 点 . | 
(c) 我 们 首先 来 研究 相 平 面 内 第 一 类 奇 点 2 的 邻 域内 轨 线 的 
形状 . | | 
CO, mn) 是 只 含有 一 个 奇 点 9 的 圆 ， 对 任 一 +, 0 二 r< 
ro, Æ C(9, +) 中 至 少 存在 一 条 异 于 8 的 半 轨 rtir] (定理 
26). 集合 (>)[4(>)] 也 含 在 CC(8, 7) 中 ,又 因为 在 CO, 
r) 内 没有 任何 其 它 奇 点 , 故 O(y) [4(y)] 为 一 环 (定理 3)， 因 
此 ，C(9，, +r) 内 至 少 包含 一 个 环 ， 又 由 7 的 任意 性 ，2 是 无 数 儿 
个 环 上 的 点 的 聚 点 . 

此 外 ， 每 一 个 这 样 的 环 必 包 含 9 在 其 内 部 ， 因 为 否则 由 定理 
”12, 在 C(O, +) 中 就 要 存在 除 8 以 外 的 其 它 奇 点 . | 

AT 是 这 些 环 中 的 一 个 。 我 们 把 落 在 T 内 的 点 分 成 两 种 ， 属 
于 这 些 环 的 点 和 属于 渐 近 于 这 些 环 的 开 轨 线 的 点 。 由 此 ， 在 一 般 
情况 下 ,第 一 类 奇 点 * 的 邻 域 的 形状 如 第 四 章 $ 2.3 中 的 例子 所 示 ; 
因此 ,这 类 奇 点 称 为 中 心 -焦点 . 、 

也 可 能 发 生 这 样 一 种 情况 ， 这 时 存在 0, 使 得 所 有 从 
COO, 7) 中 出 发 的 轨 线 都 是 环 ， 亦 即 奇 点 2 只 是 属于 环 的 点 的 聚 
点 ， 在 这 种 情况 下 ,推广 第 二 章 已 给 过 的 定义 ,而 称 9 为 中 心 ， 对 
于 中 心 的 邻 域 的 更 详细 研究 , 见 N. A. Sakharnikov [1]. 

我 们 已 经 证 明 ( 第 二 章 $ 2.3), 对 于 齐 次 系统 和 解析 系统 来 说 ， 
第 一 类 奇 点 只 可 能 是 中 心 ， 


2. GMES 
Ce) 第 二 类 奇 上 的 性 质 可 表达 为 : 


O 指 (3,1.(b)) 最 后 奇 点 分 类 中 的 第 一 类 . 一 一 译 者 注 
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知 0 是 直径 为 任意 小 的 环 内 的 “Fis RARA ATO. 
因为 各 以 2 表示 任 一 点 P 到 点 & 之 间 的 距离 ， 则 总 存在 直径 小 于 
d/2 的 环 ， Ye 为 了 要 趋 于 8 就 必须 从 这 环 外 面 的 了 点 进入 这 环 
的 内 部 ,与 唯一 性 矛盾 . 

AE FEH CO, 7 ,其 中 不 含 环 也 不 售 蜡 于 台 的 寄 点 。 如 
果 PECCO, +), WRA re CCO, 7) 内 停留 有 限时 间 , RE 
7z[yz]】 整个 地 位 于 C(O. 7) A. 因而 A(rp)[A(r2)] BE 
COO, 7) 之 内 ,但 由 于 它 不 是 环 ， RETTE (定理 4), IRO 
是 C(O; r) 内 的 唯一 奇 点 ， 

# Arr) [ACr2)] 由 单个 奇 点 2 所 组 成 ， 则 定理 得 证 ; 否则 
由 定理 4, Are) 至少 含有 一 条 开 轨 线 T， 由 于 它 整 条 位 于 C, 
7) 内 , 故 CCT) 一 AT) = 0 (定理 3). 

r50-KURT-#MUR, HEBE 4. a C(Os4/2) 
ST BURR TAR 设 R 为 第 一 TER, Rs 为 第 一 交感 (图 


任 取 PE co, 4/2), 45 YP 

r] 不 离开 CCO, F), WEN 

MT 0. ANG A4(7p) 【8(72)] 
不 退化 为 奇 点 8， 则 它 必须 至 少 
“包含 一 条 开 轨 线 了 ,使 得 QT) 
=A’) = 0 (定理 4)， 于 是 
YF irz] 就 要 以 螺旋 状 趋 于 
A(7P)LQO(YP)], 由 此 ,Ys[Yz IPA 
— 与 了 的 弧 OR, RO 相交 ， Bu 

图 02 一 性 了 矛盾。 | 

Cb) 按照 工 .也 .J Brouwer 的 意见 ,由 上 面 的 定理 ,可 以 将 通过 

第 二 类 孤立 奇 点 2 的 邻 域 CCO,r)(r 充分 小 ) 内 的 轨 线 分 成 三 类 ， 
假如 在 C(O, r) 内 不 含有 环 ， 则 当 CCO, r) 中 的 轨 线 在 
c(C92,*) 内 只 停留 有 限时 间 时 (因此 轨 线 的 两 个 端点 属于 CCQ, r) 
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的 边界 ), 称 其 为 双 曲 雪线 ; 当 C(0, r) 中 的 轨 线 含有 趋 于 8 的 半 
轨 ( 从 而 它 有 一 个 端点 在 C(O, +) 的 边界 上 ) 时 ， 称 其 为 抛物 轨 
#334 CQ, 7) 包含 整 条 轨 线 , HY > 二 co 及 xz 一 一 co 时 ， 
这 条 轨 线 都 趋 于 8 《从 而 在 CCO, r) 以 外 没有 轨 线 上 的 点 )， 则 
AIMEE. | 

E rE- RBAN, 从 而 它 与 8 构成 一 条 闭 曲 线 C, 于是， 
所 有 属于 C 内 部 的 点 都 是 枯 圆 轨 线 上 的 点 ， 其 中 任何 两 条 轨 线 一 
条 在 另 一 条 的 内 部 。 有 关 这 方面 的 有 趣 例子 见 E. Digel [1]. 


3. 焦点 


(a) 现在 我 们 来 推广 一 些 定义 。 这 些 定义 对 于 解析 系统 和 齐 
次 系统 来 说 ,已 在 第 二 章 $ 3 和 $ 2 中 给 出 过 .点 0 一 (0, 0) (总 
可 将 奇 点 取 作 原 点 0) 称 为 系统 (4.3.1) 的 稳定 焦点 ， 如 果 存 在 一 
AA C(O, +r) 使 得 对 任意 的 PECCO), MR re): p= 
PCi), 0 = OG) 满足 两 个 条 件 一 一 p( 十 00) = 0 和 .90( 十 00) 二 
+o. 类似 地 ,可 给 出 不 稳定 焦点 (一 一 00) 的 定义 ,焦点 ( 稳 
定 的 和 不 稳定 的 ) 显 然 是 第 二 类 孤立 奇 点 (5 3.1Cb)). 

(b) 对 于 解析 系统 , 正如 我 们 已 经 注意 到 的 (第 二 章 $ 3), 上 
面 关于 不 稳定 焦点 的 定义 是 多 余 的 ,这 是 因为 有 下 面 的 定理 ,我 们 
在 这 里 只 叙述 而 不 给 证 明 ( 证 明 见 S. Lefschetz [1]). 

定理 28。 HATER BER  — E), 一 I) E (+ 0) 
0, H+ œ) = + œ, 或 者 有 A+ 00) = 0, (+ ©) = _ 0s 
则 0 是 稳定 焦点 ”. 


4. 例外 方向 


(a) 依据 M. Frommer [1], 我 们 作 如 下 定义 : 
EX. RA OO SS 2e) 的 方向 称 为 系统 


© 本 定理 只 对 解析 系统 成 立 ， 对 非 解析 系统 ， 条 件 还 不 够 。 见 51.7(e) 中 的 例 
于 .一 一 译 老 注 
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过 一 Xx, y), dp > Y(x, y) (4.3.1) 
| 关于 孤立 奇 点 0 的 例外 方向， WIRE RS 4, — = (ons 0,) (n= 
1, 2, ~、…), 使 得 当 mn -> co 时 9, 一 00, p,->0, ga, +0, 其 
中 tga, # O48 方向 与 向 量 场 《X,Y) 在 点 4。 的 方向 之 间 的 
交角 an 的 正切 . 

点 4。 不 必 都 要 属于 同一 条 轨 线 ;但 是 , BR, £ a. 3.1) 存在 
一 条 趋 于 0O 的 轨 线 ， 其 切线 趋 于 某 一 固定 方向 ， 则 这 个 方向 就 是 例 
外 方向 . 

©) 我 们 有 下 面 的 定理 ， | _ 

定理 29. ERTER O A TEE E 0<p <p, 


5 < 8. 

it rt oi ta Sri Se TE AE RH KE CHAE 
Home), GB Ue). BC+ o) 存在 有 限 极限 ， 则 它 必 介 
于 4 与 0 之 间 ， 而 且 此 极限 就 对 应 一 例外 方向 ". - 男 一 方面 , 者 
dt 00) 不 存在 ， 则 o | . 


_0,% lim 04) < O) < 0,. 


以 TARE: 0< p< mn, KOK Oy 对 nm 1,2, °°, 
Dr. ERF T, 中 的 7+ 的 那 一 部 分 ， 由 假设 6(z) 是 振动 的 ， 故 
6 = (Y 一 yY)p” 无 穷 多 次 变 为 零 ; 令 Z, 为 T, To 的 闭 
包 点 集 ， 在 这 种 点 处 有 6 = 0. 因 Z, RMR, 故 可 对 每 一 ”选取 
点 Pa = Cpns 0,)， 使 得 由 于 在 这 种 点 处 6 一 xY — yX = 0， 极 
角 o, 的 方向 与 向 量 (X,Y) 的 方向 重合 。 序列 {9,) 中 至 少 有 一 


© 原 书 这 里 没有 严格 证 明 ， 今 补 证 如 下 : 若 Ut co) FERAM, 则 有 两 种 情 
况 一 一 或 者 9 单调 趋 于 bo, 或 者 6 振动 地 趋 于 06, 对 于 前 者 46/daz 定 号 ,对 于 
”后 者 d0/di BB, X d0/de ESM ‘> + co 时 d0/de-> 0, 因 为 否则 
车 d0/ds 常 大 于 或 常 小 于 某 一 常数 ， 则 9 ERAKUN IEI ta > 0,1 de 
ANAT. 对 6 振动 地 趋 于 6 的 情况 可 以 与 原 节 后 面 的 情形 一 起 讨论 ， 
一 一 译 者 注 
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RAO, 因此 存在 (0, } 的 子 序列 {8n PER {0,}* 一 6， 从 而 
5 是 例外 方向 . 
(c) 考虑 下 面 的 系统 ( 见 O. Perron [1]) 
o=, j= y+ x cos log lxj/logla], YOO, y)=y. 

i = y= xe + sin log | log |z] |), 7 

c 为 任意 常数 , 若 x 天 0， 这 些 曲 线 都 随 6(z) 振动 而 趋 于 0. 我 
们 还 必须 将 点 O 或 两 条 半 轴 x 一 0，y SO 也 算 作 轨 线 的 一 部 分 ， 
也 只 有 这 后 两 条 半 轴 才 以 使 % 一 co) 存 在 有 限 极限 的 方式 趋 于 CO. 

然而 ， 0<0<2x 中 的 所 有 方向 都 是 例外 方向 . 事实 上 , 若 

An Cins Ya) 是 具 机 坐标 r 一 e 的 任意 点 ， n= 1,2, 
于 是 立刻 得 知 ,在 点 Aa 处 有 

dn Y(#n3 Ya) 一 Yn Cras yn) = #3 cos log (x, {/tog lan = 0, | 
因此 , 过 4, 点 的 向 量 《X, Y) 通过 0 点 . 因而， Bunt o 点 的 射 
线 ， 则 这 条 射线 与 直线 束 r, ene 的 交点 序列 满足 例外 方向 
定义 中 的 假设 ,这 就 证 明了 任 一 射线 的 方向 均 为 例外 方向 ， 

(4) 对 于 齐 次 系统 《第 二 章 4 27 :例外 方向 全 都 是 不 变 庙 线 的 
方向 , 亦 即 全 都 是 由 N(9) 一 0 的 根 关 表示 . 

我 们 回想 一 下 ,这 南通 过 O 的 射线 都 是 等 倾 线 ， 亦 即 沿 着 每 条 
HR HRS WE (CX, Y) 之 间 的 交角 的 正切 是 常数 。 因而， 当 
且 仅 当 0, 趋 于 方程 N(8) = 0 的 根 时 a TRF 0， 

”对 解析 系统 (第 二 章 $ 3) 可 作 类 似 的 说 明 . ' 

«APM RRA, NCO) = 0 也 有 根 ( 见 第 二 章 § 3.2 倒 
6). 因此 ， 第 一 类 奇 点 ， Siar a tT A | 


5. EAER. o 
(a) SLE RATA TE AUR PARA EC M. Frommer 11). 


SI 实际 上 ,第 二 章 $3.2 例 6 中 的 杀 统 就 有 例外 方向 9 = 0. 一 一 译 者 注 : 
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在 菏 种 意义 下 , 它 对 一 般 系 统 (4.3.1) 的 作用 与 正规 角 域 对 于 齐 次 
系统 的 作用 相同 .这 一 AAEREN EERI DR, 它 的 
定义 如 下 : | 

EX. -AA 0 5 TARA BUA TE AR S: 0 Se Sm AS 
OLA (0 <0, < 2r, 0 <0 L 2x) 称 为 关于 系统 (4.3.1) 的 正规 
扇形 域 , 如 果 G) 在 4 与 2 之 间 至 多 存在 有 限 个 (也 可 能 没有 ) 例 
外 方向 ， (i) 6, 00, 都 不 是 例外 方向 (ii) 在 5 内 任 一 点 P, 向 
量 场 的 方向 均 不 与 矢 径 OP BH. EEA 
-HRH Gi), 可 确定 po， 使 得 在 两 条 边 | 6 —_ P. je 0 一 - 6, Ga 
YE L: M LJLRA eRe (X, Y) 在 该 局 的 方向 通过 O; 因 
ii, Lis 上; 总 可 认为 是 无 切 弧 (第 二 章 $3)。 

由 条 件 Gi), MR CX, 了) 不 可 能 是 LR Li 上 任 一 点 的 法 
HE. 因此 ,例如 通过 L 上 蜡 于 0 的 点 8 的 向 量 (X, 了), 必 进入 
MEZ 0 = 6; FAVE O ARI L SERIA RITA RI) — 个 

“” “将 这 码 个 角 域 记 作 ar a 
N 0, Aa 表示 既 不 含 点 O, 
“ 文 不 含有 3 内 的 点 的 角 域 ，w 则 
:包含 0 但 不 含 5 内 的 点 ， 怪 赋 含 
OMS AHO» a AR PRIA 

域 (图 63); SI 
not Li base AO, 
其 CX, YA Ag 则 对 Li 上 所 
IN -有 其 它 的 所 2， 该 向 县 也 都 进 人 
| (ao. m. FE, BEE L 上 的 一 切 点 
9 处 ,这 向 量 都 进入 > WE La 上 的 点 其 向 量 就 不 可 能 进入 a 或 
a, AX, Q, 是 Li 上 的 点 ,9; 是 Li 上 的 点 ,它们 与 2 的 距离 相 
SF. 如 果 这 向 量 在 O, 进入 A 而 在 Q: BEA a; BY 035 DU Bere 
O: XbA C(O, DI.) 的 内 部 ,而 在 2, 处 指向 这 圆 的 外 部 ,由 
PREEN 0,0, 上 的 某 一 点 这 向 量 将 与 此 品 缴 相 切 ,与 条 件 Cii) 

FI. 
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因此 ,只 存在 三 种 可 能 性 : (1) 沿 着 L 和 LIME CX, Y) 都 
ÆA ala] (图 642); (2) 沿 着 Li 和 工 ;该 向 量 都 进入 alos] (A 
64b); (3) 沿 着 Li 1X [al BEA, ala], 而 沿 着 La 它 进 人 alal, 
或 者 治 着 LEA alal, MAZ LA o3[a,] (Æ 64c). 


(c} 
图 64 


显然 ，[ ] 内 所 表示 的 可 能 性 可 由 [ ] 前 面 的 那 种 可 能 性 改变 向 
量 的 方向 ,或 改 : 为 一 :来 得 到 .。 . 

这 三 种 正规 扇形 域 分 别称 为 第 一 型 ， 第 二 -型 和 第 三 型 RA 
W). 

这 此 定义 显然 可 与 齐 次 系统 的 正规 角 域 (第 二 章 8 2) 相对 应 ， 
对 于 章 次 系统 ,由 于 过 0 的 射线 都 是 等 倾 线 ， 扇 形 域 中 的 po 可 任 
意 大 , 亦 即 扇形 域 可 以 是 整个 角 域 ,按照 定义 ,正规 角 域 内 含有 一 
个 且 只 含有 一 个 例外 方向 , 即 平分 此 角 域 的 不 变 射 线 ( 对 正规 角 域 
os ARMA RAMA SRE REN A TSEC RE 


“BBE, 对 于 我 们 所 考虑 的 二 般 系 统 ,雪线 的 性 状 可 以 与 齐 
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次 系统 在 正规 角 域 中 的 轨 线 性 状 完全 不 同 . è 
0 定理 30. (IT 第 一 一 型 正规 扇形 域 中 的 雪线 或 者 当 1 一 十 co 
RES TIRA Oy 或 者 当 t 一 一 00 NPAT 0. 
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© 的 证 明 是 立刻 可 得 的 ， I a < 增加 时 起 

要 离开 扇形 就 得 与 扇形 的 底 边 相 交 , 这 就 导致 轨 线 的 切线 (从 而 向 
量 (x, Y)) SKE OP 成 直角 . 因此， 在 扇形 域 S 共 的 轨 线 要 停 
留 无 限 长 时 间 , 从 而 必 趋 于 0 (图 65). | 
` (ID 的 证 明 。 关 通过 5 的 一 

-A Se Ayes 内 停留 无 限 长 时 
闻 ， 则 它 必 趋 于 0。 所 以 根据 与 
“上 面相 同 的 推 证 ， 轨 线 必 在 某 点 
“了 P 了 与 向 径 OP 垂直 。 Ak, wan 
…S 的 边 的 每 条 轨 线 在 8 内 只 停留 
有 限时 间 ， 当 上 增加 或 减少 时 它 
必 与 底 边 相交 而 离开 此 扇形 域 ，， 
| 设 P 是 扇形 域 底 边 上 一 点 ， 
| BS O Yp 是 对 应 的 轨 线 ， 璧 如 说 7 进 
As. ert 与 LIL] 相交 而 离开 扇形 ， 以 MTM td © L [L] 
ESATA: NAT PE MiM] 之 间 的 底 边 上 的 二 切 点 
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O, r$ 都 与 Lill.) 相交 而 离开 扇形 ， 设 从 M, REH (GMp 
向 ) 沿 着 底 边 移动 到 M RAI M,M， 上 所 有 这 样 的 点 的 上 确 
F [R ATAN ase AAS LLL.) 相交 而 离开 局 形 ， 
这 样 的 反 称 为 第 一 类 [第 二 类 ] 点 ， 或 者 R 先 于 Ro RA RS 
REES. 

YR 和 rr 都 趋 于 O. AX, Gri, 离开 扇形 域 时 与 L 相交 ， 
设 交 扩 4 在 0 与 Mi 之 间 , 则 通过 04 的 轨 线 就 要 进入 局 形 , HE 
经 过 MM, 上 Ri 下 方 的 点 ， 这 是 不 可 能 的 .- i YÈ, SH AER 
与 底 边 相交 , 则 就 要 存在 一 点 P, 在 这 点 轨 线 垂直 于 OP, 这 也 是 不 
可 能 的 . 最 后 , 若 re, 离开 扇形 域 时 与 L, 相交 , 则 R; 不 论 是 否 异 
于 R， 都 不 可 能 是 第 二 类 点 的 下 确 界 .因此 , 至 少 存在 一 条 轨 线 
HTO, MAR Ri 关 R， 则 所 有 通过 底 边 上 R, 3 Ra ZIA 
的 轨 线 都 要 趋 于 O( 图 66(a) 5 (b)). 


图 66 | 

: am 的 证 明 ,- 可 以 没有 雪线 趋 于 O ,例如 较 点 的 情形 , RZ, 
若 存 在 趋 于 oO 的 轨 线 ， 则 在 两 条 边 之 一 ,例如 在 Li 上 , 必 至 少 存在 
一 点 A, 使 得 例如 轨 线 ri aT Oo. NEE PE LE 0 与 4 之 间 
的 点 , 则 yy 也 必 趋 于 0。 因为 它 不 可 能 与 线段 OA 相交 。 另 一 
方面 ， 通 过 工 ; 离开 扇形 的 轨 线 当 上 > 十 co 和 + 一 一 oo 时 都 不 
可 能 趋 于 0, 因 为 否则 ,在 某 点 卫 轨 线 与 向 量 OP 就 要 垂直 ,这 与 正 
规 扇形 域 定 义 中 的 条 件 Gi) 矛盾 (图 67a), (b)). 
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| | 指 -ËR | 
1. Kronecker 指标 
(a) 考虑 系统 
= XG, y), y= Y(x; y)s 7 (4.4.1) 


其 中 六, Y 满足 本 章 开头 所 述 的 条 件 ， 对 .x，y 平面 上 的 每 一 点 
P= (r, y)， 我 们 赋予 一 向 量 VCP) = (x, Y), # (44.1) 的 奇 
ARMY Sag. | = 
设 天 是 一 一 条 不 通过 任何 奇 点 的 闭 Jordan 曲线 ， 
沿 着 天 取 定 一 正 向 ; 在 平面 上 另 取 一 辕 定 方向 (一般, 可取 
a 为 x 轴 的 正 向 . 一 一 译 者 注 ); EK LEA 4; 取 方 向 与 
向 量 VC4) 之 间 的 夹 衣 中 的 无 穷 多 个 值 的 任 一 个 记 为 9。 
设 了 从 4 开始 按 正 向 绕 天 转 一 图, 则 9 连续 地 变动 ,由 于 了 点 
的 最 后 位 置 与 它 开始 的 位 置 相 重合 、9 的 最 后 值 与 它 的 开始 值 之 
差 为 rjr, ER jx 是 一 个 整数 ， | E 
显然 , ix SENI RESTA" ML ee HR 
KFS VCP), 即 与 系统 (4.4.1) AK. 这 样 的 数 称 为 玉 关 于 系 
统 (4.4.1) 的 Kronecker 指标 ， o 


”例如 ,也 与 让 算 开 始 角度 ?的 方法 无 关 。 -主考 注 
o 200 » 


(b) jx 的 一 个 性 质 由 下 面 定理 给 出 . 
定理 31， HERRERA, ICT 


因为 六 随 天 连续 地 变动 ,又 它 只 能 取 整 数值 , 故 必 保持 不 动 。 
ix 的 另 一 个 性质 由 下 列 定理 给 出 , 

” “定理 32. 2 VP) 5 VP) 为 在 P 点 对 应 于 两 个 不 同系 统 
(4.4.1) IR. E ANEDE 对 于 任何 PE K, va) 5 


定义 向 量 V” (D = 一 a 一 °D V (P) + av’ CP), ORL, 
由 假设 ， 这 个 向 量 在 入 上 连续 变动 ， 且 在 天 上 恒 不 为 零 。 天 关于 
V” CP) 的 指标 随 1 连续 地 变动 ,因而 对 0 委 1 委 1 中 的 一 切 4 值 
它 为 常数 .特别 地 ， 天 关于 VCP) (一 0) 的 指标 应 等 于 KK 关于 
V'(P)(A 一 1) 的 指标 . 

Cc) 特别 地 ,由 定理 31 和 32 BAM, (4.4.1) 中 的 变量 r, y 经 
过 一 个 非 退 化 的 线性 变换 后 ， 已 给 闭路 的 指标 等 于 变换 后 对 应 闭 
路 的 指标 . 

(d) ERNEA 曲线 天 的 指标 的 第 三 三 个 性 质 之 前 ， 我 们 引入 向 
BVGAML— AB 的 改变 量 这 一 概念 ， 以 便 推广 指标 的 定义 ， 
考虑 开 的 Jordan MURE) Jordan 曲线 ， Vee AB 的 
WisBillE Wus, Æ B = 4 BXBIRBLA- Fao WWW as 
是 闭 曲 线 AB 的 指标 *， 

若 C 是 AB 上 的 一 点 ， 显然 W 48 = W ac + W cs H W ap + 
Wes. | 

指标 的 第 三 个 性 质 现在 可 以 表示 为 : 

定理 33. 给 定 一 闭路 K, $ 

| Ki = MAO), K,= m, APM) 


so so ¢ o e O 4 


» 实际 上 ,这 时 Was 应 等 于 指标 fas 的 2x 倍 ， 一 一 译 者 入 
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W. 
s ci 
一 一 译 者 注 ): SE 
jk, ™ meas ™ Wena + W 453 jk, 一 Wau,ee 一 Wau 十 MgA» 
两 式 相 加， BIN | 


‘ix, + ik, Wama + W 4M,B ™ WBMAMB® 


p Po 是 内 部 任 一 点 ， C (Pos 7) 是 Po XK 内 部 的 一 个 关联 加 
(参看 $2. 3), K 可 连续 变 到 这 个 图 的 边界 5 而 不 经 过 任何 RA, 
因此 ， ix ™ fc (定理 31) (图 69(a)). - . 

现在 在 每 一 点 PE C(Po, r), Z V (P) 和 平行 于 7 (Pe) 的 
VP) 这 两 个 向 量 。 在 每 一 点 PEC, r), VP) 与 V'(P) 之 
间 的 交角 委 x/4, 因而 由 定理 32 知道 ，C 关于 了 (P) 与 矿 P) 的 
指标 相等 ,而 C 关 于 第 二 个 系统 的 指标 是 堆 (图 69(b)). 

(©) 下 面 给 出 的 定理 的 证 明 见 于 E. A. Coddingtm-N. Levin- 
son [1], 也 可 看 S. K. Zaremba [2]. 


e « e è s # 10 S 8 @® a > b 


K 关于 由 其 切 向 最 CREW EAR + L 
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图 69. i 

i 设 u(P) RK 在 P 点 的 单位 切 向 量 ( 按 正 向 ) 网 ix ()= KO), 
:于 是 这 个 定理 可 以 对 * x 来 证 明 . 

”进一步 ， 我 们 假定 X 整个 属于 半 平 面 y >0, 并 且 K 上 的 点 
PH P(t) = (alt), a) 给 出 ， osl. 由 假设 ， 对 0 < 
? <1, 4,0), a) 存在 且 连 续 ， 因此 ， u(t) = Cai), MOL 最 
后 ， 假定 正 x 轴 切 于 后 PCO) = Po, BI a(0) = 1, a, (0) = 0, 
| 对 so + 平面 中 的 三 角形 T: Ss Sl, s SES 1018 70) fF 
辅助 向 量 a = U(s, £): (5,5) 一 u(s), WO<s<l; #00, 1) = 
— u(0); WET RAH EWA, #1) 等 于 K 上 从 PC) 到 
PC) 的 方向 的 单位 向 量 . | 


y 
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设 05,1) 为 Ws, 2) 与 正 * BARA, 规定 其 值 在 0 与 2a 
之 间 。 显然 000,0) 一 0， 由 于 天 整个 地 位 于 半 平 面 y 之 0 h, 
故 当 * 从 0 变 到 1 时 eCo, 站 从 0 变 到 = 类 似 地 , 当 * do 变 到 
LAY, OCs, 1) 从 = 变 到 2r， 

由 立 的 定义 得 知 ， ERHET #0, 将 定理 34 应 用 到 
T 的 边界 BB 上去， 我 们 得 到 jaCz) 一 0。 故 当 : 从 0 变 到 1 时 ， 
0(s s) 的 改变 量 为 2x， 由 于 它 是 * 与 正 * 轴 的 交角 的 改变 量 , 因 
此 ,jx(w) 一 十 1. | oe | 

特别 地 ,由 定理 35 A: 

定理 36. 系统 《4.4.1) 的 环 的 指标 为 十 1 l. 

由 定理 34 5 36 BA, 每 一 FEDE DER 这 结果 
给 出 了 Bendixson 定理 (定理 12 ) 的 第 三 个 证 明 ， | 

(2) 我 们 还 有 以 下 定理 : 

定理 37。 若 玉 为 闭 曲 线 ， 其 上 每 一 点 有 连续 转动 的 切 向 量 ， 
另外 ， FEAR v, HA K, v dead E RR ARA 
m), 则 x 关于 由 ， 所 确定 的 系 综 的 指标 等 于 十 1 

这 个 定理 的 证 明 是 立刻 可 得 的 ，8 只 要 我 们 注意 到 由 定理 32， 
ix(n) = ix(u), 其 中 n 是 天 的 内 法 线 (外 法 线 ) 向 量 ， “u 是 天 上 的 
单位 切 向 量 。 由 定理 35， ix) 一 +1, 再 由 定理 32, jx(v) 一 
ix(n). 

Ch) EK 是 正则 回路 ,例如 由 有 限 条 正则 缴 ( 具 连续 转动 切线 
的 弧 ) 所 组 成 ， 且 假定 (4.4.1) 为 C! 类 , 即 X,Y 对 x, y 具有 一 阶 
连续 偏 导 数 , 则 天 关于 系统 AA 4.1) 的 指标 可 由 下 面 的 曲线 积分 来 

计算 : | 


. = XdY — YdX 

Ik e +, darctg(Y/X) 一 一 x Xi 4 y} ? (4.4.2) 
这 里 的 积分 取 正 向 〈 即 由 半 轴 r > 0 到 半 轴 > 0 的 方向 )， 
《44.27 可 由 下 面 的 事实 得 到 ， are tg Y/X 是 向 量 y = (X, Y) AY 
RAH dX 与 4Y 的 系数 是 及 上 的 连续 函数 ,由 于 天 上 无 奇 点 , 因 
Ik, + Y? > 0, (4.4.2) RÆ Poincaré AR. 
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么 点 的 指标 | . | 

(a) 已 给 系统 (4.4.1), 现 在 我 们 可 以 对 每 一 常 点 ( 非 奇 点 ) 和 
每 一 孤立 奇 点 赋予 一 个 称 为 点 的 指标 的 数 . 

设 P 是 任 一 点 , K 为 包含 P 但 不 包含 任何 奇 点 (P 可 以 除外 》 
的 简单 闭 曲线 ， 且 KK 不 经 过 奇 点 ， 我 们 将 闭 曲 线 K 的 指标 称 为 点 
P 的 指标 ,由 定理 31 知 ,此 值 与 曲线 kK 的 选择 无 关 . 

由 定理 34 立刻 得 到 : | 

定理 38。 HAOHRSTS, 

注 。 有 例子 ( 见 $4.3Cd)) 说 明 ， 奇 点 的 指标 也 可 以 是 零 . 因 
此 ,定理 38 的 逆 定 理 不 真 . 

(b) 由 定理 33 得: | 

定理 39。 KAPTAR OSAMA MK 的 指标 等 

将 区 域 K 划 分 成 若干 个 子 
域 ， 使 得 每 个 子 域 中 仅 含有 一 个 
a PCA 71)， 于 是 由 定理 33, 
有 ix 一 Zijx;s M ix, 为 P: 的 指 
. 现在 我 们 可 以 得 到 一 个 改进 
了 的 Bendixson 定理 (定理 12): 

EMW KHAREY 
奇 点 指标 的 代数 和 等 于 十 1. 

(c) 接 下 来 我 们 证 明 : 


REAL Po Goyo a7 
z= X(x, y), y= Y(x, 7) (4.4.1) 
| o ae X’ (x,y), de Yx, y). (4.4.17). 
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— 2 —— 2 
CX’ — X)? + Cy’ YP _ 7 (4.4.3) 


(x-x,)' EE et X? + Y? 

则 Po RF (4.4.1) 和 关于 (4.4.1 7 的 指标 是 相同 的 。 : 

通常 ,我 们 取 xo =" Do = 0. 

RES | ot 
© V=«,Y), v= (x, Y), Vim (x! 一 X， Y ~¥), h 
(4.4.3) xf 8 > 0 存在 + > 0 ,使 得 在 cO, 了 ) 内 有 Vissi, 
其 中 17| 是 了 的 模 。 

AF =y +y”, miv] 可 任意 小 ， v5 UA 永 不 取 相 反 
方向 ,于 是 由 定理 32, CC0,7) 的 边界 关于 VV’ 有 相同 的 指标 . 


3. 特殊 奇 点 的 指标 的 计算 
cQ) 首先 ， 我 们 来 计算 点 关于 线 伺 系统 


= ax + Py, ym rx + by se | (4.4.4) 
的 指标 。 假 设 0 是 孤立 奇 点 ,因而 a 7 
NERI a8 — BY #0. e (4.4.5) 


shit gee Cars By + (yz + ay = 1 ELLOS HONG AL, 
AT HHA OMAR, TRANI K, 再 利用 Poincaré 
SSR SMI TTE LT Ofte 因此 ,0 的 指标 是 


jo (Car + By dre + By) — (#3 + by aoe + py)}. 


nam tax + By, Vi —™ 1x + By Kr, y PERR =, "7 
FH KR C: +y = 1, KERR 
°° dx 9dr, y) = a8 — -pY 7 | 
是 正 或 是 负 ， 而 取 为 逆 钟 向 或 是 顺 钟 向 ( 见 E. Goursat[ 11), BA, > 
由 《4:4.2) 即 得 
jo = + AR (zdy, 一 dz), 


其 中 若 a8 — BY > 0, NAM SIEE: * a8 一 
frzo, WAS. 由 于 上 面 的 积分 表示 贺 5 的 面积 ce 2a), 
故我 们 有 (第 二 章 $ 1); 
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定理 42. 对 于 线性 系统 (4.4.4),《4.4. 5)» WRISTS — 
Siri Ao RDA O BIRRA + 1. 

(b) 由 定理 41, 我 们 有 : 

定理 43。 给 定 系 统 
| è = ax + By + f(x,y), 9 = Ye + by + gC y), 
其 中 að — Br #0, 且 有 
limf(x, y)/e = limg(x, y)/o = 0 (pe è +y’), 


则 这 系统 关于 O 的 指标 . 当 að — pr =0 时 为 一 1,a8 — BY > 
(c) 若 P 是 第 二 类 孤立 奇 点 《$3), 我 们 已 经 知道 ， 在 每 一 个 | 
mi CCP, r) 内 ,7 充分 小 ， 只 可 能 存在 三 种 类 现 的 轴线 弧 ， 按照 
Brouwer 的 命名 , 称 它们 为 双 曲 轨 线 弧 ， 抛物 轨 线 弧 和 椭圆 轨 线 弧 . 
如 果 对 每 个 +, C(P, 7) © 可 以 划分 为 有 限 个 扇形 域 ， 通过 其 中 
每 一 点 的 轨 线 弧 或 者 为 椭 历 轨 线 弧 ( 椭 圆 扇 域 ) 或 者 为 双 曲 轨 线 缴 
ORT BD”. X n 表示 椭圆 扇 域 的 个 数 ,< 为 双 曲 扁 域 的 个 数 ， 
je 为 P 扩 的 指标 , 则 成 立 着 Bendixson ARCI I. Bendixson[1]): 
jp = 1 + n5/2 — c/2. I a i 
I. Bendixson 对 C! 类 系统 (4.4.1) 证 明了 这 个 公式 .L. E. J. 
Brouwer 把 它 推广 到 X, Y 仅 为 连续 的 系统 (4.4.1). | 
如 果 我 们 把 Bendixson 公式 应 用 到 鞍点 , 则 有 nj 一 0, c= 4, 
je——1. 鞍点 的 这 个 性 质 提供 了 推广 鞍点 概念 的 基础 、 即 把 使 
一 0，c< 一 4 从 而 加 一 一 1 的 点 定义 为 鞍点 。 不 过 ,这 样 的 定 
文 不 排除 有 多 于 四 条 趋 于 了 的 雪线 的 可 能 性 ， 这 种 情况 的 例子 见 
BERS 1.5(a). | 
《d) 再 将 Bendixsen 公式 应 用 到 第 二 章 $2.6(e) 中 考虑 过 的 
系统 ， 就 可 得 到 孤立 奇 点 的 指标 为 零 的 一 一 个 例子 ， 这 就 证 明了 定理 
38 后 面 的 注 , KEM CMA. 
Ce) 以 下 的 事实 也 许 是 很 显然 的 ， DIA ASIA TRO 


O FSR OHA VAR) RER 
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TS, 也 不 等 于 一 1 又 不 等 于 十 1. 例如 对 在 第 二 章 $.2. TOL: 
考虑 过 的 系统 ,由 于 n= 0, c= 6, Hi Bendixson RARA jam 
— 2. 


4. RENSA p 的 曲面 的 指标 


(a) 假设 系统 | 
、 z= X(x, y), y= Y(x, y». (4.4.1) 
中 的 X, Y 是 .xz, y 的 实 系 数 多 项 式 , 再 引入 第 二 章 $5 所 述 的 , 在 


“u, v, z 空间 的 球面 S: Wt otm] È (44.1) RIA | 


BA. 
作为 关系 式 STE 
udu + vdv + zdz = 00 (4.4.6) 


的 推论 ,我 们 看 到 ,系统 
ci du/ dr 一 B(u, v, z)z 一 Clu, v, z)v, 
| dvfdr nn Clu, v,z)u — Alu, v, Dep . (4.4.7) 
da/dx = Au, v,z)v— Blu, Va zju,’ 


的 从 了 上 一 点 出 发 的 轨 线 必 整 个 地 落 在 X ko 且 除 了 5 的 赤道 的 


那 一 部 分 以 外 ， 它们 都 是 (4.4. 1) 的 轨 线 的 象 。 

设 Ulu, v, z), VCu, v, 2), ZCu, v, 2) 为 方程 组 (4 4.7) 
的 右 端 , 按 这 个 次 序 我 们 在 2 上 每 一 点 定义 一 个 向 量 W(P), 其 分 
EXU, V, Z.. Hh (4.4.6), 这 个 向 量 位 于 在 P ABFE. 
这 样 ,我 们 得 到 了 一 个 在 球面 上 的 向 量 的 连续 分 布 , 它 类 似 于 在 平 
面 上 由 《4.4.1) 所 建立 的 向 量 的 连续 分 布 。 WW(P) 仅 在 有 上 对 应 
于 (4.4.1) 的 奇 点 (有限 远 奇 点 或 无 穷 远 奇 点 ) 的 那些 点 处 才 退 化 
ASHE. 事实 上 ， 唯一 使 4 一 B 一 C 一 0 的 点 才 是 奇 点 (第 
= HS 5), 这 个 方程 组 等 价 于 由 (44. 7) Ro Mat FT NS 
以 及 方程 Au 十 Bv 十 Cz 一 0 一 起 构成 的 方程 组 

O) 现在 我 们 可 以 引入 球面 3 上 的 点 关于 向 量 W 的 指标 的 
概念 ， 对 此 我 们 仅 给 一 个 简短 的 说 明 ， 更 详细 的 讨论 读者 可 看 参 
S. Lefschetz [1] 第 九 章 8 5. 
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” 设 ? 是 了 上 的 一 点 ， 通 过 互 的 中 心 2 将 了 点 的 邻 域 投影 到 了 
在 了 点 的 切 平面 上 去 , MEV RPSL W, PRRTW 
的 指标 定义 为 P 扣 关于 W' 的 指标 ,这 个 定义 仅 依赖 于 P 与 Wi 
与 定义 中 WwW’ 的 引入 无 关 . 

若 P 是 3 上 的 常 点 , 则 它 的 指标 为 零 ; 若 P 是 一 个 不 在 赤道 上 
的 孤立 奇 点 , 则 它 的 指标 等 于 系统 (4.4:1) 的 奇 点 ( 它 是 已 点 的 象 ) 
的 指标 。 如 果 P 卫 是 赤道 上 的 绝 立 奇 点 ，、 则 它 的 指标 就 定义 为 系统 
(4.4.1) 的 无 穷 远 奇 点 ( 它 是 P 点 的 象 ) 的 指标 ， 

(c) 可 以 证 明 ,(4.4.7) 所 有 奇 点 指标 的 代数 和 永远 等 于 2, 而 
AE A, B,C 如 何 , 只 要 Au + Bu + Ca 0. - 

由 此 得 知 , 者 X, Y BETRE EE, WA BE (4.4.1) EDA. 


Ca) 1 H. Poinearé 证 明了 个 更 为 一 BAA, 事实 上 , 向量 
的 连续 分 布 可 以 在 任何 一 个 闭 解析 曲面 了 上 来 定义 。 如 果 奇 点 定 
义 为 使 向 量 等 于 零 向 量 的 点 , 且 内 存在 孤立 奇 点 .的 指标 定义 为 
这 些 点 的 指标 的 和 , 则 可 以 证 明 F 的 指标 等 于 下 的 Euler 数 (F 的 
任 一 三 角 章 分 的 三 角形 个 数 一 边 数 十 顶点 数 ) 和 . 

车 是 定向 的 , 亏 格 为 p, 则 Euler 数 ( 从 而 为 的 指标 ) 等 于 
2 一 2p， 由 于 对 球面 p 一 0， 故 球面 的 指标 为 2， 这 个 结果 我 们 
BE (c) 中 验证 过 了 。 对 于 环 面 ,由 于 p= 1， 故 其 指标 为 零 。 因 
此 ， 在 环 面 上 可 以 存在 没有 奇 点 的 连续 分 布 ， 这 一 点 将 在 86.3 中 
说 明 . 


$ 5. 相 空 间 是 柱 面 的 情形 


1. 相 空 间 是 柱 面 的 情形 


(a) 在 第 六 章 5 2 中 ,我 们 将 考虑 方程 
6 + ad + f0) = 0, (6 = 40/41, 0 = d°0/dt?) 


*» x Poincaré 指标 定理 的 证 有 明 可 图 S. Lefschetz as 中 译本 第 362—365 页 . 
一 一 译 者 注 
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其 中 6 是 角度 , 它 是 时 间 的 函数 , 且 可 被 确定 到 相差 一 个 2x 的 倍 
GO) 是 9 的 已 知 周期 函数 ,以 2r 为 周期 。 这 种 方程 出 现在 动 
力学 和 电动 力学 的 研究 中 . 

若 令 6 一 z， 这 个 方程 就 等 价 于 系统 Ó =z, $ det 
(0), ERA . | ee 

6 = P(0, z), = O0, z) | (4.5.1) 

的 形式 ,其 中 P(0, z), 0(6,2) 是 6 的 周期 函数 ,周期 为 2r. 

因此 , 若 P(6, 2), Q(0, 2) 定义 在 整个 9, xz 平面 上 , 则 我 们 
只 需 在 宽 为 2 而 平行 于 > 轴 的 任意 带 域 中 进行 各 种 讨论 , 即 可 记 
划 这 个 相 平 面 。 这 就 促使 我 们 去 考虑 由 圆柱 面 所 构成 的 相 空 间 以 
代替 相 平面 . SE 

(b) Bit, 0548104 RIAVERE 
面 坐标 (0, 2) 中 的 坐标 。 这 种 表示 法 的 基本 特点 在 于 这 样 的 事 
x: 在 圆柱 面 3 上 存在 两 类 简单 也 曲 线 一 一 一 类 是 将 了 分 成 两 个 
区 域 ,其 中 有 一 个 是 有 界 域 (与 零 同 伦 的 闭路 ); 另 一 类 则 将 3 分 为 
两 个 无 界 区 域 (不 能 与 零 同 伦 的 闭路 》. | | 

因而 ,(4.5.1) 在 柱 面 上 的 闭 轨 线 中 ,除了 奇 点 和 对 应 于 (4.5.1) 
“的 局 期 解 的 第 一 类 环 ( 它 们 与 零 同 伦 ) 以 外 ， 还 可 能 出 现 第 二 类 球 
(它们 不 能 与 零 同 伦 ), 这 种 环 不 对 应 于 (4.5.1) 的 任何 周期 解 , 但 
对 应 于 方程 dz/49 = O(0, z)/P(6, 2) 的 周期 解 x 一 *(6) (特别 
地 , 它 可 以 是 常数 解 )。 ! 

例如 ,系统 6 一 1, #=0 在 圆柱 面 了 上 的 轨 线 只 能 是 圆 , 这 
些 贺 都 位 于 2 的 轴 的 法 平面 上 ;因此 , 这 些 轨 线 都 是 第 二 类 环 , 又 
AI 9 = Oo + t — to z =™ zo 是 这 系统 的 一 般 解 ， 因此 这 系统 显然 没 
有 周期 解 . 

Cc) Bendixson 定理 (定理 12) 显 然 只 对 第 一 类 环 才 成 立 。 

柱 面 上 的 环 域 是 指 这 样 的 有 界 域 : 或 是 (1) 由 两 个 与 零 同 伦 
的 闭路 所 围 成 的 区 域 、 或 是 (2) 两 个 都 是 不 能 与 零 同 伦 的 闭路 所 
围 的 区 域 , 因此 如 果 环 域内 不 含 奇 点 , 那 末 它 在 情形 (1) 只 可 能 
包含 第 一 类 环 ,在 情形 (2) 只 可 能 包含 第 二 类 环 ， 
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2. 一 个 例子 
今 用 下 面 古典 力学 中 的 一 个 例子 来 说 明 $5.1 的 内 容 . 


单 摆 运 动 对 应 于 方程 
Ô +- sinô = 0, (4.5.2) 
它 等 价 于 方程 组 
É = z, £ = — sin, (4.5.3) 
这 个 系统 的 奇 点 为 Chr, 0), k = 0, +1,2., 轨 线 为 曲线 
z = + (2cos0 + c), c 为 常数 (4.5.4) 


为 使 曲线 是 实 的 , < 要 限制 为 c> — 2c0s0 > — 2, 

当 < 一 一 2 时 ， 我 们 有 6 一 0，s 一 0， 它 是 一 个 奇 点 ;对 
—2<¢<2, RIJE cosh > — c/2, HHA (4.5.4) 与 8 轴 相 交 
TAO 与 ,其 中 6 满足 così, = — ¢/2, 假设 0< O < x, N 
当 6 从 一 % 变 到 % 时 ,曲线 (4.5.4) 是 闭 的 ( 环 ), 且 与 6 轴 垂 直 相 
交 于 0=—-0 5 0 一 60. 4 c 一 2 时 ，zx 一 土 (2cosg + 2)? 一 
+ 2cos(6/2), 令 8 从 一 zz ZF] r, 我们 就 得 到 两 条 关于 6 轴 对 
RA RRM, 它们 以 6 二 — az, 0= 为 端点 ， 和 且 在 这 两 点 与 
6 轴 的 交角 为 x/4. 7 
3 最 后 ,对 c > 2, H (4.5.4) 不 与 6 轴 相 交 ， 但 是 关于 这 个 
轴 是 对 称 的 ,而且 在 O= +2 处 它们 取 极 值 。， 点 (0, 0) 是 中 心 ， 


(0, — x), (0,7) 是 两 个 鞍点 (图 72 (a). 
这 些 轨 线 在 以 单位 长 为 半径 的 圆柱 面 上 的 象 ， 除 了 分 界线 以 

外 都 是 六 曲线 ( 环 儿 图 72 (b))， 如 果 以 7 记 由 分 界线 和 两 个 鞍点 
所 组 成 的 闭路 , 则 7 内 部 的 环 都 是 第 一 类 环 ,它们 对 应 于 单 摆 的 周 
期 振荡 ;7 外 部 的 环 都 是 第 二 类 环 ， 它 们 对 应 于 单 摆 的 旋转 运动 ; 
每 条 分 春 线 都 对 应 于 时 间 为 无 限 长 的 单 摆 摆动 ， 这 可 由 下 面 事 实 
Al. 由 于 de = d0/z, z = 2cos(6/2), 单 授 从 位 置 9 一 0 运 
动 到 9 一 = 所 需 的 时 间 为 

. se 6 

(5+ 4) 


| d0/{2 cos(0/2)] = [rs 
86. LIT, 


1. 相 空 间 为 环 面 的 情形 


上 一 节 我 们 在 假设 Xx + 2r, y) 一 K(x, yy Yle + 2r, 
y) = Y(x,y) 下 考虑 了 系统 
x sn X(x， y) ý = Y(x, y)> (4.6.1) 
并 且 看 到 , 将 (x, y) 当成 圆柱 面 上 的 点 的 坐标 是 很 方便 的 . 
现在 我 们 假定 X, Y 满足 
X(x + 2a, y) = X(x, y + 2x) = X(x, y), 
E Y(x + 2x, y) = YCx, y + 2r) = Y(x, y), 
于 是 ,我 们 可 以 将 (*, y) 当 作 环 面 3 上 点 的 坐标 。 
用 环 面 上 点 的 通常 坐标 9, p 来 代替 r, y， 这 个 系统 可 写 为 
0 = X(0, 9), fp = Y(0, p) (4.6.3) 
对 于 环 面 了 了 上 的 每 一 点 P= (0, p), (4.6.3) 赋予 一 个 向 量 ， 它 
位 于 2 在 P 扣 的 切 平 面 上 ， 其 分 量 为 X, Y (与 直线 0 一 常数 ， 
p= 常数 相关 ). 
假定 在 正方 形 0 <6 < 2r, 0<P<2x 内 X+Y?> 0, 
则 在 此 环 面 上 无 奇 点 (参看 $ 4.4 (d)). 
E Poincaré WWE, RF (4.6.3) 的 许多 研究 都 涉及 到 这 种 情 
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} (4.6.2) 


di. | o | 
如 同 柱 面 情形 一 样 , 环 面 上 也 有 两 类 环 。 只 有 第 一 类 环 ( 即 与 
零 同 伦 的 环 ) 才 对 应 于 (4.6.3) 的 周期 解 . | 

环 面 上 的 轨 线 的 一 个 显著 特点 是 : 环 面 上 的 Poisson Fase Bh 
线 ($ 1.2(a))， 除 了 奇 点 和 环 《 第 一 类 和 第 二 类 ) DINE EIA 
RR. 因此 定理 1 对 环 面 是 不 成 立 的 。 


2. 例子 
(a) 给 定 系统 


-.- Ô =a, 0 一 5 为 常数 ; a>0, 5>0).. 
At, 我 们 得 到 通过 点 (6，g9po) 的 轨 线 方程 


9 一 % 十 二 (一 n). (4.6.4) 


a/b HAR, a/b = m/n, m 52 为 互 质 的 正 整 数 .。 当 
9 一 po + Une (I 为 整数 ) 时 ,9 一 + Almaz, AF RA Cpo + 
2lnx, 9 + 2imr) 5R (00, P) 重合 , 故 这 条 轨 线 是 闭 的 ， 但 (6， 
Po) 是 任意 的 ,因此 所 有 的 轨 线 都 是 第 二 类 环 。 

设 a/5 为 无 理 数 ， 出 一 点 没 着 轨 线 工 由 点 4 开始 移动 就 不 可 
能 再 回 到 4 点 ， 因 为 否则 ，(6 一 0)/(9 一 Po) = a/b 为 有 理 数 
T. A 4* 一 (0*, o*) 是 环 面 上 任 一 点 ,了 是 通过 A* 的 轨 
Ro Ws bk 4* 的 任 一 邻 域 。% 与 相交 无 穷 多 次 。 这 可 由 下 列 事 
实 得 知 ,由 《4.6.4) 和 第 一 章 $4.1 所 述 的 Dirichlet 定理 ,T 与 通过 
A* 的 纬 线 相交 于 一 个 处 处 移 密 集 ， 青 由 Dirichlet 定理 以 及 将 轨 
线 的 方程 写 为 pg 一 po = (b/a) 一 9) 了 也 与 过 A* 的 径 线 
相交 于 一 个 处 处 向 密集 . 

因此 ,每 一 条 轨 线 或 者 当 t— + co 时 是 Poisson 稳定 的 ， 或 
者 当 :一 一 co 时 是 Poison 稳定 的 ,因为 它 不 是 一 个 环 . 
(b) 系统 | 
| 0 = sin0,,p=1 
有 两 个 第 二 类 极限 环 ， 亦 即 6 一 0 Mo=. MERCAR, 


¢ 213 4 


其 方程 为 0= 2arctg(tg(0/2)e?), EM 2 渐 近 于 第 一 RI 
2- 渐 近 于 第 二 类 环 ， 
关于 环 面 上 合 有 奇 反 的 系统 的 文献 见 T. Ura [2]. | 


3. 环 面 上 无 奇 点 的 系统 


我 们 已 经 提 到 ,H. Poincaré [1] 研究 过 (4.6.， 3) 无 奇 点 的 情形 ， 
他 进一步 假定 这 系统 的 轨 线 可 以 用 方程 | 
# — Alp, 9) 465) 
dp 
表示 ,其 中 AQ, 0) 定义 在 单位 正方 形 0 委 9 < 1; 0 sos 1 
上 ,并 且 有 | 
A(g + 1,0) = Alp, 9+ 1) = Ao, 9). (4.5.6) 
Poincaré 原来 作 的 全 纯 性 假设 可 以 减弱 .事实 上 , 假定 4 连续 且 通 
过 环 面 上 的 每 一 感 (4.6.5) 的 轨 线 唯一 ， AUX She RVR Te 
V. V. Nemytskii-V. V. Stepanov [1] 第 一 章 ). | : 
由 4 的 连续 性 和 周期 性 得 知 , 它 在 整个 p, 6 平面 上 有 界 ， 因 
HE, (4.6.5) 的 一 切 解 对 一 co << 二 十 co 有 定义 。 由 于 (4.6.5) 
WET 与 环 面 上 的 子午 线 C: 9 一 0 相交 于 点 (0, A), WE 
. O = u(p, 0, O) = u(y, Oo) g 
中 ， 令 参数 0, 变动 即 可 得 到 所 有 的 解 . E 
固定 整数 >， 函 数 x(n, 0) 定义 了 一 个 将 直线 p 一 0 ANI 
HR 9 一 2 的 映射 。 于 是 可 以 证 明 , A P= (0, 0), P, = C0, 
u(1, 0)) SESCHIA CRRA SI C 的 映射 
TP = T, 
是 一 个 保 序 的 同 肪 映射 。 从 而 对 (4.6.5) 的 雪线 的 性 态 的 研究 ,可 
以 由 研究 工 的 性 质 来 实现 。 可 以 证 明 , 若 令 i | 
| (0) = u(1, 0) — [«(1, 9], (4.6.7) 
其 中 [a(1, 6)] 是 «Cl, 0) 的 最 大 整数 , 则 
v°(0) 一 u(n, 0) — [u(rn, 0)]. 
于 是 在 环 面 上 ， 由 逐次 迭代 式 
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Or = CO), 06, <1, k = 0, +1, +2, 
所 确定 的 点 (0, 894) BEAR 8 = up, 0) 与 于 午 线 ， C: p=0 
的 交点 ,其 中 6 是 由 变换 (4.6.7) 所 定义 。 可 以 证 明 , 极 限 

lim ulk, 0) 

_ Risto A 
存在 且 与 0, 无 关 , Me 称 为 了 对 应 于 方程 (4.6.5) 的 旋转 数 ;旋转 
数 为 有 理 数 的 充分 必要 条 件 是 存在 某 些 具 整 数 周期 的 周期 解 ， 
FER, h (4.65) 所 定义 的 环 面 上 的 向 量 场 ， 可 以 依照 某 一 
“ 聚 点 集 ” 的 结构 来 进行 分 类 . 更 明确 地 说 ， 若 以 $ 记 在 子午 线 
C: 9p 一 0 上 任 一 点 了 的 迭代 的 集 T*P( 一 0, +1, 土 2,.…)， 
则 s 的 束 点 集 8 在 工作 用 下 是 不 变 的 ( 即 TS’ =S), HS’ 与 忆 
EX: 从 而 它 依赖 于 Alp, 0). 此 外 ， 落 旋转 数 是 有 理 数 ， 则 8 
HARR E p 是 无 理 数 , 则 S 是 完备 集 , 且 或 者 5 一 C( 各 态 历 
经 情形 或 传递 情形 ), RES EC LIFE E MPAAT 
传递 情形 ). 

各 态 历 经 情形 的 充分 条 件 是 由 A. Denjoy [1] 得 到 的 , 即 若 4 
E C 类 的 , 偏 导数 04/00 是 有 界 变 差 函 数 , 又 p REEK, NT 
是 各 态 历 经 的 . 

这 个 定理 (Poincaré 对 解析 系统 已 猜想 到 了 这 定理 ) 的 证 明 可 
以 在 Coddington-Levinson 的 书 [1] 的 第 十 七 章 中 找到 。 该 书 还 给 
出 了 H. Kneser[1], A. Weil[1] 与 E. R. van Kampen [1] 5 Ah 4 
关 工 作 。 各 态 历经 的 更 进一步 的 条 件 最 近 由 A. Denjoy[3] 给 出 ， 

C. L. Siegel [1] 把 Denjoy 定理 推广 到 系统 

p = ply, 0), 6 = 0Co, 0) 
中 去 ， 其 中 假设 pP+P> O, 另外 ,最 近 A. Denjoy[2], [4] 指 出, 
还 可 将 此 定理 推广 到 闭 流 形 上 的 变量 个 数 x > 2 的 方程 组 中 去 ， 

环 面 上 的 向 量 场 理论 中 另 一 个 突出 的 问题 是 解 的 表达 式 问 

题 。 这 方面 的 第 一 个 结果 是 E. E. Levi[1] 给 出 的 ， 他 在 4 关于 


p = 


“RHEL es li da 
kleta k ° 
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° PRIORI Lipschitz 条 件 下 ,得 到 了 (4.6.5) 的 解 的 表达 式 

0 = pp + s(—), 
其 中 elp) JERA. 在 各 态 历经 情形 ,， 更 精确 的 公式 由 P. 
Bohl [1] 得 到 (HI, Coddington-Levinson 的 蔬 )。 与 此 有 关 的 最 近 结 
果 也 可 看 C. Olech [1] 和 Z. Opial [1]. 


4. 其 它 结 果 


T. M. Cherry [1], [2] 和 T. Ua (2) 考虑 了 具 厅 点 的 系统 
(4. 6.8 久 即 不 假定 o + @ > 0). 

方程 
de = A(p, 0 » 4) 
的 旋转 数 C2) 对 参数 4 sottesa V. A. Pis [1 #14858 
(1) 研究 过 ， 

最 后 ， 我 们 还 得 提 到 T. Saito [1], A. N. , Kolmogorov [1]; 
S. Sternbeg [1], E. J. Akutowicz [1] 等 人 的 其 它 研究 工作 ， 他 们 
考虑 了 具 不 变 积 分 的 环 面 上 的 向 量 场 。 | 


§ 7. 动力 系统 的 简单 介绍 


设 XA) ih 维 欧 几 里 得 空间 E° 中 的 EE 
数 , 其 分 量 为 X,,.…, Xn EXEL E” 中 的 C: REM, HWM 
分 系统 sn | | 


=X) | (4.7.1) 
的 经 过 任 一 点 (tos P) C € E”, to 为 实数 ) 的 解 a 
x = pCt, ta, x°) E (4.7.2) 


唯一 《根据 第 一 章 )， 另 外 , 我 们 假定 对 任 一 点 Go, x"), HRA 
p(t, t, x°) 作为 上 的 函数 在 整个 实数 轴 一 oo <1<+ co LAF 
-HRE 的 值 不 变 , 例 如 取 六 一 0， 则 
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x = p(t, 0, x°) = f(x’, £) (4.7.3) 
定义 了 一 族 依 赖 于 实 参数 上 的 从 E 到 它 自身 的 双方 连续 的 映射 ， 
它们 具有 下 列 性 质 : 

(A) FC", 0) 一 x”( 恒 等 性 )， 
(B) IOC, t),t.) = f, t+ tz) 《 半 群 性 )， 

CC) f(x*, 0) Æ G's 2) PERRET). 
(A) BHM (4.7.3) 的 推论 ; (B) 则 熟知 是 由 于 〈4.7.1) 为 一 H 
TRB: (C) 是 由 于 假设 Xec! HAR. 

RAE CA), (B), (C) 的 映射 族 (4.7.3) 称 为 E” CAERE) 
中 关于 微分 系统 (4.7.2) 的 “动力 系统 “ 简 记 d. s.). 

更 一 般 地 ,我 们 可 以 从 工 离 空 间 E( 相 空间 ) 出 发 ， 而 称 满足 性 
M (A), @), (C) 的 从 E 到 它 自 身 的 映射 族 x 一 f(x, t) HEH 
的 (推广 的 ) 动 力 系 统 。 动力 系统 的 详细 论述 可 在 V. V. Nemyt- 
kii-V. V. Stepanov 的 书 [1] 和 V. V. Nemyeskit L1] RREI AHE, 
我 们 仅 限 于 作 一 简短 的 介绍 。 
已 给 动力 系统 的 通过 给 定点 «CE 的 轨 线 ,定义 为 I, D 
对 一 切 t 的 象 集合 ， 当 上 委 0 或 上 之 0 LE FARC TI 
o- 半 轨 ， 

E 中 任 一 * 的 点 集 工 称 为 (在 已 知 动力 系统 下 的 ) 不 变 集 ， 如 
果 通 过 x* 的 轨 线 上 的 一 切 点 都 属于 1。 因此 ， 不 变 集 的 并 集 也 是 
不 变 集 。 由 不 变 集 的 定义 容易 知道 ， 不 变 集 的 交集 也 是 不 变 集 . 
为 方便 起 见 , 在 不 变 集中 也 包含 空 集 加 于是, ERREFE 
的 补 集训 无 例外 也 应 是 不 变 集 。 容 易 证 明 ， 个 变 集 的 闲 包 ( 因 而 不 
变 集 的 边界 ) 也 是 不 变 集 。 

在 已 给 动力 系统 下 ， 空间 的 一 个 划分 ， 是 措 把 分 解 为 一 
族 互 不 相交 且 又 获 盖 三 的 不 变 集 族 ， 

下 面 给 出 划分 的 第 一 个 例子 。 记 LtLI*] HE PAHS (E 
界 ) 的 oK HRAT L] 为 互 中 有 有 界 (无 
界 ) 的 a- 半 轨 的 一 切 点 所 构成 的 集合 。 容易 证 明 ， 下 面 四 个 集合 

AAI, NLT, ON, LNLt 
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《从 而 上 上 +, It, L_, lo 也 属于 这 四 个 集合 ) 都 是 不 变 集 , 且 它 们 互 
不 相交 :它们 的 并 集 与 互 午 合 , 从 而 构成 了 一 个 五 的 划分 (Lagrange 
划分 ). 
划分 的 第 二 个 更 有 趣 的 例子 是 申 e- 极 限 点 和 -极限 点 概念 
产生 和 的。 极限 点 的 定义 与 $1 中 的 相仿 ， 也 就 是 说 ,点 y EE 称 为 
(关于 动力 系统 和 给 定 的 点 x € E 的 ) w- 极 限 点 , 如 果 存 在 递增 序 
DI {ts} > + o, ER f(x, 2.) 与 ”之 闻 的 距离 (在 E 中 的 度量 
下 ) 趋 于 零 。 对 于 每 一 点 xE E, 对 应 有 a- 极限 点 集 Ar 和 w- 极 限 
点 集 Or (它们 中 疗 的 一 个 可 能 是 空 集 , 也 可 能 两 者 都 是 空 集 ) HK 
它们 为 x 的 er- 极限 集 和 ARR: 它们 也 分 别 是 通过 x 的 轨 线 
上 和 任何 点 的 e- 极 限 集 和 w- 极 限 集 。 应 用 与 5 1.1 基本 上 相同 的 推 
理 , 可 以 证 明 它们 都 是 不 变 集 。 由 此 得 知 ,如 果 轨 线 与 它 的 一 个 极 . 
限 集 有 公共 点 , 则 此 轨 线 是 它 的 极限 集 的 一 部 分 .。 
”现在 可 以 用 下 面 的 方 半 来 构造 E 的 一 个 划分 。 设 Dt, At, 
P+ 分 别 是 具有 下 列 性 质 的 * 的 点 集 : OC. = b; Q, Æo: QN fr, 
t) = h; Ox, t) 关 $8。 这 些 定义 对 应 于 1.2 中 给 出 的 w- 发 
散 轨 线 ，o- 渐 近 轨 线 和 ww-pPoisson 稳定 轨 线 。 我 们 再 定义 D-， 
4-，P-， 不 难 证 明 ， BEBE XEINA AGBARZR, 因而 ,下 
面 九 个 集合 
D- ND+, D NA AND, D- NPH, AMAT 
P-ND+, A-Np+, PN At, PPT 
给 出 了 E 的 一 个 (Poisson) 划分 。 这 最 后 一 个 集合 (一 切 Poisson 稳 
EAT 所 构成 的 集合 ) 是 由 下 面 的 事实 来 刻 划 的 : LE x rer nPt, 
集合 Ar 9, 与 通过 x 的 轨 线 的 闭 包 重合 ， | 
P_NPt ARTI, BIR CERIN, 它 
的 轨 线 称 为 中 心 轨 线 (这 些 概念 是 由 G. D. Birkhoff 借用 超 穷 数 
来 引 和 人 的 ,其 方法 与 此 处 不 同 )。 
i ”于 是 ,研究 动力 系统 的 目的 ， 在 于 研究 不 同 的 划分 以 及 它们 之 
疗 的 相互 关系 ,这 就 导致 了 各 种 不 同 的 不 变 集 的 拓 拓 :结构 的 分 析 ，. 
这 一 理论 最 主要 部 分 之 一 是 研究 中 心 轨 线 及 其 分 类 (回复 轨 线 , 概 
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ARBUZRES). 

动力 系 绕 的 概念 后 来 由 不 同学 者 〈《V. V. Nemytskii, E. A. 
Barbachin ARECA) 作 了 进一步 的 推广 。 他们 考虑 了 拓扑 空间 
E 和 更 一 般 的 拓扑 群 ， 以 代替 距离 空间 E 和 实数 z 的 群 。 这 就 产 
生 了 所 亩 “拓扑 动力 学 ”, 有 关 这 方面 的 内 容 , 我 们 建议 读者 参看 最 
近 的 书 W. H. Gottschalk-G. A. Hedlund [1]， 更 一 般 的 理论 最 近 
由 G. Recb [1] 所 建立 . 
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第 五 章 ”具有 扰动 项 的 平面 自治 系统 


这 一 章 研究 当 平面 自治 系统 的 右 端 加 了 改变 项 (又 称 扰动 项 ) 
以 后 它 的 轨 线 的 变化 情况 . 

61,2, 3 将 讨论 孤立 奇 点 邻 域内 雪线 的 局 部 变化 ， 这 一 问 是 
的 有 些 内 容 已 在 第 二 章 53, 第 三 章 $3 有 关 解 析 系 统 的 研究 和 A. 
Wintner 关于 Briot-Bouquet 奇 点 的 研究 中 讨论 过 了 .现在 重新 考虑 
这 一 问题 是 为 了 确定 在 什么 条 件 下 所 给 系统 的 孤立 奇 点 具有 与 简 
化 系统 的 奇 点 相 类 似 的 性 质 ， 简 化 系统 比较 简单 ,特别 地 , 它 可 以 
是 线性 系统 ， 因 此 ,我 们 的 目的 是 想 建立 所 谓 “等 价 性 态 ”的 准则 . 

在 $4 中 我 们 将 研究 一 种 情况 ,其 中 简化 系统 不 能 反映 原 系统 
的 人 性质 , 因为 它 的 奇 点 组 成 一 条 完整 的 直线 ,而 不 是 一 个 点 . 

这 一 章 的 最 后 一 节 将 研究 系统 右 端 有 扰动 项 时 相 平 面 内 轨 线 
集合 的 “大 范围 ”变化 . 


S 1. 齐 次 扰动 系统 


工 一 般 问 题 

(a) 让 我 们 再 来 考虑 第 二 章 $2.2 中 已 研究 过 的 系统 

之 一 和 wz，y)，3 一 了 or，)). (5.1.1) 

这 一 节 将 沿用 那里 用 过 的 记号 ,假设 和 记得 的 结果 。 回 忆 那 时 的 
Xm Yn BAR™ RIB HS 1 的 整数 ， 它 们 仅 在 原点 同时 
AE. Xms Yn 不 必 假 定 都 是 多 项 式 , 虽 然 这 是 人 们 最 关心 的 一 种 
情形 . 
”在 第 二 章 $3， 我 们 还 讨论 了 系统 

x = Xm(x39) + fxr, 7), y= Ynlx, y) + gx, 9); (5.1.2) 
其 中 f(x,y), gx, 7) 在 原点 的 某 邻 域内 能 展 成 寡 级 数 , 且 在 此 
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邻 域内 它们 是 关于 p = (x + y)” WET REIT. 另外 ， 
存在 + > 0， 使 得 
(Xm(x3 y) + he, P+ CV aCe, ,) + g(x, a > 0, 
0<pSrs 
因此 ,原点 0 是 (5.1 2) INDIZITA. 
现在 :我 们 放弃 # £ 是 解析 通 数 的 假设 ,而 假定 它们 在 原点 的 
某 邻 域内 连续 , 且 保 证 〈5.1.2) 的 解 满足 唯一 性 和 关于 初 值 的 连续 
依赖 性 .例如 ,可 以 假定 1, 8 满足 Lipschitz RE, 
我 们 保留 f, ee 的 高 于 ?级 的 无 穷 小 这 一 假定 ,于 是 有 
limf(x, y)” = lim g(x, y)o" = 0. (5.1.4) 


也 保留 假设 (5.1.3), 因此 ,原点 0 仍 是 (5.1.2) AA. 
(>) 若 取 O 为 极点 ,引入 通常 的 极 坐 标 , WRB (5.1.1) 可 以 
写 为 (第 二 章 $2) - 
6 一 prZ(6)，6 一 pr-IVGO)， (5.1.5) 
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其 中 | | 
Z(0) = Y,,( cos, sin@)sin@ + X,,(cosO, sin0)cos0, 
 N(6) = Y,( così, sin@)cos? — X,,(cos@, sin0)sin0, 
lita WREX Ap, 0) 5 E(0,0) 如 下 (在 解析 情形 人 与 E 分 
别 为 op 与 p0): | 
A(p, 8) =a [g(pcosì, psin0)sin9 + f(pcosì, p sin 0) cos8]o-™ ; 
E(o, 0) 一 [g(ecos6, p sin 8) cos - 一 帮 ecosg,psamb)sin6]o 
©. 1. 6) 

则 系统 (512) ALSA 
6 一 pr[Z(6) + A(o,6)], 6 = o"[N(60) + Ele, DI. (5.1.7) 

我 们 立刻 注意 到 ， 假 设 (5.1.4) 等 价 于 Alp, 0) M ECP, 6) 
是 。 的 无 穷 小 (关于 6 一 致 ), MEE 8 > 0， 存 在 po > 0， 使 得 
{ACe, o> SE FECp, O)| Ses HOS pp, 0 < E Za, 

(c) 在 对 系统 (5.1.1) 的 研究 中 ， 我 们 考虑 过 方程 NCO) 一 0 
的 三 种 依 况 : NG) 有 孤立 实 零 点 ,或 者 无 孤立 实 零 点 , 或 者 但 等 
Fg, 下 面 我 们 将 按 同 样 的 方法 来 研究 系统 (5.1.2). 
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2. N00) #0 的 情形 | 
(a) 我 们 已 经 看 到 , 当 N(0) #0 时 , 点 2 是 系统 (5.1.1) 的 
中 心 或 焦点 《第 二 章 $2), 又 知道 , F (5.1.2) 是 解析 系统 ， 则 0 也 
是 (5.1.2) 的 中 心 或 焦点 (第 二 章 $4). 
”在 现在 的 假设 下 ， 我 们 得 到 由 下 面 定理 给 出 的 较 能 的 结果 
定理 1. BORG. 1) 的 中 心 或 焦点 ， 则 它 是 $1.1 中 系统 


so ¢ ë è >ò è. 


ema, 存在 常数 《 > 0, ,使 得 INCO)] - >k,0<8< 2a. 
又 由 (5.1.4),-:E(p, 9) 对 6 一 致 地 关于 p 趋 于 零 ， 因此 我 们 可 以 
确定 Pos 使 得 
INCO) + ECp, 0)| > k/2, 0<0<2x, OX p< pp. (5. L. 5) 
另 一 方面 ， 存 在 M>0, 使 得 对 0<0<2x, LSP 
有 1Z(0) + A(p, | < M, Rik 
a < MOF ECD re 0<@6< 2a, ETET 
| (5.1.9) 
_ a PCP, 0) 是 以 O 为 中 心 ,ps 为 半径 的 圆 cco, Po) 由 的 一 
Fi. BBE 
pidp/d0 = — 2M/k, p7dp/d@=2M/k (51.10) 
的 经 过 点 的 两 条 积分 曲线 Cs Co 它们 分 别 是 对 数 螺 线 
pCO) 一 pexp(— 2MO/k), p:(6) 一 pexp(2M0/k). 
显然 , 若 5 充分 地 小 ， 则 C Ci 上 对 应 于 区 间 0 二 8 委 2= 的 弧 
一 定 在 c(0, P) 内 。 事实 上 ,只 需 取石 满足 p< poexp( 一 ia 
k) 即 可 . | 
“一 通常， 我 们 将 p, 6 看 作 直角 坐标 . 于 是 由 熟知 的 比较 定 下 
(G. Sansone[1] 第 94 页 ) 和 (5.1.9)， MAI 


1) 见 H. Forster [1] 3 296-298 页， 对 mm 一 1 的 情形 ， EMEA o. 
Perron 得 到 的 5 见 O. Perron[1] 第 278—288 RES, 
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1 do 一 Z0) + Ap, 0) (5.1.11) 
P d0 N(6) + Elp, 0) 
的 从 点 《5, 0) 出 发 的 解 p = (0) 是 定义 在 0<0=<2x LA 
满足 p.:(6) < p(0) < pO), 0<6< 2x 的 曲线 ,特别 地 ， 
| p(2x) < e(2x) < Po. 
这 种 情形 在 o, 6 平面 上 如 图 73 Ara. 


图 73 


另 一 方面 , 方程 (5.1.11) 是 (5.1.2) 的 轨 线 所 满足 的 方程 , 因 
为 只 要 雪线 狐 在 贺 CCO, oo) 内 ，(5.1.8) 就 成 立 ， 且 轨 线 可 用 
p= (6) 表示 ,其 中 p(6) 是 (5.1.11) 的 解 . 
Blo, 6 为 极 坐 标 ,得 知 (5.1.2) 的 经 过 线段 0 二 x 二 p,,y 一 0 
上 的 点 P = (5,0) 的 轨 线 , 当 5 充分 小 时 , 绕 O 一 周 后 再 与 线段 
相交 于 吾 若 了 一 也， 则 此 轨 线 为 一 环 ; 车 P +P, NER O, 
5 ,的 次 序 或 者 为 D , P,P, 或 者 为 0,B, 5。 由 (5.1.8)， 所 有 
与 线段 BB 相交 的 轨 线 总 是 从 同一 方向 穿 过 PP. 故 对 这 两 种 情 
况 ， 由 线段 PP SPRM PP 所 构成 的 区 域内 都 含有 (5.1.2) 的 整 
条 半 轨 (图 74), BORE w- 极 限 点 或 者 为 0( 因 为 这 个 区 域内 只 
有 一 个 奇 点 ), 或 者 为 一 环 .。 由 于 是 任意 的 , 从 而 证 明了 我 们 的 
论断 . | 

(b) 对 于 解析 系统 ,我 们 已 经 看 到 ,车 O 是 (5.1.1) 的 焦点 , 则 
它 也 是 (5.1.2) 的 焦点 (第 二 章 $ 4). 在 现在 的 假设 下 ,这 结论 仍然 
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成 并 ,于 是 我 们 有 以 下 定理 . 

定理 2. 若是 齐 次 系统 (5.1.1) 的 焦点 , 则 它 也 是 $1.1 的 系 
6 (5.1.2) 的 焦点 ( 见 M. Frommer[1] 第 410 页 ;也 可 看 H. For- 
ster[1] 第 298—299 TI). 

0 是 (5.1.1) 的 焦点 的 充分 必要 条 件 是 


N(6) #0, (0 <0<22); = Z0) jo x0 : 


0 N(6) 
《第 二 章 $2). | o 
例如 , 当 了 二 0, NO) < 01,0% (5.1.1) 的 不 稳定 你 上 
二 章 $2). 
KT ERI MBM ROO, K>0 使得 INO] > ks 
|Z(6)| <K, MB (5.1.4) 可 确定 充分 小 的 p> 0， ERE 
c(0, po) 内 有 


TEG, 0)| < mia (4, = 1), LAC, 6)| <— = 


此 外 ,存在 M > 0, 使 得 |Z(0) + Alp, 6)| < M. | 
正如 我 们 在 (a) 中 所 指出 的 ，(5.1.2) 的 轨 线 在 c(0, po) 内 

可 以 表 为 p = (6) 的 形式 ,其 中 o0) 是 (5.1.11) 的 解 ; 而 且 ， 

当 五 充分 小 时 由 点 P= (530) HRR p (6) 在 0<0<2 
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内 有 定义 ， 
对 (5.1.11) 积分 ,得 


_ pean ((% ZO) + 40,0) | 
e(2x) = Pexp (|. LO EL 2). (5.1.12) 


注意 上 面 的 不 等 式 ,我 们 有 
I° Z(6) + A(p,0) jo — | Z(8) go 
> NCO) + ECp,0) o NCGS 
i | 206) — 2} 4p 
o LN(@) + E(0,6) NCG) 
2x A(0,0 
| rey <I 
| | Z(0)] |ECo, 0) 
o |N(0)| INCO) + EI © 
2x A(p, 0) 
+i MOEZIONI on 
+ EI” LEC, olaa + 2 |A, O19 < =. 
由 (5.1.12) 得 p(2x) < pe”, 类 似 地 ，p(4r) < pr) 
pe. 一 般 地 ， p(2vx) < eP, (y= l, 2,%°°) 故 当 6 > +00 
时 (0) BTS. 
我 们 注意 到 , 上 面 的 证 明 也 指出 , #0 FE (5.1.1) 的 不 稳定 焦 
A, 则 它 也 是 (5.1.2) 的 不 稳定 焦点 ; FOR (5.1.1) 的 稳定 焦点 ， 
则 它 也 是 (5.1.2) 的 稳定 焦点 . 


3. BF O 的 轨 线 . "例外 方向 


(a) 下 面 的 引 理 成 立 (I. Bendixson [1] 第 34 页 H. Forster 
[1] 第 308 Ti, F. Tricomi [1] 第 71 页 ). | 


o eo o è 0 s0 * 


0 的 轴线 / p 一 0s 0 = 0C), 极限 a(o) [0(—00)1 A 存在 ， 
有 有 限 或 无 限 . 
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这 条 引 理 的 证 明 可 以 按 与 第 二 章 $3 引 理 1 的 相同 的 论证 得 
到 . 假定 当 1 一 十 %[t 一 一 00] WH OG) 有 几 个 极限 ， 设 
0 一 .6, 是 其 中 的 两 个 。 在 这 两 个 9 之 闻 我 们 可 以 取 O, 使 得 
N(6) #0. HF Elo, OMA e 趋 于 零 而 趋 于 零 , 故 可 确定 P> 
0， 使 得 N(0) + Elo, 0) #0, 对 0<p0So0. 于 是 (5.1.2) 的 
所 有 雪线 与 射线 6 一 5，p 二 p。 相 交 时 以 同一 方向 穿 过 。 和 第 
Cè $3 引 理 1 的 证 明 一 样 ， 我 们 就 可 得 到 与 存在 儿 个 极限 的 假设 
EF SAAC. 

è. HEM, N(0)=0 有 有 限 个 根 的 假设 不 是 必要 的 ， 因为 
对 更 一 般 的 情形 ， 只 要 NO) Æ 0, 2x) 内 的 零点 集 的 余 集 是 
处 处 稠密 集 , 同样 的 推理 仍 成 立 。 但 是 , 关于 NCO) 的 零 所 的 其 
些 假 设 对 此 引 理 的 成 立 则 是 必需 的 ， 这 可 由 下 面 的 例子 来 说 明 ， 
ZERERA §3 中 遇 到 过 的 系统 

x= x, ý = y + z cos log |x| /log |x | ， | 
其 轨 线 振动 地 趋 于 0 ,同时 原点 2 是 其 简化 系统 (线性 系统 ) NE 
形 结 点 。 在 这 个 例子 中 ， 我 们 有 f=0, g/o 关于 9 一 至 地 赵 于 
=> 但 是 NCQ) MISTS. © 

(5) 还 有 两 条 类 似 于 第 二 章 $ 3 对 于 解析 系统 所 证 明 的 引 理 ， 
在 这 里 也 仍然 威 立 . 那里 的 证 明 是 以 方程 右 端 为 解析 这 一 假设 作 
为 基 袖 的 ,这 只 不 过 是 为 了 保证 《5.1.4) 成 立 ， 这 些 引 理 如 下 : 

co 512. Æ rG 是 $1.1 中 系统 《5.1.2) HAT OM, W 
存在 有 限 极限 OC + 00) [0(— 00)] 等 价 于 存在 一 条 过 Q 的 直线 ， 
a t> + col > — 00] Rita HR ra ODRYR RATA 
re. 

3183. $1.1 中 系统 (5.1.2) 的 每 条 轨 线 p= p(t),0= 
80) 若 以 有 限 的 8(+ 06) [6(— co)] eT 0, 则 数 0(+ 00) 
[9(— co)] 是 方程 N:(0) 一 0 的 根 . s: 
| (c) 在 第 四 章 $3, 我 们 定义 了 例外 方向 这 一 概念 并 指出 ， 

对 于 章 次 系统 (5.1.1), 所 有 的 例外 方向 ， 也 仅仅 是 这 些 例外 方向 
才 对 应 于 方程 NCO) 一 0 的 根 。 对 于 系统 (5.1.2) Ki, RAB 


rr e a ‘s 
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出 这 个 结论 也 是 成 立 的 . 因此 ,我 们 有 如 下 的 引 理 : 
系统 (5.1. 2) FG NT REE (5.1.1) 的 例 


-事实 上 , 在 任 一 常 点 P， Ù a 是 向 径 Ps 65.1.2) 的 雪线 Te 
在 P 点 的 切线 之 间 的 夹 角 , 则 当 A 2/2 + ke 时 , tga 可 表 为 
N(0 E(o,.0 214) 
Toro (pap) 611 
Be 5 满足 NO) =a A0, NE oo > 0, 使 得 对 IS 
PS po A |N(0) + E(o, 0) > |d|/2. Ast. {P,} YAFO 
的 点 列 , HR 0,78, {an} 为 对 应 的 “ 值 , 则 因为 (5.1.13) 的 
分 母 当 ETET 时 是 有 界 的 , 序列 {tgan} ARIETE. 


4. EM MB RABE. 第 一 类 正规 鹿 形 域 


(a) 设 0 为 NO) 的 孤立 零点 ; 因为 20) + N0) > 0, 
{ Z(0)#0, MAX 6 >0, 使 得 对 6 一 8| <3 有 
Z(6) #0, 此 外 ， 对 6-8 <0 <6, O <0 <0) + 6, A 
NO) #0, | 7 

以 0 为 顶点 的 角 域 le _el < 5 是 系统 (5 1. DAERA 
(E §2), ERRRE ARAH (5.1.2) 的 其 它 异 于 6。 的 例外 方 
向 ( 引 理 4). . 

另 一 方面 ， 可 以 找到 p> 0， 使 得 在 整个 扇形 域 S Cp, 3): 
0 <e po» | — 0): <5 内 ， 表达 式 a 1. 13) 2 5 3 NCO)/206) 
之 差 小 于 任意 正 数 i 

因此 ,这 扇形 域 是 系统 (5.1.2) 的 正规 鹿 形 域 (第 一 章 3), 显 
然 它 也 是 系统 (5.1.1) 的 正规 扇形 域 ， BRISA TRIE Bae 
形 域 的 类 型 也 相同 。 从 而 ,我 们 有 : 

SHS. £6, 是 方程 N (6) 一 0 的 孤立 根 、 MIRER 


*) PRA 一 i se, “一 一 译 者 注 
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>D, Po > 0, 使 得 扇形 域 SC py> 8): 0 SeS m l0 一 ô| < 


so è a 0 @ 
+ e a @ oe o 


o @® 0.0 è ò @© Ss... 


“还 须 指出， 若 在 对 应 于 NO) = 0 的 给 定 的 根 96 的 正规 扇形 
RIA, (5.1.2) 的 轨 线 趋 于 0， 则 其 切线 趋 于 以 180, 为 斜率 的 直线 
( 引 理 2).。 2 
(b》 由 第 二 章 $2 的 结果 ,我 们 有 如 下 的 定理 : 

定理 4、 老 9, 是 方程 NO)= 0 RETE, RADE, E 
ZOAN DCA) > 0 0, Wee BIER S Cow 8): 0s P < Pos 

oe (5.1.2) 的 轨 线 ， 4 pe + 00 se pans PAFO, 与 此 
FIR CHAU REM O ATA h 的 直线 

为 此 ， 只 须 指出 ， SC bes 5) 既是 (5. 1. 1) 的 ， 也 是 (5.1. >) 的 第 

一 类 正规 局 形 域 . | 


5. = MEMI. 第 一 判定 问题 


| (a) 回忆 定理 30( 第 四 章 $3) 所 指出 的 ,第 二 类 正规 扇形 域 可 
能 出 现 两 种 情形 : 唯一 性 情形 与 一 般 情形 ,对 于 齐 次 系统 《5.1.1)， 
总 是 出 现 唯 一 性 情形 ,唯一 趋 于 O 的 轨 线 就 是 不 变 射线 ， 但 是 ,对 
于 系统 《5.1.2), 一 般 情形 也 会 出 现 ， 即 在 此 扇形 城内 可 能 丰 在 无 
穷 多 条 趋 于 O 的 轨 线 . 

作为 这 一 情形 的 一 个 例子 ， Beas (I O. Perron u) 第 
77K) 
see oval any. 
| 《WwW 为 算术 根 》 
这 系统 的 轨 线 性 状 如 图 75 所 示 . 由 图 易 见 ， 丰 在 四 个 第 二 类 正 
规 扇形 域 ， 其 中 每 一 个 都 对 应 于 一 般 情 形 . 按照 第 四 章 $4.4 Cc) 
所 给 的 定义 ，O 是 推广 意义 下 的 蒂 点 ， 对 应 的 系统 ($5.1. DAR 
点 0. 
现在 我 们 必须 解决 判定 问题 (M. Frommet (i). 即 寻 找 一 些 
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图 75 


条 件 , 以 使 它们 与 $1.1 中 的 条 件 在 一 起 能 保证 系统 (5. 1. DARA 
WARA (5.1.1) 的 第 二 类 正规 扇形 域 属于 唯一 性 情形 . 
(b) 我 们 指出 ,对 于 三 类 正规 扇形 域 中 的 任何 一 类 ， 每 一 条 轨 
线 忆 司 以 表示 为 0 = 0Co), RH 6(p) 是 方程 oe : 
d0/dp= ppl, - (5.1.14) 
的 解 : 而 SEL 
Plo, 0) = [N(0) + ECp, 0)1/[Z(0) + A(0,0)]. (5.1.15) 
若 我 们 再 次 把 e 与 9 当成 直角 坐标 ,并 设 0 为 模 坐 标 , 则 代替 
扇形 域 SCoo, 5) 的 将 是 一 上 矩形 , 趋 于 O 的 轨 线 变 成 从 CO, 6。) 出 
发 的 曲线 0 一 6(p)， 那 些 不 趋 于 O RA BERN N a R 
离开 矩形 的 水 平 边 的 曲线 6 = 6(o)。 第 二 类 扇形 域 (atx) 
的 象 如 图 76 Bra. | 
现在 我 们 引入 如 下 假设 ( 见 E. R. Lonn[2]): 存在 函数 LG) 
20, 使 得 在 矩形 (或 届 形 ) 0 sos = 209 |@ — bol <p Pi» 对 每 
一 对 0, 5 0, 有 
4Co, r- a 0,) < L(p), | 6119) 
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i je EO) ip = lim fe LSP) dp = K>, | (5.1.17) 


0 too 


在 这 些 假定 下 ， 我 们 立刻 看 出 (5.1.14), (5. 1.15) 的 过 点 (0,0,) 的 
解 不 多 于 一 个 . R> SKos 8) 星 现 唯一 性 情形 . | 

事实 上 ， 如 果 当 p>0 +51 (6.114), 6.1. is) ARAB 
于 6, 的 角 0,(p) >0(0), È 


_b = 8,C po) - 一 ~ 0:(po)， GO 
RIA Bs 0 < B= Pos 使 得 oe 
6,(6) — 65) 一 he], °° (SL .19) 


. ypa op <p <p) Re 6,(e) 和 Op) 积分 (5. L. 14) 
Ks 将 所 得 方程 相 减 ， 得 


6.60) — 6.60) = OF) — 0,66) + +f TOETO 
因此 ， 8 (619) AGLIO, RIA | x 

ao) — 6460) < Ae + RC ONTORIIOTA 
应 用 推广 的 Gronwall si Oba i 52.1) .和 和 (5.117), 我 们 有 
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0Co) 一 0(o) < h/2, 4 p= p 时 这 个 式 子 与 (5.1.18) FE. 
(c) 参照 第 二 章 $ 2 的 结果 ,我 们 有 如 下 定理 : | 
定理 5. 若 0o 为 N(0) 的 一 个 用 AMEA k 为 奇数 ， 且 
2 CON Oo )<o. MEERES Cost) Ae (5.1. 2) 的 通过 


(a) 我 们 指出 条 件 (5.1.16) 和 《5.1， 17): 难于 应 用 下 面 的 
定理 给 出 了 一 1 时 的 一 个 较 易 应 用 的 判别 准则 . 
-定理 6。 £0 是 方程 N (0) 一 0 的 一 个 单 根 ， 且 有 Z(0,) 
N° (05) <0, 又 函数 fx, va g(x, y) HEFTER | | 
. If(pcosd,, psin0,) — p {(pcosì,, p sin 0,)| < K(o)l0: — dal, } 
lakpeos0,, psin0,) — g(ocosì., p sin bs)| < K (010, — 6,|. 
- (5.1.20) 
其 中 KG) 随 P 趋 于 零 时 是 eM ™ 级 的 无 穷 小 (m 为 Xm, Ym 
的 次 数 ), 且 EM Po 及 è>0, 在 0<p<p,10—0, <5G 
一 1,2) 内 有 定义 ， ETA Soos 3) a> §1.1 中 的 系统 


“为 证 此 定理 ,只 需 指出 ， 在 本 定理 的 条 件 下 ， 定理 5 中 请 条 件 
都 成 立 , 其 中 的 LCp) 一 0。 
AL fa RE f(pcosì,, psind,) 等 等 。 由 (5.1.15), 我 们 有 以 
下 恒等式 | 
PPP, a Niz 十 | 一 N, 么 一 4 Zap ANN Na: 
a, - 


0, _ 03 — 0, i | Oy ~~ 0, 0, 7 02 
y, Ar 一 A; +Z, E, = E Zi 23 
10, 6, — 0, 0, — 0; 
E, — E, A, At 
+ A 二 -一 一 : 一 p È 
0; -7 0, , 0, — 0, ° 


其 中 Pra = (Zr 十 ADT(ZIT 42). s n 
Ri po 充分 地 小 , 则 Pa WASS ZZ 的 相同 , 故 为 正 。 
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现在 指出 : 

(1) N, A 可 任意 接近 于 N(0,); (2) N 和 Z 是 8 的 Lipschitz 
mex; (3) 由 〈5.1.4)，A: 与 8, 随 ?一 起 而 成 为 无 穷 小 ; (4) 由 
(5.1.20) e (A, 一 A2)/(6, — 62) 和 (E — E)/(0,—- 82) 也 
Ba © 而 成 为 无 穷 小 . x E 

由 此 可 知 , 取 po 与 6 充分 小 ， 可 设 { ”1} 内 的 表达 式 的 绝对 值 
在 整个 扇形 域 Slos 0) 内 小 于 任意 正 数 . 另 一 方面 ， 
(N —.N.)/(0, 一 5) 一 N'(0,) + 0(0, — 0.) + O(0, — 90), 
又 因为 当 |0 一 01 < 时 |Z(0)| 大 于 一 正 数 ， 且 N'(0)- 
Z(Oo) 天 0: 故 对 |0 — Gol So 有 ZN, — N) / (0—0) <0. 
因此 ,在 SCpo, 8) PI (di — 2)/(01 — 62) 为 负 ， 7 
(ce) 显然 ， 定理 6 的 条 件 对 于 解析 系统 来 说 是 满足 的 (第 二 章 
$3)， 这 时 我 们 有 

fCocosì, psin0) = prt mt) + mt (8) +> 

gCocosh, psin0) 一 p” tgm lO) + ogn + - 
然而 ， 这 并 不 问 味 着 现在 不 可 能 存在 非 叭 一 住 的 一 般 情形 的 第 二 
类 扇形 域 〈 第 四 章 定理 30, I)。 回 想 一 下 ， 我 们 在 这 一 节 的 开始 
时 兽 假设 了 Xe 5 Yn 没有 公 因 子 ($1.1) .如 果 没 有 这 一 假定 ,就 可 
能 出 现 非 唯一 性 ,这 可 由 下 面 的 例子 看 出 (M. Frommer[1] 第 266 
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页 ), 系统 
x == — zó, 少 一 y’ — rty 


(其 中 Xn XK 0, Ye = Ya y), KRW 77 所 示 . 


6. 第 三 类 正规 扇形 域 . 第 二 判定 问题 


(a) 剩 下 来 要 分 析 b 是 NCO) O REE, k 为 偶数 的 情 
形 . 这 时 射线 6 一 6 是 系统 (5.1.1) 的 第 三 类 正规 角 域 的 角 平 分 
线 .因此 , 它 是 (5.1.1), 从 而 也 是 (5.1.2) 的 第 三 类 正规 扇形 域 Sos 
5) 的 角 平 分 线 。 但 是 , 当 (5.1.1) 肯定 有 一 条 趋 于 O 的 轨 线 (不 变 
射线 ) 时 ,而 对 (5.1.2) 却 未 必 肯 定 有 .事实 上 ,我 们 在 (d) 的 例子 
中 将 看 到 ,对 于 (5.1.2), 可 能 没有 一 条 轨 线 通过 5(p。, 3) MAF 
(第 四 章 定理 30, II). 

现在 我 们 面临 着 另 一 个 不 同 于 前 面 已 考虑 过 的 判定 问题 前 
面 的 问题 是 唯一 性 问题 , 这 里 是 存在 性 间 题 . 我 们 仍 象 前 面 一 样 ， 
在 p, 9 平面 上 考 罕 扇形 S(p。, 5) 的 象 ， 这 时 有 如 图 78 (a) 与 
(b) 的 两 种 形状 . 它们 分 别 对 应 于 双 曲 情形 (无 轨 线 趋 于 0) 和 存 
ERTO 的 轨 线 的 一 般 情 形 . 


图 78 


ZH O. Perron 的 比较 定理 (G. Sansone [1] 第 106 TI), 我 
们 看 到 ， 若 存 在 定义 于 SCpos 6) AY PBX bile, 9), 使 得 di Ce; 
9) <%(0,9), 其 中 Ho, 0) 由 (5.1.15) 定义 ， HE pdb / 
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do = (0,0) RA p > OF RT 0, HOA MINS ETICHE 
形 . 另 一 方面 ,着 存 在 宏 义 于 Koo 0) WH LO, 0), EB 
(0, 0) = bes 0), 且 方程 pd0/do = Q, (p> 6) 至 少 有 一 个 当 
o 一 of RT 6。 的 解 ， 则 存在 艳 于 0 的 雪线 的 -一般 情形 ， 
Cb) 刚才 所 举 出 的 准则 是 很 一 般 的 ， 但 也 难于 应 用 ， 不 过 可 
以 从 它 推导 出 比较 易于 应 用 的 准则 ， | 
改 :为 一 !， 总 可 把 问题 化 为 以 下 两 种 情况 之 一 : 
Z(6,) > 0, NA) > 03 © (5.1.21) 
或 者 ZO.) >0, N*O,) <0, 但 由 于 在 这 两 种 情况 , 扇形 域 中 
的 图 象 互 相对 称 ( 第 二 章 82), 因 此 只 需 考 虑 情况 5.1.21). Mim, 
我 们 有 如 下 的 定理 ( 见 E. R. Lonn [2]): | 
定理 7。 设 6。 是 方程 N (9) 一 0 WAR ABILE 
定 条 件 (5.1.21) BE. ES 
A(p) = | logol ty, 
D = (Z(00)/R)VAPINR(0DA — 1)/k VEY, 
Mi PARK E(p,0) 在 适当 的 扇形 Seo 8): pS pi 16 一 | S 
| E(p,9)<C,4(p), 0< C <D, (5.1. 22) 
REMI, (5.12) LOU RIST OMM: ATE 
E(0,0) MERE 
E(0,0)> CaA(p), Ca>D(> 0), (51.23) 
Wet IBA (5.1.2) 没有 趋 于 2 的 轨 线 . = 
为 了 证 明 这 一 定理 ， 我 们 指出 ， 由 于 
Z(6) = Z(0) + oC]0 — 01), 
NCO) = NA(00)(0 — O0)*/k! + of |O6—9,]*), 
存在 c>0, EGRE p 与 5 充分 地 小 ,就 有 


peli _, N(G) + E(0,0 ) 
P do Z (6) + Afp, 6) 


<N T, 0 一 6 )k/R} + Ete. Da + a). 


Z(9o) 
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由 (5.1.22), 这 时 优 方程 040/40 = +, 是 
pdb /dp = L(0 — 9,)* + M(o)， C5.1.24) 
EHR OBR, L> 0. 

GR 4(0) 为 定理 所 述 的 形式 ， 则 E. R. Lonn [2] 证 明了 
M(Co) 将 使 (5.1.24) 有 趋 于 0. 的 解 6《(po)， 从 而 方程 edp/dd = 
p 也 有 趋 于 0 的 解 . | 

但 也 存在 a，0 二 of 一 1， 使 得 只 要 po 与 5 充分 地 小 , 总 有 

p= N(0) + E(p, 9) 
dp Z(60) + AC(p, 9) 
NP — O0)*/k! + ECs 0) (4 _ 
| ZON (19). 
于 是 由 (5.1.23), RNABM (5.1.24) 的 方程 ,这 时 它 是 劣 方程 
(odb/dp 一峰). Æ 4(p) 如 上 记述 , 则 MC) 将 使 方程 (5.1.24) 
没有 趋 于 00 的 解 OC), Mit pd0/dp 一 上 也 没有 趋 于 O, 的 解 
(HL E. R. Lonn[2]). | 
: (c) E. R. Lonn 的 条 件 (也 可 参看 H. Forster [1] 的 相 类 似 
的 条 件 ) 被 M，Hukuhara 大 大 地 改进 了 ,他 得 到 了 使 形 如 (5.1.24) 
的 方程 当 p 一 0 十 时 有 ( 正 ) RETO 的 充分 必要 条 件 ( 见 M 
Hukuhara [1]). 
Cd) 系统 © 
g=x—yClogp)?, j= x+ y, Co = 24 }?) 
以 原点 0 为 其 不 稳定 焦点 ， 仅 以 半 轴 x=0, 750, (6, 一 士 z/ 
2) 为 例外 方向 . 

- 其 中 每 一 个 例外 方向 是 一 个 第 三 类 正规 扇形 域 的 平分 角 线 ， 
在 该 域 中 都 不 售 趋 于 的 雪线 ， 这 可 借助 于 定理 7 的 第 二 部 分 看 
出 ,其 中 | | 
oe 0 = + 2/2, A(p) = Cos 2)”, 

Z(+ 2/2) = + N"(+ 2/2) == 1, D = 1/4, 


为 使 
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E(p, € 0) = sin°0( logo)? > = — L (loge) 


RAM sind > 1/2, BUEN ô = 2/4 即 可 。 
与 这 个 系统 对 应 的 简化 系统 dii poetry 以 原点 为 音 
切 结 点 。 


7. NC0) 恒 等 于 零 的 情形 


当 (5.1.2) 的 右 端 为 解析 函数 时 ， 对 NO) 重 等 于 零 的 情况 
我 们 已 作 了 广泛 的 讨论 (第 二 章 82), 在 那里 自然 假定 Xm. Yn 为 
mm 次 齐 次 多 项 起 ,现在 只 保持 这 最 后 的 候 定 ,而 让 ,2 满足 81.1 的 
条 件 (5.1.4). 
我们 回忆 一 下 (第 二 章 $ 2), 由 于 NCO) HSER, Xn, Yo 可 
号 为 Kals y) = Amx, Y)s Ym(x,9) 一 YAm-1(x, y), AP 
4n-i(xy y) 是 mm 一 1 次 齐 次 多 项 式 ; 它 对 0>0 符号 不 变 . 
为 确定 起 见 , 假 定 对 0> 0, A Anal, y) > 0。 (5.1.2) 的 
PR SRE t= rt F(x,y), pe yt G(x,y) 的 雪线 相 Fi» 
H (5.1.4), F={/Am-, G 一 8/ Ams 满足 ， 
Do Jin F(x, y)o™ = Jim Giz, yo =0, | (5.1.25) 


因此 , Æ 4 >0, M G.1.2) FO 点 邻 域内 的 轨 线 的 性 态 
可 由 系统 二 一 zx， 了 少 一 y 的 狂 态 推 得 ， 后 者 以 2 为 不 稳定 星 形 结 
ri. 

E 我 们 势必 要 考虑 m=] BINI 这 在 2 HET 
以 讨论 . 

“但 是 ;只 有 假设 (5.1.25) 并 不 足以 保证 点 2 对 (5.1.2) 也 是 星 
形 结 点 .这 可 由 下 面 的 例子 看 出 .系统 * 一 *x，y7y 一 7 十 xcos log |x|/ 
log |x| 已 在 第 四 章 $3 遇见 过 了 . 或 者 例如 系统 ( 见 O. Perron[1] 

#=x— y/loge, 9 = y+ x/logp, (@ = x + y’), 


O 原 书 这 段 有 计算 错误 现 已 改正 一 一 译 者 注 
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其 轨 线 是 螺 线 p = poe’, 6 = 0 + log-Clog po + t), £ > — logos 
原点 是 焦点 . 


8. 一 些 说 明 
这 一 节 进 行 的 分 析 有 其 明显 的 局 限 性 ， 对 于 NO) FEST 
零 , 但 有 无 穷 多 个 零 根 ， 从 而 有 非 孤 立根 的 情况 未 加 讨论 .此 外 ， 


当 Xn Yn 有 实 公 因 子 时 ,系统 (5.1.2) 在 原点 D 的 性 态 也 未 进行 
分 析 , 其 特殊 情况 (m = 1) 将 在 $ 4 中 进行 研究 . 


2. ct 类 系统 的 孤立 奇 点 ， 初等 奇 点 
1. 引言 
这 一 节 我 们 将 着 手 研究 系统 
£= X(x, y), 9 = Yx,y) (5.2.1) 
的 孤立 奇 点 。 这 时 , 假设 X,Y 是 C! 类 函数 , 亦 即 它们 在 这 奇 点 
的 邻 域内 有 连续 偏 导数 X。, X,，Y。，Y，. 
不 失 一 般 性 ,可 设 此 奇 点 为 0. 因 此 ,系统 (5.2.1) 可 写 为 形式 
dom Xx Ry + f(x, y)s 9 = Yin + Yip + Ces y), (5.2.2) 
其 中 Xs, X3, Yo YS X,Y 的 各 偏 导数 在 O AWE, m Ke, 
y), glx, y) 也 是 C! 类 函数 .从 而 , 在 0 的 邻 域内 它们 有 连续 的 
偏 导 数 .此 外 ,在 点 0 应 有 , 
{(0, 0) = g(0, 0) = f.(0,0) = f, (0, 0) 
= g,(0,0) = £,(0,0) = 0, 
进一步 ,假设 存在 + > 0， 使 得 对 0<r+y9<r 有 
(Xx + X$y + f(x» y)) + (Yi + Voy + gly) > 0, 
se (5.2.3) 
亦 即 O 是 一 个 孤立 奇 点. 
这 一 节 我 们 讨论 所 谓 初 等 奇 点 0， 即 在 这 种 点 处 
O =m XOYO — XIYO 0. | (5.2.4) 
在 $4, 我 们 将 讨论 非 初等 奇 点 , 即 在 那些 点 处 0? 一 0. 
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bi 9 以 外 ,我 们 还 将 用 到 
P= Xe + Ys, 
如 同 我 们 在 第 二 章 $ 1 已 经 看 到 的 , 非 退 化 变换 (x,y 平面 中 
的 仿 射 变换 ) 将 不 改变 (5.2.2) 轨 线 图 形 的 性 态 ， 并 且 (5.2.2) 经 
变换 后 的 系统 其 右 端 仍 是 Ct RAM. 因此 我 们 可 以 候 没 其 线 星 
部 分 已 化 为 第 二 章 $ 1 中 所 导出 的 几 种 标准 形式 之 一 。 


2. 焦点 与 弱 焦 点 | 
(a) 由 X,Y 所 满足 的 ,从 而 fo g 也 满足 的 假设 可 推 知 
lim f(x, y)/e = lim g(x, y)/e = 0. (5.2.5) 


因此 ,由 定理 1 和 定理 2 得 下 面 定 理 的 第 一 部 分 : 

定理 8。 # (I°) — 409° <0, H. r<o0o[>0], 又 点 O 是 
简化 系统 : 
tom Xix + Xyy, 9 = Yin + Yyy | (5.2.2’) 
的 稳定 [不 稳定 ] 焦 点 , 则 0 也 是 系统 (5.2.2) 的 稳定 [不 稳定 ] 焦 
ri. 但 者 (Py — 49° <0, 而 r= 0, 则 简化 系统 的 中 心 0 0, 对 
(5.2.2) KA, TARE A CIE ROR RAE) AB ATH A 

然而 , 若 (1°) — 40° < 0, I — 0, 且 在 O 点 的 邻 域 (O AS 
IDRA | 

= (Xx + X$y g(a, y) — (Yix + Yoy f(z, y)#0, (52. 6) 

MOER (5.2.2) 的 焦点 . 

定理 第 二 部 分 的 证 明 如 下 ( 见 O. Perron [1], Satz IX); 

AA Ya + Y9y Æ (5.2.2) 的 第 一 个 方程 ，X9x + Xy E 
第 二 个 方程 ,并 将 所 得 的 方程 对 应 项 相 减 ,得 d X$y? + 2Xlay 一 
Yix°]/di 一 289， 由 (5.2.6) , 方 括号 内 的 表达 式 沿 着 的 邻 域内 
的 每 一 条 轨 线 弧 是 : 的 单调 函数 。 因 此 ， 这 样 的 邻 域内 就 不 可 能 
存在 (5.2.2) 的 环 ,从 而 0 不 可 能 是 中 心 焦点 或 中 心 。 


O APRAN. 一 一 译 者 注 
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车 对 点 0 有 (1-40 二 0, 1 一 0, 则 称 O 为 系统 (5.2.2) 
RRA. 我 们 已 经 看 到 ， 弱 焦 点 可 以 是 焦点 ,也 可 以 是 中 心 ~ 焦 后 
或 者 是 中 心 点 . 

(b) 我 们 指出 , 如 果 只 假定 Kx,y)，g(x,y) 满足 (5.2.2), 
且 它 们 在 0 的 邻 域 内 连续 ,并 保证 (5.2.2) 解 的 唯一 性 ， 则 定理 8 
DRR. 


3. 吸引 点 . BIG 


o (a) 在 这 一 TOUFE, RE (PY — 40° > 0 的 情况 ， 
为 此 考虑 如 下 的 定义 是 有 用 的 ( 见 A. Winner [1]. 该 文中 的 定义 
KE f g 连续 且 满 足 本 书 的 (5.2.5) 的 假设 下 给 出 的 ). 

定义 ， 我 们 说 点 0 (5.2.2) 的 吸引 点 ， 如 果 存在 以 0 为 加 
D, 为 半径 的 加 C(O,+)， 使 得 通过 其 中 每 一 点 P 了 的 (5.2.2) 
的 轨 线 yes H :一 十 oo 或 4 一 一 co 时 都 趋 于 0。 例 如 ， 线 性 
系统 的 结 点 ,焦点 都 是 吸引 点 。 

现在 我 们 可 以 证 明 : 

定理 9. 者 对 系统 (5.2.2)，X" 一 了 0 关 0， Xxi= Yt = 0, 
Mitt (I° — 49 = (X! 一 Y$ = 0, MORK AZE (5.2.2) 
的 星 形 结 点 ， Ro (5.2.2) 的 吸引 点 。 

在 $1. 1 中 曾 对 m 之 ] 引入 了 记号 A, E, 现在 记 (m = 1) 
A(p,0) = [{(pcosì, psinO)cos0 + g(pcosì, psin0) sind Jp 
E(p, 9) 一 Igo 0080, p sin) cos? 一 Ip 0089, p sin 0) sind Jp” 

(5.2.7) 
改 为 极 坐 标 ,在 现在 的 假设 下 ,系统 (5.2.2) 可 以 写 为 

ó = plà 十 Ap;,6)]，6 一 E(p,.0), 2 = X? e YO. (5.28) 

但 由 (5.2.5), FE r>0, 使 得 在 C(0,r) N, JAC, 
O)|< |a]/2, AT a — l2]/2<6/0<2+ [a]/2. 积分 后 ,可 
得 p(0)exp[(4—]2]/2)] < pl) < p(0)exp[(4 + |2]/2):]. Hi 
此 得 知 ,通过 C(0, 7) 内 的 一 切 轨 线 当 2<0, 1>+0 RY 
L>0, 一 一 co 时 都 趋 于 0， 
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(b) 在 定理 9 的 假设 下 ， 趋 于 0 的 轨 线 的 切线 有 可 能 不 趋 于 
确定 的 方向 (如 $ 17 的 例子 所 示 ). 

称 O 为 (5.2.2) 的 星 形 结 点 , 如 果 它 是 吸引 点 , E: 〈1) 每 一 
条 趋 于 O 的 轨 线 都 沿 闭 确 定 的 方向 ; C) 对 每 一 条 过 O 的 射线 ， 
相应 地 只 有 一 条 雪线 没 着 此 方向 趋 于 0。 上 面 的 例子 说 明 、 简 化 
系统 (5.2.2') 的 星 形 结 点 并 不 一 定 是 (5.2.2) 的 星 形 结 点 . 

如 果 f g 是 解析 函数 , 则 当 O 是 简化 系统 的 星 形 结 点 时 , 它 也 
一 定 是 (5.2.2) 的 星 形 结 点 (第 二 章 $ 3.6(c))。 BLES, g 还 要 
加 上 另外 的 条 件 , 才 能 保证 在 2 点， 这 两 个 系统 具有 相同 的 性 态 ， 
下 面 的 定理 将 指出 这 一 点 . 

定理 19， 若 定理 9 的 条 件 满足 ， 日 存在 a>0, fe 


lim fx, y) mi lime(#, y)/prte me 0, (5. 2.9) 
| Ce? = x? + y?) 

让 我 们 再 次 考 旧 系 统 G. 2.8). HF C(0,r) 内 6 与 1 
具有 相同 的 符号 ,在 ClO, r) 中 的 轨 线 可 以 由 方程 pd6/dp 一 
E(p, 6)/[1 + A(p, 6)] 的 解 OC) RER. 若 引 人 新 变革 o= 
p*， 则 此 方程 化 为 - Lo 9) 

dð _ 1 ECo .6 1 ve 

de o. o 2+ AG, 6) (5.2.10) 
HG. 2.9); 上 述 方 程 的 右 端 是 0, 0 的 连续 函数 ， 即使 om 0 
也 如 此 。- 3 
此 外 ， 由 于 f 与 & GR OMAR, serene 
L>0, EBR 0<o<r° 和 任 一 对 和 ,6., 有 
| {Co così,, 0” sin0,) — f(0!"così,, ave rin 0.) < < L|0,— al , 
对 8 EM. 

由 (5.2.7) 得 知 ，(5.2.10) 的 右 端 对 0<o<r 是 9 的 
Lipschitz 应 数 ， 故 对 每 一 固定 的 86, (5.2.10) 对 应 地 恰 有 一 个 定义 
在 0<so<r° 上 , 且 满 足 0(0) 一 6 的 解 ,这 就 证 明了 本 定理 . 

Cc) 下 面 的 定理 给 出 了 比 定理 .10 更 为 一 般 的 结果 ,我 们 仅 予 
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叙述 而 不 加 证 明 ( 见 G. Hoheisel [1]; E. R. Lonn [2] 第 525 一 
528 页 ， 这 定理 的 证 明 也 可 参看 Coddington-Levinson [1] 第 378 
n). 

He), P= +, 其 中 Vo è 0< rSro 内 连续 ， ne 
得 


lim pl(p)/p = 0, (eta) do <+ 0, 

P+D . , 0 p 

WOR (5.2.2) HEPER. 

| 在 定理 11 中 取 C(e) 一 Cpotts， 即 得 定理 10 ， 其 中 C 为 常 
数 . 

4. 单 切 结 点 


” (4) 要 对 (5.2.2) 的 初等 奇 点 继续 进行 分 析 , 现 在 就 必须 考察 
情况 《7 一 42 0, (X$ + OLO. 此 时 点 0 是 简化 系 
统 (5.2.2') 的 单 切 结 点 (第 二 章 $ 1). | 
经 非 退 化 仿 射 变换 。 (5.22) 可 化 为 标准 型 # 一 de 十 ay, 
9》 一 27，12 关 0。 用 同一 变换 ,系统 (5.2.2) 化 为 
x ly tilre, y), y= 2y + g(x, y). (5.2.11) . 
， HA, REBAKI f(x, 7), ele, 7) 一 般 不 同 于 (6.2.2) 中 
的 f(x,y), g(x,y). 但 是 ,正如 $ 2. 1 末尾 所 指出 的 ， 它 们 彼此 
具有 相同 的 可 微 性 . 利用 方程 (5.2.11), 就 可 以 证 明 下 面 的 定理 。 
“” 定理 12. 考 Q#£0, IT Ae (X? 3 + (Y> 0, 
点 。 
SABIE, RAG. 2.11) 可 以 写 为 


p= p [a + 5 3020 + A(p, 9)|， 0 = 一 Asin'9 + EC, 6), 
oe (5.2.12) 
由 (5.2， 5) ,存在 r>0, 使 得 在 C(O, r) 内 有 |Alp， 0)i<la]/4, 
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故 在 CCO, r) 内 有 

a — 3|2|/4<zb/0<21+ 3|2]/4. (5.2.13) 
从 0 到 积分 上 式 , 得 知 , 若 4 二 0， 则 当 : 一 十 00 BY a(s) > 0, 
ai A> 0, MS > — Of pe) >0, 

(b) ROX (5.2.2) 的 单 切 结 点 ， 如 果 它 是 吸引 点 ， Apart 
Fo 的 轨 线 其 切线 都 趋 于 从 原点 出 发 的 具 相反 方向 的 两 射 之 一 . | 
现在 必须 确定 ,在 上 面 的 定理 中 应 再 加 上 什么 条 件 , 才 能 保证 当 0 
是 (5.2.2') 的 单 切 结 点 时 , 它 也 是 (5.2.2) 的 单 切 结 点 . 

$ 1.6(d) 中 的 例子 (交换 一 下 x, ”7 说 明基 些 附加 条 件 是 必需 
的 。 对 此 ,我 们 来 证 明 下 面 的 定理 : 

《更 一 般 的 准则 是 由 E. R. Lonn [1] 给 出 的 ). 


o 和 a 8 as 


回忆 定理 12 的 证 明 ， ER, x = 0 Pi c(0, r) KAS 
形 域 ， 它 们 都 是 (5.2.11) 避让 对 应 的 简化 系统 的 第 三 类 正规 记 形 
域 (定理 3). 

现在 考虑 扇形 域 16] < </2. 我 们 指出 ， 在 读 域内 ， (5.2.11) 
有 无 穷 多 条 轨 线 趋 于 0， 它 们 的 切线 必 趋 于 属于 该 扇形 域 中 的 唯 
一 例外 方向 ， 即 射线 6 一 0. 我们 的 分 析 归 结 为 解 第 二 判定 问题 
《$1.6)， 对 此 , 只 须 注意 ,由 于 存在 常数 M > 0, 使 得 E(0,0)< 
Mp", 改 该 定理 (指定 理 7 一 一 译 者 注 ) 的 第 一 部 分 的 条 件 满足 ， 对 
第 二 个 扇形 域 也 用 这 定理 ， 本 定理 得 证 , ee 


5. LETT 


我 们 说 O 是 系统 G. 2.2) 的 双 切 结 点 ， 如 果 a) 它 是 吸引 点 ; 
(2) 有 两 条 趋 于 0 的 轨 线 ， 它 们 的 定向 切线 趋 于 从 0 出 发 的 具 相 
反方 向 的 两 条 射线 (MM); (3) 通过 CC0, r) 内 的 所 有 其 
它 轨 线 都 趋 于 D， 它 们 的 切线 都 趋 于 从 oO 出 发 的 另外 两 条 具 相反 
方向 的 射线 中 的 一 条 ， 

于 是 ,我 们 有 如 下 定理 ; 
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ER Xi (I)? > 40°> 0， 从 而 O 是 简化 系统 are 


“可 以 假定 ， 系统 (5 2. 2 2) 已 写 为 标准 型 
$ = 2x + f(x, y), y= wy + glr, y). (5.2.14) 
为 确定 起 见 ， 设 & 二 4 二 0. 于 是 简化 系统 分 别 以 半 轴 x = 0, 
yS0 为 孤立 轨 线 (第 二 章 $ 1). 

如 果 引 入 极 坐 标 , 则 立刻 看 到 , 从 c(0, 7) 内 出 发 的 所 有 轨 
线 , 当 ?7 充分 小 时 有 3p/2 < bj/p 委 1/2， 从 面 2 是 吸引 点 。 

用 直线 y 一 x 和 7 一 一 zx C(0,7r) 分 为 四 个 扇形 域 ， 
我 们 可 以 只 沙 虑 其 中 的 两 个 , 即 32/4 < 0 <5x/4 和 和 5x/4 <0 < 
7x/4。 其 中 第 一 个 是 简化 系统 的 ， 从 而 也 是 (5.2.14) 的 第 一 类 正 
规 角 域 ， 通 过 其 中 的 轨 线 沿 半 轴 y 一 0, x 二 0 Fo.. 第 二 个 
遍 形 域 是 简化 系统 的 ， 从 而 也 是 (5.2.14) 的 第 二 类 正规 角 霹 .要 完 
成 这 定理 的 证 明 , 现 在 只 需 指出 ,在 这 局 形 域 中 只 有 一 条 轨 线 趋 于 
O, 

假定 存在 两 条 ， 则 对 充分 大 的 1, 可 将 这 两 条 轨 线 表示 为 

x = x(y), a = x(y). 
于 是 ,由 (5.2.14)，x(y) =a) — 20) 满足 
dx(y)  ix(y) + [FCn C), y) — fx), y)) 
dy py + g(x1(y), y) 
q Ar Gy) + f(x), Ie), y) — gry), II 
[uy + g(x:) a DI [ay + glen), y)] ° 
(5.2.15) 

由 唯一 性 定理 ， 对 任何 y, rO) 关 0， 于 是 对 一 切 y, Wik 
x(y) > 0. 此外, 当 yy 一 0 Et, xCy)/y = [21 — 21G) ]/7 一 
0. 

AA 

fad), y) 一 fx.) ) y) 一 f.(£1(9) 9 yxy), 
xy) <mG) < xy), 
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gx) y) — gt) 7) = 820) yy), 
aly) EY) 一 209), | 
且 由 于 当 p> 0 W} frs ge 0, KH (5.2.15) 得 知 


sey) ~ "n (1+e0)), e) 0, 4 y—>0. 
y 


因此 ， 7 充分 小 ， pe rZA/a 时 ya-idx/dy <r<l. $% 
Ey > ey cz 之 0 为 常数 , TH, 4 7 一 0 时 ely 
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(a》 要 完成 对 (5.2.2) 的 初等 奇 点 的 分 析 ， 现 在 只 需 考 由 
O <0 的 情形 , 这 时 0 是 简化 系统 的 蔷 点 。 点 O 称 为 (5.2.2) 的 
RAR: (1) 当 :~ 十 co 时 有 两 条 轨 线 趋 于 0 ,它们 的 切线 
趋 于 过 原点 的 方向 相反 的 两 条 射线 ; C) > 一 co 时 有 两 条 
REF 0 ,其 切线 趋 于 两 条 方向 相反 的 射线 ,但 它们 异 于 (1) 中 
所 指 的 两 条 射线 的 任 一 条 ;(3) 存 在 7。, 使 得 对 O< r <r 中 的 一 
Y >, 通 过 CCO, r) 内 的 所 有 轨 线 皆 为 双 曲 型 的 , 即 它们 在 CCO, 
r) 内 只 停留 有 限时 间 。 换 句 话说 ,在 的 邻 域内 有 双 曲 轨 线 (第 
四 章 §3.2), 把 区 域 分 成 四 个 双 曲 轨 线 区 域 的 曲线 叫做 分 界线 ( 参 
看 第 四 章 44.3(c) 中 推广 意义 下 鞍点 的 定义 ). 

与 定理 14 的 证 明 方法 相同 ,可 证 : 


的 四 条 分 界线 ， | 
(b) 我 们 指出 , 若 j, g 在 0 点 不 可 求 导 , 则 0 可 以 是 简化 系统 

的 鞍点 ， 但 不 是 (5.2.2) HRA, BAUM $1.5(a) 的 例子 看 出 ， 

但 是 , 如 果 我 们 仅仅 要 求 O 是 推广 意义 下 的 鞍点 《 见 第 四 章 $ 4)， 


则 有 比 定理 15 更 为 一 般 的 充分 条 件 ( 看 S. K. Zaremba [1]). 


©) 原 书 误 为 抛物 轨 线 ,一 一 译 者 注 
© 原 节 为 O00). —_ RAEE 
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图 79 

(c) 我 们 还 得 指出 ， (5.2.2) 的 同一 条 轨 线 既 可 作为 当 一 

+00 时 趋 于 0 MARR, NIHH > 一 00 时 趋 于 0 的 分 界 

线 ,这 是 与 线性 系统 的 情况 不 相同 的 ,这 可 用 下 面 的 例子 来 加 以 说 
BH. 系统 


ž = z — 3y, pm — y + 3x’ 
的 轨 线 是 三 次 曲线 十 六 一 ar 一 常数， 其 性 态 如 图 79 BER, 


7. 注 


. 《a》 从 这 一 节 的 分 析 我 们 知道 ，C! 类 系统 《5.2.2) 的 初等 奇 

点 属于 下 面 几 种 类 型 之 一 鞍点 ,中 心 ~ 焦 点 (特殊 情况 为 焦点 )， 

#15) ORROD WE, usb BS ARG 
ETAR. 


©) 参照 第 四 章 定 再 41, 对 RETI (5.2.2) 的 初等 奇 护 来 
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(c) 由 定理 8,9, 12, 14 BA, T O 暴 简 化 系统 的 焦点 或 结 


et è. a e > o o è .0 A 


所 指出 的 ， Bee ght 公公 在 fog 连续 且 满足 (5.2.5) BE 
设 下 给 出 . 刚才 所 提 到 的 结果 在 这 些 更 一 般 的 假设 下 也 是 成 立 的 
CL A. Wintner [(1]). 

(d) 检查 证 明 的 过 程 ,我 们 发 现 ， 关于 fg 所 给 的 无 穷 小 性 质 
的 假设 ,对 星 形 结 点 和 单 切 结 点 来 说 是 相同 的 ,对 双 切 结 点 和 鞍点 
来 说 也 是 相向 的 。 

后 两 种 情况 的 类 似 性 ,在 下 面 $ 3 ARIE ARA 
时 可 以 看 得 更 清楚 . 4 3 的 假设 与 $ 2.1 的 假设 有 明显 的 差异 ， 不 
过 它们 都 是 属于 C? 类 系统 . 

$2.5 与 $2.6 对 双 切 结 点 和 鞍点 的 定义 纯 属 于 几何 狂 质 ， 它 

们 未 依赖 于 对 了 和 8& 的 假设 条 件 ， 因此 可 以 将 它们 推广 到 3 所 讨 
论 的 系统 中 去 . 


) 3. H. Weyl 对 双 切 结 扣 和 鞍点 的 渐 近 性 研究 ? 


1. 问题 的 叙述 .记号 
(a) 考虑 系统 
Rr+fls,y), pe — lyt g(x,y) (5.3.1) 
nu ABR, [kl + |5]>0, B Kresy), g(x,y) 是 正方 
OCR): Ix} < Ro ly] <R, FY ze Be be RK, 它们 在 点 0 都 
re. 以 Pp 记 点 (x, y)» Hall — max(|a lb lb. 因此 ， QCR.) 
中 的 点 可 由 关系 式 lol < R 来 刘 划 . o 
p= (x,y), p* = (2*, y*), EN [lp 一 着 | 一 max( |x 一 
x*},]y—y*]). IBZ [0, Ro] 上 存在 连续 函数 Cr), Ei 
ER: 
x(0) = 0, X(r) fe [0, Ro] AER, (5.3.2.1) 


D 这 节 材 料 参 看 H. Weyl [1], 
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| Kr) Z= Jim a MOLA <+ o, (5.3.2.2) 


MG lell < Py llo*il <r, (0<r< Ro) 时 下 列 条 件 成 六: 
I — Fp*)|, jgCp) — glp*)| < Xr DIlp — e*il. (5.3.3) 
( 试 比较 这 些 假设 和 定理 11 与 定理 12 的 假设 )， 
条 件 (5.3.3) 保 证 了 (5.3.1) 存 在 单个 解 pe) = (x), » @), 
使 得 对 O(Ro) 中 的 每 一 点 (2°, 9") 有 
x(0) =x", y(0) = y°. (5.3.4) 
(b) 系统 (5.3.1) 可 以 写 为 
d(el'x)/dt = e* f(x,y), dle"y)/dt = e""g(x, y)» 
并 且 满 足 (5.3.4) 的 解 也 满足 积分 方程 组 
ex(t) = x 十 | ek f(x(v), y(7))dr, 
i (5.3.5) 
e“y(4) = y° + | e'g(x(7), y(r))dr, 
反之 亦 然 . 
这 里 我 们 要 提出 来 进行 研究 的 问题 ,是 在 所 给 的 假设 下 ,系统 
《5.3.1) 或 等 价 系统 (5.3.5 ) 的 趋 于 O 的 解 的 渐 近 估 值 问题 ， 
因此 、 我 们 想 导出 (5.3.1) 的 轨 线 与 简化 系统 2 一 一 keg = 
— ly, k,i*=0 的 轨 线 关于 O 有 相同 性 态 的 定理 。 具体 地 说 ， 当 
k5 1 为 同 号 而 不 相等 时 ,O 为 双 切 结 点 ; 当 《% 与 ! 蜡 号 时 OO 为 鞍 
点 ;对 结 点 情形 , 不 失 一 般 性 ,可 设 0 </<k. AK, 0 是 稳定 结 
(c) 我 们 将 用 逐次 逼近 法 来 积分 方程 组 《5.3.5)。 为 方便 起 
见 , 引 入 下 列 记 号 : 
(i) 设 Cr, y), (at, 9*) € OCR), EM 
Axx at, Af = ir, y) — fx*, y*). 
类 似 地 定义 Ay, Ag. | 
Gi) 设 {n ya) 上 为 一 版 列 , 定 义 
Ax, tn T Faai din ™ Ha a) - 一 UG -19 Vn-1) » 
类 似 地 定义 AI so Ags. ss 
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最 后 ,约定 | 
vey = yy = 0, fp =g, =), (5.3.6) 
RITA 


” n 
X, ™ 2), At» Va "> 之 ， Ay,. 


2. 结 点 情形 (0 < I< k). H, Weyl 第 一 定理 
对 + > 0, 我 们 用 以 下 的 递 推 关系 式 来 定义 子 数 序列 {x。()}， 
TAO E 
xe) = ek, yo(t) 一 ye, (5.3.7) 


etr) m + lA), ery a 
i (5.3.8) 


ey, Ct) = y° + \ eglnr), Yna lr) ar, 
(n= 1,2,» -) | 
初始 点 p° = (2°, y°) € OCra)» ler ll = rs 其 中 满足 下 面 
BITRE | o 
0<r &R, (5.3.9.1) 
X(r)/i=O<1, (5.3.9.2) 
这 是 可 允许 的 ,因为 我 们 假定 I> 0， 
由 (5.3.9.2)， 当 ”一 0 十 时 ,积分 
ie 


rli— Xr) £ 
Rik. ERP 
t = f(r) = K 一 TS di = (5.3.10) 


E (0, ro] WIEN T—ARERRIAM, HT > 0, 这 个 函数 把 区 间 
CO, ro] 映 成 从 十 co 到 0 的 区 间 [0, +00), He e = (0) Bele) 69 
反 函 数 ,以 关系 式 | oo 
| rG) = rop) 653.11) 
定义 ole). TR, £ HE [0, + 00) 内 变化 时 ，p(z) 从 1 减少 到 
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0. p(0) = 1, p(+00) =0, 0< ep) <1”, 


最 后 ,以 关系 式 
p(t) = lz + logele) (5.3.12) 
来 定义 pe), 
我 们 将 证 明 ,对 2 € [0, + 20), pte) 满足 下 面 两 个 条 件 : 
| pi) >0, pi) Sk, (5.3.13) 
由 于 


0<p(:) <1, (5.3.14.1) 
上 面 第 二 个 关系 式 可 由 第 一 个 得 到 ， 
由 (5.3.12), (5.3.11), (5.3.10) 得 
ý = ] 4 rie 1 — [1] —XCr1Q))] = XCr(4), 
9 = X(r@)). (5.3.15) 
Fuh, p(s) 是 递增 的 ,又 因 p0) 一 0， 即 得 (5.3.13) 的 第 一 式 ， 
且 | 


pa) = - |" 20 — mor = (5.3.16) 
FH (5.3.16), 文 得 | 


ECAN ds 
t+ logeG@) = pQ) S T=) s 
6, | 1 
æ —: 1 6 1 . 
1-d Sr 1-0 50 


因此 ， 
plt) < exp(— uC — &)). (5.3.14.2) 


而 且 , 因 p) 递增 , 故 有 


log e(z) < i pa 


由 此 , 老 记 | | 
m Et T, Mae, (5317) 

© REY O<, FR. 一 一 译 者 注 Ea 
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则 有 
p(t) S Me", (5.3.14.3) 
现在 , 令 
Apyt) = max(|Azx,| > [ôy] )， (v = 0, 1, °° -) 7 €5.3.18) 
对 :二 0， 我 们 将 证 明 有 不 等 式 
e Ape) < lip°lp"@)/v1 (© = 0,1,1). 《5.3.19) 


对 v=0, RNA | 
e' Ap) = e“max(|Axo|; |Ayol) < e‘ max( aJe- 
iele < loll 
O. 3.19) 对 ?> 一 0 成 立 。 现 在 按 归纳 法 ， 假设 (5 3. 19) 对 v=0, 
ls -+e 2 成立 ,由 (5.3.8) 得 | 


ekt Aral) 一 | eeAfCr)ar， e Ayanle) = | e'"Ag,(7)dr, 
因此 ， 
eH lar] < | e |A) lar, 
e lagal] < | e lagar) ldr, 
而 由 (5.3.3) 及 (5.3.15) 得 
e" Ayers] < | ef XCr(e)) lapl) lde 


< Iel | P22 doe) = Hl Cr 


e" | Ara) < e! ti etxCr (7)) |Apa(#) [de 
< ett (Fete (CC) ` (Ap, (r) lar 


-| e'X(r(7))]Ap,(7)]dr < lello Cr)/ Ca + Di, 


这 就 得 到 了 (5.3.19). 
由 (5.3.19)， 对 每 一 区 间 [0, 2] 有 
le.) < foje rte < roe too) & ro. Cr me 0,1,°° . )， 
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”因此 , 由 (5.3.7) 与 (5.3.8) 所 构成 的 点 poe) = (0): 属于 
O( 70). 
进一步 ,在 每 一 区 间 [0,2] 上 ,级 数 


> ty» >. Ay» 
都 绝对 且 一 致 收敛 ,因此 , 若 记 
se) 一 >) Ax), yl) = >) Ay), (5.3.20) 
0 0 


则 由 于 (5.3.8) 可 以 在 积分 号 下 到 极限 、 故 rley) 满足 (5.3.5)， 
从 而 也 满足 系统 (5.3.1). 
由 (5.3.19) 得 < 人 jz < 和 le， 因而 由 (5.3.12) 
POI = leo). (5.3.21) 
为 以 后 引用 方便 起 见 ， 我 们 将 (5.3.14.1),(5.3.14.2) 人 5.3.14.3) 放 
在 一 起 
0 < p(t) <1, ple) ere, ple) Mer, (5.3.14) 
(b) 现在 来 作出 当初 始点 变动 时 ,系统 (5.3.1) 的 解 的 变化 的 
一 个 估计 : 即 可 证 明 , 若 20), BE) 是 (5.3.1) 的 从 OCre) 内 的 
FR (2°, 9°), (7°, 7°) 出 发 的 两 个 解 ， 记 
Ap(£) 一 max(]4() 一 KOJ » 9) 一 AD, 
Ap? = max( |2 — x°], IP — 7|) 
则 有 — 
Ap(t) < Apple), (4 > 0). (5.3.22) 
(5.3.22) 是 (5.3.21) 的 推广 ,后 者 是 前 者 当 = 5° = 0 时 的 
特殊 情况 . 
除了 (5.3.5) 以 外 ,我 们 还 有 
RE) 一 2 + | e), FE 
(5.3.5") 
IA = + | eR), FED, 


对 应 项 相 减 ,得 
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et Arlt) = Ax? + | et an(edae, | 
i (5.2.23) 
e'Ay(1) = Ay + | e*Ag(r)dr, SE 
由 于 ?< 二, i 
lax] < ast} + (aid, 


| e" |Ay(d] < 147°] +| e" ]Ag(7)]dr, 
因此 ,再 由 (5.3.3) 得 | 
| e"Ap(t) < Ap’ +| LCE" Aplr ar, 7 (5.3.24) 
应 用 推广 的 Gronwall 引 理 (第 一 章 $2.1), 有 | 
e"Aple) < Aprexp(" xC (r)) ar) 
或 
Ape) < Ap? exp({" Xr(7))dr 一 a | 


= Aprexp(p(s) — l), 

利用 (5:3.12) 即 得 (5.3.22)。 | 

(c) (5.3.14) 指 出 了 p(x) KF? 的 变化 情况 ， 现在 我 们 可 以 
rar, e > OR Ap(2)/0G) 是 :的 碱 函 数 (从 而 ,对 应 于 BC) 一 
OW, IOIO 也 是 上 的 减 函数 )。 ” 

E 1> 4， 则 由 (5.3.10) 我 们 有 | 

| 1- = -|- 1 dr 
ni— Xlr) ro 
Xh (5.3.22), WRX A2) < 人 /mm 若 取 4 为 初 值 以 代 
BR 上 一 0， 则 有 I 
Ap(t) S Ap(1,)r(2)/n = ~ Ape), 

这 就 证 明了 我 们 的 论断 ， 

(d) 现在 来 给 出 

lea) — eriln eh |, ley — eya] 的 上 界 。 
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od 


用 前 面 的 记号 
Di Ar, = ra cman ae, 
由 此 ,利用 (5.3.19), 有 oe 
lx) 一 xe] < > ;|Ax,| < lele >. p’ @)/» F 


令 2 一 co 并 取 极 限 , 对 y) 进行 类 似 的 计算 ,就 得 到 
© fx) — 2078], ly) — ge A] < HHprlle “Ce” — 1) 
o el Le ere — ce-/ 
FF (5.3.12) (5.3.11) ,我 们 有 上 界 
[xCe) — Le], 170) ~ — ye! | < |2°{[r@/r — e™]. 
(5.3.25) 


MER Cele) GD 为 初始 点 ， 则 由 (c) 的 断言 ,对 4 > fis HE 
la) 一 区 ae 78072] SoG [rr, 一 ee), > 


|x*(z)ex 一 etax( Je o" |< le) [ref 一 rie] i 
ri l 


lel pper perg, 


对 VOS 可 类 似 地 进行 计算 ， 故 有 


Tae! — ektir) TA], < ) 
| 5.3.25" 
KO — yade" < le ! [pet — re! aJ, _ i 


但 是 .由 (53.11) (3531 53159 我 们 有 i 
L olt me eli zæ et) = exp f U(r, 7 +NN ; 
melt pls) P(Î, role) 

helt n cp 人 (| XCroplr) dr ). | 


ro 


又 由 (5.3.25') 得 
dae — etala) eT], (5.3.25”) 


bc 一 Xe < lol exp Cf Arda). 
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一 cp 人 (| XCrop(r))dr)]， 


这 就 是 我 们 所 要 求 的 上 界 . 

(e) 现在 我 们 可 以 证 明 : 

定理 16. (H. Weyl 第 一 定理 ) 假设 

= — ke + f(x,y), pe —ly + elx,y) 631) 

WOR 531) ARAMA, HO<I<k, 则 存在 正方 形 
O( ro), E (5.3.1) 的 满足 初 值 条 件 x(07) = 2°, y(0) = y, (2°, 
y) ER) 的 解 x = xG), y= yl) 在 [0, 十 co) 内 有 定义 , 且 满 
JE 


+ 


lim e) 一 0, | (5.3.26.1) 
7 dim e“yG) =b, (5.3.26.2) 
Epo DERM. 
由 (5.3.16) 


ep(| xCree(#) ae )—exp( |" xCro0e) dr ) 
oo xD dl colf A) de 
ap $s ) (|, $ ) 
当 r>0, n >0(>+ 00, n> + 0) 时 ,这 个 差 趋 于 零 。 对 
固定 的 e>0, FH: 使 得 对 th, RNA | 
r'| exp( | xCropCr))ar ) — exp ({" Mruelz))dz )| < 3: (5.3.27) 
又 因 I<k, KFE bh, 使 得 对 tS, A 
eti[x(n fe < 8/2. FÆ, A 6.3.25"), 对 >r A 
ejl) ] <e,. BN (5.3.26.1), 
Ue SERRA’, > 由 (5. 3.25") 中 关于 y0) 的 

RFR Lye 一 XI De!" | Ke, 由 极限 存在 的 Cauchy 准 
则 ,可 知 (5.3.26.2) 成 立 。 


3. 关于 le"y(t) 一 561，|x(t) 一 xe*| HEF 
在 (5.3.25”) 的 关于 3 的 那个 式 子 中 , 令 > + 0, Bees, H 


© 258 > 


t, BIS 


ly(a)e" — b| 
< He'll [exp (| xrar) — exp (| trocear). 
(5.3.28) 
Hy (5.3.17) 
cpl} aree) = (IAT) 
我 们 有 l 


exp({™ Xroe(e))dr) — cp(| xCropCr))ar ) 

— M È 一 ep( 一 全 Xrae(7))dr ) <M a rop(+))dr, 
XF (5.3.28) 得 

ye" — b] < pl) xCropCr))ar, 

EA (5.3.14.3), PG) < Me “， 于 是 可 得 第 一 个 上 界 
ye! — b) < |lp°l]M l''aene. (5.3.29.1) 

至 于 x(z), 我 们 指出 ,由 (5.3.5) 的 第 一 式 得 
ale) = ater] ent (LG), Yer, 


又 由 (5.3.21), (5.3.14.3) 得 
Clr), yC) < Llr r Dllo) < XC rele) pl Men 
< X(roM e")||p°]|M e, 
于 是 ,我 们 得 到 另 一 个 上 界 


jz (e) — net] < erp lM [eo (5.3.29.2) 


4.XCr) 一 Cr' 的 情形 . 关于 ICE) — ben", [eC WEN 


现在 我 们 来 考虑 一 个 特殊 情况 Cr) = Cr, 8>0. 
由 于 (5.3.9.2), XCre) = lbo 于 是 ,由 《5.3:17), 我 们 有 
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ro + Cr? 一 ! 
neal za) 


或 者 | 

AM?) 一 Cri ce let 一 Crde""/(1 — 00) 

一 10,¢~°*/C1 — 0)» 

而 由 《5.3.29.1) ,得 
„yG“ 一 bp < loM Oye" /8(1 一 0o). 
最 后 , 记 | | 
/一 (1 +8), (5.3.30) 
可 得 公式 | SE 
1y( — be] < lp lM as” (5.3.31) 
类 似 地 ,出 (5.3.29.2) 5 (5.3.30), 


t 
a(i) — em] < epr Ee "ede 
10s. eT 一 e 
Ti 


I) 一 et < et Iho y 
- 1 — 05 


= lel ~ 


x | expl lita 一 KQ — 6p)]du。 


如 果 设 本 i 
L = miall’, A) _ (5.3.32) 
则 得 | e 
HO, 一 xet] < Igel Mae /C1 一 00)» 
XA | o 
DI 四 ee 


| + i| e= m, (53.33) 


AR (5.331), (5.3.33) 给 出 了 在 XC) = Cr’, 6 > 0. 的 情 
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况 下 ，x(?) 5,0 BEES. 


5.k>I k>0 Mit. H. Weyl 第 二 定理 


(a) 现在 我 们 来 证 明 ; 
定理 17。 CH. Weyl 第 二 定理 ) 对 于 给 定 的 常数 4, 系统 
(53.1) .存在 唯一 的 解 zx(D)。y(D， 使 得 
dim etæ(e) = 4, tim et y(e) = 0, (5.3.34) 
Kid k>, k>O0. 

为 了 证 明 这 一 定理 ,只 需 指 出 积分 方程 组 


kG) mw ae — [ek H aCe), y(7))dr, 


Lo (5.3.35) 
ye) — (eglar), Ve 
有 唯一 解 . 
首先 证 明 唯 一 性 ,假定 Cx), ye), (EG), IO) 是 是 (5.3.35) 
的 两 个 解 , 记 


Ax = x) —x@), Ay = ya) — ¥@), 
Ap = max(|Ax|, |Ay|), rG) = et Ap, 
注意 到 (5.3.34), 当 :一 十 oo 时 r(z) 一 0， 因 此 ,对 给 定 
的 re >0, re) 一 rn， 当 上 充分 大 时 ;有 Ap< ne ®®, 
由 于 lak, 8053.35) 及 (5.3.3) 得 
Ap < | ere-oXCAp)Apar** (4 为 某 常数 ) 
因而 
| ER OES MECON 
又 办 积分 
| x roe ** de 


© 原 书 为 Ap < roch!。 一 一 译 者 注 
© 原 书 这 段 算式 的 反常 积分 中 均 为 XC Ap)。 一 一 译 者 注 ` 
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Wee (FE (5.3.2.2) BS r= re 即 可 看 出 )， 由 Gronwall 5| 
理 ( 第 一 章 $2), 即 得 re) = 0, | 

关于 存在 性 ， 若 a 一 0， 则 解 由 x 一 0, y 一 0 FAR È 
ax 0, ik «>0, ANG a 二 0， 可 改 * 为 一 x. 

记 oe : 
Bmi/k (S1), | (5.3.36) 
作 自 变量 代 换 ,将 上 变 为 5: | 

s = get, (5.3.37) 

x = &(s), y = nls), Cs) = (EG), n(5)). (5.3.38) 

在 积分 方程 组 (5.3.35) 中 ,也 作 变 量 代 换 o= aet, BIRTE 
数 EG), 10) 的 积分 方程 组 


Coltelli 


x do | 
o” | | 

| tre ©. 3 ( 53.35’) 
n(s) = — K (=) eee, n(0)) de. o 
要 完成 定理 的 证 明 ， 现在 只 需 指出 (5.3.35 ) 有 满足 条 件 ( 当 "一 0 
时 一 一 译 者 注 ) . 
ECs) =s + OCs), n(5) = Ton (5.3.38) 

的 解 。 因 若 取 | 
x ECae) = Xt), y= Meet) = 了 (0) (5:3.39) 

则 (5.3.34) 满足 . 
注意 到 对 0 <R<R, BUS [Hen dat 


TEZO 
o _ Ro Xu)du — lo 
log R | [k + Xe 8 (5.3.40) 
和 | 
__ {Fo X(u)du = logs ’ 
log R, | rd oe (6340) 


来 定义 函数 s= SCR) FR soe 
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由 于 stds = [k + X(R)]!R%dR, s = s(R) 是 R 的 连续 
增 函 数 ， 它 将 区 间 (0, Ro) bh I) C0, 50)» MG R = R (s) 表示 s 
AS IZ PB, NI <> 0 Ff lim RCs) = R(0) 一 0. 因 此 ,由 (5.3.40)， 
3 s—0 时 logR(s)/s— 0, Wi 

lim R(s)/s = 1, dR/ds = 二 ttam > RY, (5.3.41) 


如 果 我 们 以 | 
= (0) = 0, p(s) = logR(s)/s, s= 0 (5.3.42.1) 
来 定义 函数 p(s), H 
R = RCs) = se”, (0) = 0, RG)/s > 1, (5.5.42.2) 
dp/ds = ROXCR(s))/s. (5.3.42.3) 
BILI, pl) 是 连续 增 函数 ,又 由 (5.3.42.2) 5 (5.3.41), RG)/s 
5 Rs) 也 同样 是 连续 增 函数 . 
现在 用 下 面 的 递 推 关 系 式 形式 地 定义 两 个 函数 列 tj， 
{n,(s)}: 
ECs) = na(s) = 0, (5.3.43) 
ELE), n, 
(5.3.44) 
sy SNB do 
mld AT) ET] 


TASSE $3.1(c)) AFG), Antson = —1, 0, 

1, +, AR Af(c), Ago) 和 =) = (EG), m G)), 
ness) — max(]AE,(6s)|, | AG), RATA E) esi mols) = 
0 »AE(s) = 5, Ans) = 0. MA gsl, 故 | 


GE Sl 42, 


[Anen(s)] <A |= lag E, 


dR R k XCR) g: 
PRESI T= SRR) >4 译 老 注 
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因此 ,车 leis, Na) < RG), Rd (5.3.3), RA 
Am) LK | E RA 2, 


又 由 (5.3.42), AR) = Moe) = odb/do, HAR 
Ant (5) < s | An, (0) LED, (5.3 45) 


现在 可 以 证 明 
Ans) Zsp”(5)/p1 (ve 0,1, 0%), (5.3.46) 
由 于 E= sy n= 0, KK Am(s) 一 *， 这 就 得 到 关于 > 一 0 
的 关系 式 . 按 归 纳 法 ， 假设 (5.3.46) 对 »= 0,1, -Y Ñ 
(5.3.45) 我 们 有 


os) p” J(e) 
< ~ 一 9 
Axn41(5) ° | vl we 十 1)1 


这 正 是 当 "一 2 十 1 时 的 (5.3.46)。 | 
由 于 E, G) = >), AE) nals) = DI, Ans), 由 (5.3.46) 


得 18,00), Inn (5)] Sse = RG) < Ro 因此,(5.3.44) 的 递 
推定 义 有 意义 。 此外， HEX s 的 函数 如 下 : 


ZO} 一 x. AE,(s), =>). An TON (5.3.47) 


n(s) = (ECs), 0), 
Wii (5.3.45), RNA | 
He)» IEC), [aC] < se — RG) Ro. (5.3.48) 
现在 易于 验证 ， 由 (5 3.47) 定义 的 图 区 ECs), a) mepe 
43 (5.3.35). 
事实 上 : | 
i “1 (5 do 
EG) 一， 一 站 = asco) 22, (5.3.49) 
MA (5.3.37), | 
E DAO) E < CO = 9 PEOS, 
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这 个 级 数 可 以 逐 项 积分 ， (5.3.49) 中 的 积分 之 和 等 于 和 的 积分 ,从 
而 得 到 (5.3.35) 的 第 一 式 . 

由 于 8 和 1， 用 同样 的 推理 可 建立 (5.3.35) 的 第 二 式 

由 (5.3.38) 以 及 关系 式 EG) =s, mos) 一 0， 得 


上， << -1= PE. 一 1 (5.350) 


MH (5.3.41) 的 第 一 式 , 得 
lim 5(s)/s = 1, lim n(s)/s = 0, (5.3.51) 


这 等 价 于 (5.3.38'). 于 是 定理 完全 得 到 了 证 明 . 

(b) 现在 我 们 又 可 考察 特殊 情况 X(r) = Cr, 85>0. 

这 时 方程 (5.3.40) 为 R = (1 — kC), RI 6’ = 1/8, 
Fit, dR/ds = (R/s)!#", XIN Cs? 一 《CR AR + CR°), if 
0, = CRI, Wi (a) 中 所 遇 到 的 对 应 值 so。 在 目前 的 情况 下 可 以 由 
Csa 一 KO0o/( +0) 明确 地 计算 出 来 . 


6. 参数 化 系统 


(a) 对 “与 c 的 负 值 ,也 可 考虑 系统 (5.3.35'), 解 x = EG), 
y= n) EKN [— so, 0] 内 也 存在 。 这 可 用 R(_s) — RG) 
重复 上 面 的 论证 来 得 到 . 

TEM, BE (5.3.1) 中 作 自 变量 代 换 s= at, REBAR 

sda/ds = x — kf(x, y), 
sdy/ds = By — k'g(x, y), B = I/R <1. (5.3.32) 
这 系统 称 为 (5.3.1) 的 参数 化 系统 .我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 18， 若 Kx,y)，g(x,y) 满足 IO 中 的 假设 ， 又 
B<1, R= R(5) 是 由 (5.3.40) 所 定义 的 反 函 数 ,mw 是 由 (5.3.40 ) 
所 定义 的 数 , 则 系 绕 ,(5.3.52) 有 定义 在 [一 w s] 上 , 且 满 足 条 件 
lim §(s)/s 一 1 和 lim n(s)/s 一 0 的 解 x=&s), y= n(s). 

反之 ,对 每 一 常数 ax 0, (5.3.39) BHT (5.3.1) 的 满足 条 
fF lim et XG), Jim ee) 一 0 WRF. 


e265。 


Cb) 其 次 来 估计 E), n°) 在 s= 0 的 邻 域内 的 上 界 .. 
由 于 [IEG n) = IEC), 2G)) — f(0, 0)! < XCR 
CIsIDDRC]s1), Tg(EC5), (9) ] < XCRCJ 5] RC 51), 由 (5.3.52) 
的 第 一 式 及 (5.3.50), 得 
Jes) — 1] < JEG) /s— 1] + Rls) -CR IDRC s1) 
SIRAS OA — 11 + Rs] XRC DRC sD 
XÍ (5.3.52) 的 第 二 式 进行 类 似 的 计算 ,可 得 
Ce) — RCs) _ 1 X(RCJs]))R Cs) 
HO ie (EV 1) + RO RED, 


a (5.3.53.1) 
in < (EUD — 1) + 1 EOD CD), 
(5.3.53.2) 
由 此 ,利用 (5.3.41) 就 得 到 
lim §’(s) =£(0) = 1, lim n'(5) = 7'(0) = 0, 
由 于 (5.3.40), Xf s>0, 
AR _ m LRA X(RDIRG) _ 


ds ks 
— (RG) _ 1 XCRG)RG) © 
( s 1) + k $ ° 


«MH (5.3.42.2), RG)/s>1, AH, Bid 


y = max(1, (£l), (8 = 1/k). (5.3.54) 
则 (对 0 <s 一 wm， 类 似 地 ,对 一 < 一 0， 从 而 对 |s| <5) 有 
(Es) — 1| <dR/ds —1, (5.3.55) 


In'(s)| <rCldR/ds| — 1), 对 |s| <5. 
C) 现在 来 考察 对 应 于 (a) 中 确定 的 解 的 轨 线 ， 所 述 轨 线 满 
足 方程 | 
[x — Ax» y)ldy/dxz = By ~k g(x,y), (5.3.56) 
我 们 将 由 此 推出 后 面 所 需要 的 一 些 性 质 ， 
由 于 ECO 在 一 0 的 邻 域内 为 正 , RK Ms) 在 原点 的 邻 域 
(— 51,5) REMER s < so ARAR s = (x) 在 区 间 ( 一 R» 
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R,) 内 存在 ,其 中 R <S R。， 且 满足 不 等 式 [oCx) | Sh. 


曲线 
A:y = Plx) = n(o(x)) __ (5.3.57) 


在 |r| SR 上 有 定义 , 且 在 0 点 有 水 平 切 线 , 这 切线 是 由 (5.3.1) 
的 三 条 轨 线 所 组 成 ， 其 中 之 一 是 奇 点 0 ， 另 外 两 条 分 别 对 «> 0 
和 x 二 0 ASEM. 正如 我 们 将 在 $3.7 中 看 到 的 ， 这 两 条 轨 线 对 
应 于 两 条 趋 于 O 的 轨 线 , 在 双 切 结 点 情形 , 它们 是 两 条 孤立 轨 线 。 
下 面 证 明 , 当 R 充分 小 时 ,对 [al SR, 有 19) < al. 

由 (5.3.50), [EC )/a — 1] < RCG) -1< Ra) -1< 
1/(1 +y) BE, &s.)/5 Z1 -— (1 二 7)!==y(l + rr)", ECs) 
> ys(14+yr) = R.. 

因 R'G) 递增 ,由 6.3.55), 对 1s| <s A 

NEO > A+ In) <ra + 77, 


DI = PGE) <1, 
从 而 有 |@G@)| < [x]. 


因此 


7. MIARE. H. Weyl 第 三 定理 


我 们 需要 两 条 引 理 . 

(a) 设 0 过 1 和 BS Lp) = GG), 9@) 是 (5.3. 1) 
当 :一 0 时 从 OC) 中 的 点 pP — (2°, 9°) 出 发 的 解 . 

由 $3.2, 这 个 解 当 :ee [0, + co) 时 的 存在 性 是 有 保证 的 ,只 
要 我 们 取 ro < Ros XCro)/l =0<1 (参看 (5. 3.9. 1); (5. 3.9. 2))» 
也 可 取 ri < R,， 其 中 R, 是 $ 3. 6(c) PIRA. | 

ER (5.3.21), (5.3.14.2), Ff 00D) WEM 16 中 的 常数 b, 
RY (5.3.26.2) 可 以 写 为 

lim ey) mea Me). (5.3.26.2) 

在 $3.6 中 所 定义 的 曲线 A;y= Dx) bk, BRA r(e), 
yilt) 一 (x(t))， 换 名 话说 ,我们 比较 比 与 4 上 具 相 同 横 坐标 的 。 
两 点 的 纵 坐 标 ( 图 80), 由 于 lz)! < lel sS <rn < R, 
这 是 可 以 办 到 的 . 
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图 80 


ALBA (2°, Da) EL ERR (2°, y) 相对 应 ， C, y) 
对 应 于 :一 0. 由 于 2° El) MESH AF om ol) ik 
A 上 的 点 (2°, OCD 对 应 于 t= so, 

(b) 现在 我 们 能 够 证 明 所 需要 的 两 个 引 理 中 的 第 一 个 。 

引 理 . 2> 0 if, Ty — y OOG 是 : ERE 
数 ， 

- 设 yD 一 yD = Ary) = 26), AG) 一 Keto), CD) 一 
fx), yaC), Ae 也 建立 类 似 的 关系 起， 注意 到 , (A) RRL 
SALAMANDER, PHASER 上 的 函数 来 表达 . 

RATA 30 (t= CaL kael) + (OG), DN, , 
REAS (5.3.1) 的 第 二 式 相 减 ,可 得 
dAy)/d m= {— ly +g(x,y)}— B(x){— kx + Ke, DI. 
”” 但是， 由 (5.3.56), 0={— ly, + gle, y)} — PW ket 
fx, Y) }o 相 减 即 得 | 

| 一 TS (5.3.58) 
oft | o 

- S = SG) = Ag®) — D(x ALG), (5.3.59) 
由 于 §3.6(c), 19) < lal, HE [y] = [PM] < [al i 
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ES ne = (x), y), MA al < Oll 因此 也 有 
a lal < E ES 3217) 
我 们 还 有 a 
IATA Ag <x; IAA, 
MA IPG) <1€8 3.6(c)), Hi (5.3.59) 就 得 到 
ISQI < 2X(r)) [AyG)| = 2x07) lz()|, (53.59) 
其 中 rl) = role). 


现在 由 (5.3.58) 得 到 
7 d2°/dt = — l2? + Sz, (5.3.60) 
IEH (5.3.59), [S2] <2X(r(2))z*, Ri 
— d log 2/4 > — (+ 241). (5.3.61) 
FH (5.3.12) Æ (5.3.15), 对 函数 ` 


U = exp(lt + 29) == exp(3lz + 2logp) 
== p’exp(3lt), Ò 
我 们 有 (1/2)d(logv?)/de 一 1 十 2XCr(7))， 将 此 式 与 (5.3.61) 相 
加 ,得 diog(2°U)/di > 0， 因 此，zU = zP) RARI, 
5 | Ee. 
(c) 由 第 一 个 引 理 立刻 得 到 下 面 的 第 二 个 引 理 : 
引 理 .下 面 的 不 等 式 成 立 
lyCo) — y,€0)| < M’ Y. (5.3.62) 
事实 上 ， 由 定理 16, Yr > 十 oo Rf, pli = DMN) = 
O(|x(4)|) = ole“)， 由 此 ,按照 (5.3.26.2), 有 
| dim 96) 一 yi je = b(LÌ, 


再 由 (5.3.16), (5. 3.17), 得 
Jim, zG)UG) 一 lim Ay@) 一 yiCe) fete 
一 exp (2 (PG) de) m 
bf) p (2 [e STO, b(L)M?, 
FH ERI (5.3.62). sa 
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(a) 现在 我 们 能 够 证 明 下 面 的 定理 : o. 
BMY. H. Weyl RIEME 0</<4%, eM 16 
所 得 到 的 系统 (5.3.1) 的 解 , 恰 为 那样 的 解 ,对 于 它 ，(5.3.26.2) 中 
的 常数 b= WL) SFF. 

事实 上 ,可 取 常数 4, 使 得 X.(0) 一 C0) = x(0)= 2°, a= 
o(x°), Hit Y0) = P(X(0)) = (0)、 如 果 我 们 记 Axl) = 
x(t) — XC), AyG@) 一 ?CD — YA), N Ax(0) = 0, Ay(0) = 
y(0) — y.(0). Hi (5.3.22), (5.3.14.3) LKR (5.3.62) 得 ApG) < 
| y(0) ~ yi(0)| Me" < bBCLL)M’e", 因此 , 若 BCL) = 0, Hij 
Ap) 恒 等 于 零 , 从 而 曲线 S 与 曲线 (XG), YD) BF. 

(e) 上 面 的 定理 有 一 个 值得 注意 的 推论 ，. 

假定 对 系统 (5.3.1), 0 二 1 二 ”又 53.1 中 所 述 的 假设 满 
E, MHR y= B(x) 是 由 两 条 趋 于 0 且 在 该 点 有 水 平 切线 
(D'(0) 一 0) 的 轨 线 所 组 成 .对 于 其 它 每 一 条 轨 线 的 参数 方程 x= 
x), y = yk), RNA 

lim eis) — 0, lim ey = b 0, 
由 此 ， o 
| tim y(2)/2() 一 + ©, 


Y 


vesto 


Se a ste Se ae ni 


人 人 
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换 句 话说 ,其 它 每 一 条 雪线 在 到 达 原 点 时 都 与 ? RAY. ME 
点 是 双 切 结 点 ,曲线 y= B(x) 是 由 两 条 孤立 轨 线 所 组 成 . 

因此 , 车 0 二 1 <*， 且 满足 $3.1 的 假设 , 则 (5.3.1) 的 轨 线 
与 简化 系统 = 一 一 kx, = 一 1y 的 软 线 且 有 相同 的 性 赤 ( 图 81). 


8. 鞍点 情形 (1 二 0 一 A)、H，Weyi 第 四 定理 
(a) 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 : 


e ù % Ò> s o 


— HR GO, O) 在 O(n) aE 停留 有 限时 间 T. pr Bi 
SRR BE (5.3.1) RA (2), 
取 ro 0, 使 得 Xr) < 11/2, ro Ri 其 中 R, Æ$ 3.6 
《c) 中 的 常数 . 我 们 来 证 明 :，， 如果 Z: pQ) = (rG), yO) 是 
(5.3.1) 的 解 , 则 当 :一 + co 时 不 可 能 同时 有 
dim (e) = 0, jim y@) == (), 


除非 这 解 与 Y(t) ‘ES. 

如 同 $3.7(a) H—E, KRHXZ5 A, 并 采用 相同 的 记号 ， 
RIRA Afl] Ag] <XCrod [2]. 且 由 于 2XCroV =0<1, 
FH (5.3.59) 得 [SOM] < 2X(r)]2] = Oli [ |z|. RA /<0, H 
(5.3.60) 得 二 da?/ de > (1 一 6)11|2， Bit l:)[>=G) - 


expC IG — 0X — b)), 这 说 明 距 离 ly — y| 一 lz) 关于 时 
间 按 指数 式 增加 , 但 这 是 不 可 能 的 , MUA zC) 一 0， 从 而 , 可 
取 常 数 4 使 得 get = o(x(60)), BI (ae) = x(t). 于 是 ， 
两 个 解 Mi), i YK) E to 具有 相同 的 初 值 ， 由 唯 
一 性 定理 ,它们 处 处 重合 . 

改 上 为 一 上 并 交换 ! 与 4 则 可 与 $ 3.5 一 样 来 构造 当 : 一 
—oo WRT OCDFT ¥ MATA HRC XC), YG ENER 
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FERRE RY DUE O RGA BAO ERI, BEY *: 轴 的 结论 
也 适用 于 对 3 轴 ， 只 是 进入 O 点 现在 要 换 成 离开 O 点 。 一 一 译 者 
TE) | 

Œ) 最 后 ， 我 们 可 以 改进 定理 20 所 得 的 结果 。 

考虑 (5.3.1) 的 在 :一 0 时 离开 正方 形 O) <n) 的 解 
Lpd) yG). ETRE) 属于 oC) 内 的 上 HE 
确 界 . 再 定义 常数 a, 使 得 Arle) = 1G) 一 Xt) 在 1 一 0 处 
STE. Ay(0) 一 VO — YO lin EMS 4 上 两 对 应 点 之 间 
的 距离 y 一 yla. 

由 于 这 个 距离 的 绝对 值 在 = T 时 不 超过 2ro, 故 | 
270 > [Ayl exp( 一 一 《1 一 0)IT), | Ayol < 2roexp((1. 一 IT)”. 
因此 ,车 1<0<k, GCE), y@)) 是 (5.3.1) 的 解 , 它 在 0Cr) 内 
停留 的 时 间 为 Y、 则 可 确定 数值 <, 使 得 1z(z) LOL O 
Zo 在 :一 0 处 小 于 Qroesp((1—@)IT), 


$40 类 系统 的 孤立 奇 点 。 非 初等 奇 点 


1. 引 言 Ea 
， 在 $2， 我 们 讨论 了 系统 t= Xle, 9); 3m VG, y) WA 


” 点 . 其 中 X,Y 了 是 c’ 类 函数 ， 即 在 此 点 的 邻 域 内 它们 具有 连续 的 


偏 导 数 .。 
在 这 些 假设 下 ， 若 取 此 奇 点 为 O = (0,0), 则 此 系统 可 以 写 
为 
è = Xox + X$y + f(x,y), pe Vix + Yby + g(x,y), (54.1) 
其 中 xe > X$5 y?, YY 为 各 偏 导数 在 O 点 的 值 ， f> g 是 0O 点 邻 域内 
的 Ct BRR. 
此 外 ;对 Oc + <r, RTE 
(Xx + X8y + f(x,y) P+ CY + Y8y + g(a, yy > 0, 
o | o (5.4.2) 
> O 原 书 这 里 以 及 下 面 的 指数 中 有 符号 错误 一 译 者 注 
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IBN ORNIA. 整个 这 一 节 我 们 都 保留 这 些 假设 而 在 $2 
中 关于 初等 奇 点 的 假设 2 = XY) — XSYIx0, REAR 

O = X°Y9 — XY! 一 0.Xe 十 Xe 十 ye 十 Ye 之 0(5.4.3] 
所 代替 。 因 此 ,这 一 节 将 考虑 曾 被 K. A. Keil [1] 研究 过 的 所 谓 
非 初等 奇 点 ， 我 们 的 讨论 以 他 的 处 理 方法 为 基础 .下面 将 按 P= 
AXS+YS 40 和 P—0 而 分 成 两 种 情况 ， 

在 第 二 章 $1 我 们 已 经 看 到 , 借助 于 非 退 化 的 仿 射 变换 ， 系 绕 
(5.4.1) 在 刚才 所 述 的 两 种 情况 下 可 相应 地 化 为 标准 型 * = dx 十 
Kæ, y), >= g(x, y), AAO Ris=2y+f(x, y), y= glx, 
y), 140, 进一步 还 可 以 假定 12 一 1， 这 相当 于 以 tz Re, 
于 是 这 一 节 考 虑 的 系统 就 是 

_ £s=xt{f(x,y), pv = ez, y); (5.4.4) 

ae y+tfx,y), $= gx, y). (5.4.5) 

Erh: (1) f, g 在 0 的 邻 域内 是 C BRAM OC) fs ge 以 及 它们 的 
一 阶 偏 导数 六, f,，g:, gy EORRSTS. 有 旦 对 系统 (5.4.4) 有 

[x + f(x, P+ gelr, y) > 0, 0< xe + y? <7, (5.4.2) 
ABE (5.4.5) 则 有 

[y + f(x, DP + ge, 9) > 0, O< e+ yy’ S72’, Gs. 4.2”) 

下 面 我 们 将 对 系统 6.44) 在 的 邻 域内 的 性 态 作 详细 的 研 
究 , 对 (5.4.5) 则 仅仅 限于 叙述 其 些 结果 ， 


2. 对 于 系统 += x+ fly) 5 = glx y) 的 K. A. Keil 第 
一 定理 本 
CM. ERA | 
xx + f(x,y), pe glx, y) (5.4.4) 
中 的 了， BRITER NERREMERMVERE = 一 


首先 ， 我 们 指出 ， 对 给 定 的 m>0s 存在 “> 0， 使 得 在 区 
B; |x| <a, ly «misi (图 82) 中 ,有 
lx + f(x, y) > 0, X «#0 (5.4.6) 
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图 82 


其 次 ,我 们 指出 ， 


fax, y)| Cx? + yaya si 
x + f(x, 之 |x| 1 — POT — _i_l, 


(x? + y| x | — [1 + (y/ x] < (1 + mi), 
又 由 于 1(0, 0) =0, BARS 4.1 HAO IE, f(x, y) 在 (0, 0) = 
续 , 故 存在 pe > 0， 使 得 对 O< Ce + 9) 一 pe， 有 


He DIG + < (E) G + my, 


因此 , 若 取 
| a 一 p/v 1 + n, 
则 有 [r + fG@, y)| > x[/2>0, 对 x 0. 
因而 , 藻 <@), y@) 是 (5.4.4) 的 解 , 取 :使 GG), pCO) € B, 
H «G) x0, W [+] #0, # (5.4.4) 的 属于 B 中 的 轨 线 满足 
dy/dx = g(x, y)/[x + f(x, y)]. (5.4.7) 
现在 我 们 在 带 域 |z| <a 中 定义 函数 F*x, y) 如 下 : 
F*(x,y) = g(x,y)/[x + f(x, y)]» 若 (x,y) EB,x #07 
F*(0, y) = 0, 
F*(x,y) = F*(x, mix|), & y > mlx|， 1 <a, 
F*(x,y) = F*(x, —m| z|); #É y<—mixl.lx|<a. 
HT pp > 0,ž} p = (x? + 7)? < a, + fey 1/p <ð, 
gCx,y)1l/p <8, KP 8 <1/0 + mwm)”, TE, 对 es EBs 
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(5.4.8) 


x30, 有 


本 * KEF y) | 
F*(x, — F*(0, = 一 一: 一 一 一 一 
[F*(x, y) (0, 0){ +], 


< lC, lo 5 | 
la/el — lf, y/o (+m) a 

由 于 对 充分 小 的 po WARE 5 小 于 任意 正 数 , 故 F*(x, y) 
在 包含 O 在 内 的 8 中 连续 ,再 由 (5.4.8), 它 在 带 域 [xl <a 中 也 

A xe 0, 则 对 带 域 |x| Sa PERA (x, Yi)» (x, Ya)» 
我 们 有 | 
[F*(x, yi) — F*(x, y2)| = [ya — yal [FSC Dl. Sa Sy. 
如 果 这 两 点 (x, ya), Ce, 92) 属于 B, 则 


* x | (x + fg — gf 
F Xs Ya} TP X, Y2 = 17 V2 
[F*Cx, y) — F*G ya)| = [y — gal "Gap se, 


= E on 
= 19/0 +1/5) — KEO + {amala = ya» 
由 此 ， 
la] IF*(x, y) — F*(x, gl S [lg/l — If/x]| 
十 | fyl \F*|/]1 一 f/x | | Jy=ql ya — yal» 
如 有 必要 可 取 < 足够 小 , 故 可 没 [ ”1 二 1, 于 是 
[e| {EF*(x, yı) — F*x,y.)[ S [y 一 yal. 
由 (5.4.8) 知道 ， 即 使 这 两 点 不 都 属于 B 或 没有 一 点 属于 B, 
上 述 关 系 式 仍然 成 立 ， 
对 上 述 的 每 一 种 情况 ,上 面 所 得 的 不 等 式 导致 方程 
dy/dx = F*(x, y) 
有 定义 在 一 6 二 x <e K,HR y(0) 一 0 的 唯一 解 y = yle) 
(由 Nagumo-Perron 唯一 性 定理 ,参看 G. Sansone[1] # 111 Fi). 
由 条 件 /0) = 0 及 微分 方程 本 身 也 得 知 (0) 一 0。 因此， 存 
在 ss，0 一 8 一 s， 使 得 对 一 s 二 x 二 ， 这 条 积分 曲线 属于 
02750 


B, 因而 (5.4.7) 的 积分 曲线 也 属于 B, TAHE. 


3. 关于 等 倾 线 的 引 理 


(a) 对 于 参数 r 的 每 一 值 , 以 Jp 记 曲 线 
G(x, ys p) =x + f(x, y) — pg(x,3) = 0. (5.4.9) 

在 Jo 上 蜡 于 0 的 每 一 点 ,由 (5.4.7) 所 定义 的 方向 dy/dx 都 等 
T 1/2. 因此 ,每 一 条 Jp 曲线 都 是 等 倾 线 ， 

(b) SUGO EER Tu PRIS AGE, 

UCSD pg, WI 与 Ja 公有 一 个 公共 点 O. 

如 果 在 Jp 上 蜡 于 o 的 点 处 有 KER y) 一 0， 则 由 (5.4.9) 知 
z+ f(x,y) = 0, X5 (542) $B. Hp Aq, WEI SI 
公共 点 (x,y) 处 有 g(x,y) 一 0， 从 而 (x, y) 与 0 重合 . 

引 理 2， 所 有 的 Je MRS RITO A. 

取 p>0, €> 0, WHE 5 > 0， 使 得 对 于 满足 lol <p, 
的 每 一 条 Jo 曲线 都 可 表 为 定义 在 ly] Ss 内 的 函数 x 一 rly), 
这 函数 及 其 导数 xp Cy) 一 drp/dy 在 ly] <a 内 连续 , 且 对 lel < 
po yl <6 有 lap) 二 se。 事实 上 ， 由 于 GOO, 0, p)=0, 
Gs(x, y, p) = 1+ fe — pe:>1— |f|— plg: > 0, 对 一 切 
ipl = pp。 对 适当 的 矩形 R: |e] <a, ly] <s 内 的 一 切 点 ,由 
熟知 的 隐 闲 数 存在 定理 ， 方程 G(x, vo p) 一 0 在 ly] < 内 所 
确定 的 函数 x 一 xp Cy)» 在 iyl <ô 内 连续 可 微 且 满足 300) = 
0, 如 有 必要 可 把 6 取得 更 小 一 些 , 故 可 断言 


+ pg 
ol = |- S = [fe Pes 
P l + fx — PEx 


< IA drei <E, 
1 一 TA — polgal 


引 理 得 证 . 
注意 到 ， 由 于 6, Y» p)>0, TM PS AR C» y), 
C, y) 处 出 发 的 两 条 曲线 J 与 Js 有 pF. 
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(c) 对 给 定 的 po >0, MIZE (b) 中 那样 , 存在 8 > 0. 考 
BKR, 它 包括 J-yp, 与 Jn 之 间 的 纵 坐 标 满足 ly] < 的 点 以 
及 Jp 与 Ion, 上 的 点 ,将 其 中 纵 坐 标 满足 0 < y 委 5 和 一 5 三 y 二 
0 的 区 域 依 次 记 为 Es 和 Fo. 

若 po 一 1, 这 两 个 区 域 就 简单 地 记 为 E+ 和 五 -。 

现在 来 证 明 : 

R Ei, Er 之 内 而 县 ,对 固定 的 。，0 < < <8, BHR ale) 
是 P DERRER LT eT ME a < “< 0 的 。 
有 有 关 似 的 结论 . 
在 所 有 使 表达 式 g(x,y)/[r 十 jCx,y)] 和 [x 十 fx,y)]/ 
elr, y) 有 意义 的 地 方 , 记 
F(x, y) = g(x, y)/[x + fx, y)l, 
p(x, y) = [x + f(x, y)1/g(x, y). 
Et, (544) 在 点 (x,y) 处 的 轨 线 的 斜率 等 于 
F(x, y) = 1/p(x,7). 
由 定理 21 的 证 明 ， 


lim F(x, t mx) = limF*(x, + mx) = 0, 
-0 x-i | 


我 们 可 以 假设 3 充分 地 小 ,使 得 对 0 二 c 三 8,y 一 < 与 直线 y = 
mx RI y = — mx 分 别 相 交 于 两 点 Pis Pos HWE 
1F(x;y)| 二 1/pop， 在 OP 与 OP; 上 . 

D s IERE PPa (CREI 83). 

HE2, SMAL5:FENXF-AS, ESE p=0, 
由 此 , 依 (5.4.9), 在 S 上 x +f=0, 5.4.2’), ESE g 0, 
由 于 p(x, y) 在 * 上 连续 ， 故 在 8 的 左右 存在 两 点 Qi 02 使 得 
在 015 Qas |F| > 1/b. BJE Op Asn. MEARE 


线段 Po, PQ, 上 ，x 十 关 0， 因为 如 果 “十 一 0， 从 而 
g= 0， 这 就 得 到 p 一 0, 但 九 仅 在 s 与， 相交， | 
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i—i _ i—i 
| Fx, y)| Æ PQ, MPO: LARBER, MAARE | F(x， 


a i 
y)| 在 P, 和 P, 处 的 值 二 1/po; 故 在 Pi0; 和 已 8; 的 内 部 至 少 存在 两 
点 ,使 得 在 这 两 点 处 | PE| 一 1/pos 从 而 1p| 一 Pop。 这 两 点 中 的 一 点 
属于 Jr,, 另 一 点 属于 J-»,. CAIRE Ie, 和 J-p, 与 5 的 两 个 交点 ， 
记 右 边 的 一 点 为 T,, 左 边 的 一 点 为 Ta 


接 下 来 ,我 们 证 明 在 TO 与 7,0, 上 的 每 一 点 都 有 g <0, 因 


为 如 果 在 T,0， 上 有 点 使 g 一 0, 由 于 在 该 点 的 邻 域内 x 十 f 半 0， 
故 存在 该 点 的 邻 域 ,使 得 在 其 中 0 二 |F| 二 1/po; 由 此 ,|p| > po» 


于 是 ,在 开 区 间 T0, 内 至 少 存在 一 点 ,使 得 在 该 点 有 |p| 一 PIF 
即 J 或/-，。 上 至 少 有 这 样 一 点 ,但 这 是 不 可 能 的 。 因 此 ,在 T0 


(类 似 地 ,在 TiQ, ) 上 ,从 而 在 TAT 上 有 g 00H lel <p. 这 
说 明 从 TT: 上 每 一 点 出 发 都 有 满足 |p] <p WER Je. 

Mx 在 点 T, 和 Ta 的 横 坐 标 间 变 化 时 ， 函 数 pla, DE 
的 严格 单调 的 连续 函数 . 连续 性 是 显然 的 。 又 若 对 x tee” 有 
pC’, c)= pte”, c), 由 (b) 末 了 的 证 明 , 这 是 不 可 能 的 。 因此 ,对 
固定 的 ¢, RPM volo) 关于 有 同样 的 性 质 ， 

上 面 的 论述 显然 对 一 8 < c 二 0 也 同样 成 了 六， 
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4. 关于 系统 +-x+f(x,y). y=g(x,y) 的 K. A. Keil 
第 二 定理 与 第 三 定理 


(a) 若 f 和 z 满足 $4.1 中 的 假设 。 则 对 系统 (5.4.4)， 下 列 
定理 22 和 定理 23 成 立 。 
定理 22. TERROR TPR w%， 过 其 中 的 每 一 点 ,有 和 且 


ra WE a (Ro) AR TO 

换 句 话说 , 若 情形 《1 对 o, Mo 都 成 立 , 则 点 0O 呈 双 著 结 点 
形状 ;车 情 形 (2) 对 w Alo, 都 成 立 , 则 点 O 是 鞍点 型 的 ;最 后 , 若 
对 wi 成 立 情形 (1), 对 ws 成 立 情形 (2) 或 者 相反 , 则 点 0 是 鞍 - 结 
点 。 例 题 见 (g). 

下 面 的 定理 23, 使 我 们 可 以 确定 ,对 wi 和 o 定理 22 中 的 两 
种 情况 究竟 哪 一 种 成 立 , 

定理 23. 设 wr BA OTE L EAR BBS» Oiso) BA 


时 ， 函数 ple, y) 一 si + ie, Velo, y) AARSE, 
则 对 o 有 定理 22 的 情形 (1); 反之 ,车 p(x,y) 由 正和 值 变 到 负 值 ， 
则 对 coy 有 情形 (2). 对 曲线 工 下 方 的 的 男 一 部 分 wo, 情况 刚好 
HR. 

现在 我 们 来 证 明定 理 22 与 定理 23. 

Cb) 按 引 理 2， 可 以 选取 矩形 R:|x| <a, [y] <8, Xi, 
当 po 一 1 ( 即 s 一 1， 加 一 1) 时 有 laO) <1， 且 如 有 必要 
可 将 4 缩 得 足够 小 ， 使 得 工 与 尺 的 两 条 铅 直 边 相交 。 尺 中 的 所 有 
等 倾 线 与 水 平 线 仅 相交 于 一 点 ， 且 关于 ?7 轴 的 斜率 的 绝对 值 处 处 
小 于 IL. 
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ER 中 我 们 考虑 用 下 面 方式 定义 的 区 域 D: ÆR H LED 
{EER AB 平行 于 x* 轴 , 使 它 与 * PAIS CS IAM A 
的 交点 为 4 与 。 即 4 为 AB 的 左 端 点 ,B 为 ABRAM. 

如 果 4 与 8 充分 接近 于 O， 则 可 以 从 4 和 B 作 两 条 分 别 平行 
于 直线 y 一 x 和 y 一 一 x 的 线段 ， 它 们 的 第 二 个 端点 在 L: 上 . 
FHR J- 与 用 间 这 两 线段 除 4 和 B 议 外 不 会 再 有 其 它 公 共 点 . 
以 DD 表示 由 工 与 刚才 所 说 的 三 条 线段 所 围 的 区 域 ， 本身 除外 ,但 
这 三 线段 包括 在 内 | 


图 84 


作为 引 理 3 的 推论 ,可 以 按照 函数 PCy) = [x + fx,y)]/ 
g(z, y) 在 E+($ 4.3(c)) 中 对 固定 的 y。 当 = 增加 时 常 为 单调 增加 
或 常 为 单调 减 小 而 分 为 两 种 情况 ,其 特点 分 别 是 : 情况 (1)， 4 = 
增加 而 经 过 J。 时 ,函数 g(z, y) 由 负 值 变 到 正 值 ;情况 (2)， 当 * 
增加 而 经 过 几时 ，?p(z, y) 由 正 值 变 到 负 值 ， 

(c) 对 情况 (1) 的 分 析 可 由 下 面 的 讨论 来 完成 。 图 84 中 J- 
RF LAE. 由 于 对 |p| <1 的 所 有 J 都 属于 E+， 在 整个 
集合 刀 一 Et 中 有 |g/x +i) 二 1， 亦 即 所 有 在 D 一 E+ hH Hh 
线 y(x) HE |y(s)| 二 1( 在 E+ 中 的 轨 线 有 |> D.. 
”由 此 可 知 , 当 * 增加 时 , My 左 方 的 点 PED 出 发 的 轨 线 不 
可 能 与 过 4 点 平行 于 直线 y 一 * 的 线段 相交 ,由 唯一 性 它 也 不 可 
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能 与 工 相 交 。 因 此 , REMAAS 相交 而 趋 于 0, 或 者 在 进入 
E+ 时 与 J 相交 ,在 相交 处 轨 线 的 斜率 为 y (x) = 一 1. 

对 第 二 种 情况 则 有 , 当 ? 减少 时 轨 线 (在 E+ 中 轨 线 上 的 每 一 
RA le | 二 1) 不 可 能 与 7 相交 再 离开 互 * ,也 不 可 能 与 7, 相 
交 再 离开 ETAJELE = 1, ART 轴 的 斜率 的 绝对 
值 小 于 1。 因 此, 由 于 > 减少 , 所 考虑 的 轨 线 必须 停留 在 E+ 中 而 
趋 于 0。 对 从 右 方 的 点 了 出 发 的 所 有 轨 线 可 类 似 地 进行 论证 . 

(d) 现在 必须 证 明 , 从 DD 中 出 发 而 趋 于 0 的 轨 线 L', HOR 
趋 于 > Bh. 

由 定理 21 的 证 明 , 对 任意 的 m, 特 别 地 ,对 m>I, RAB: 
lal Sa, ly] Sme] 中 只 有 两 条 轨 线 (它们 构成 工 ) 趋 于 0, 它 
们 的 切线 趋 于 zx 轴 。 因 此 , 异 于 这 些 轨 线 的 轨 线 LL' 在 0 的 邻 域内 
必须 通过 满足 |y| > m1x| 的 点 (x, y)。 且 若 这 些 轨 线 趋 于 O, N 
CRT * 轴 的 斜率 在 茶点 就 必须 充分 大 ,使 得 对 每 一 满足 0 二 p< 
1 的 pp 有 le (2)| <p. 

现在 依据 引 理 2, 对 满足 0 二 do LAI po MT Ro, 对 此 
e = po。 在 Re 中 由 于 满足 | 站 < po。 的 每 一 条 Jp 曲线 只 属于 区 
域 E8( 位 于 -yp 与 Jp 之 内 )， 并 且 如 果 轨 线 L' 上 有 EY* 中 的 点 ， 
则 当 ?> 减少 时 轨 线 L’ 既 不 与 J-w 相交 , 也 不 与 Jo, 相交 :对 充分 
小 的 y, 在 L' EES |r O)| <p) > 1/po)。 因此, SLB 
于 0 时 其 切线 趋 于 > $h. 

(e) 现在 再 来 研究 情况 (2)( 图 85). 

这 时 六 位 于 MAT. AFCO 中 的 论证 仍然 成 立 ， 故 每 
一 条 不 是 曲线 工 的 一 部 分 而 趋 于 2 的 轨 线 L (在 2 点 的 邻 域 内 ) 
必 满 足下 述 不 等 式 | | 
lx’ |< Pos (5.4.10) 
对 每 一 个 满足 0 二 p <1 AY po. AH RRNA | OL <1, 

每 一 条 这 样 的 二 必 都 进入 EF, APRILAFONTA: 
iu PRARE PANDA SST 1, RECANE LEP 
点 的 斜率 Ce 一 1), Min, 4» 增加 时 它 进 人 E°. THE EY h 
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le [<< ELTA y)| <1 这 一 事实 得 知 , 当 ? 增加 时 , 轨 
线 既 不 可 能 与 /相交 而 离开 Et, EARS J-a 相交 而 离开 它 ， 
因为 在 J-: 上 有 y (xz) 一 一 1. 

WJ 上 蜡 于 0 的 点 出 发 的 轨 线 工 ', 间 样 的 结论 也 成 立 ， 
因此 ,其 上 有 点 属于 DD 和 E* 的 轨 线 将 与 线段 AB 相交 . 

现在 考察 从 Js Ja 上 出 发 的 轨 线 ; 并 以 8+, OM 分 别 记 它 们 
与 线段 4 的 交点 。 由 唯一 性 ,每 个 点 Of 必 位 于 每 个 点 0° NA 
È. | 

鉴于 轨 线 作为 RI 上 初始 点 的 函数 是 连续 变化 的 ,0+ 点 
RIC AB 右 方 的 一 个 开 区 间 ,9” ARI 48 左 方 的 一 个 开 区 
HW. 在 它们 中 间 必 存在 一 所 了 ，, 它 既 不 是 0 ”也 不 是 2-。 过 了 的 
轨 线 趋 于 0, 因 为 它 既 不 可 能 与 J- HR, MRA RBS J. HAE. 

我 们 证 明 ， 上 共有 这 种 性 质 的 轨 线 不 可 能 多 于 一 条 ， 如 果 有 两 
条 x x Cy), x = + Cy), xı (7) < x)» 则 对 0<yS7 有 
nG) <a). BrO) <a (情况 Q2)), 在 3 与 4 之 间 积 
分 就 得 到 aly) — rly) > r) — Ca KRY y>0 时 此 两 
Hh ee FT» Min ETA al RE ABA O. 

下 面 我 们 证 明 ， 上 述 的 唯一 的 趋 于 oO 的 轨 线 ， 其 切线 趋 于 ? 


* 282 è 


bi. EX Po, 0 < po <1, Ft AR 5 | 2 RBI Ro, Eh E = Po. 在 现 
在 的 情况 (情况 (2)) 下 Je, 位 于 J-2, HAF. 

在 In 上 取 异 于 o 的 点 ,类 似 于 p= 1 的 情形 , 在 这 点 进入 
Ei 的 轨 线 ， 当 > 增加 时 既 不 能 与 J 相交 而 离开 Ro ERES 
J -po 相交 而 离开 RR,，， 因 此 必 与 R 的 上 边界 相交 而 离开 R. BR 
方面 ,(5.4.10) 指 出 , 当 y 足够 小 时 有 属于 五 + AER. LIA po 的 任 
意 性 , 它 整 个 地 属于 E+. 从 而 ,对 于 曲线 工 上 方 的 0 的 邻 域 ,定理 
22 与 23 就 得 到 了 证 明 . 

(f) 对 于 在 曲线 工 下 方 的 点 , 我 们 指出 ， 若 令 y=—y, W 
轨 线 要 作 关 于 «HOR, AG (544) BRT taxes th, 
— 7), ġ = — g(x, — 7), WIAA e 变 成 了 一 g。 由 此 得 知 ， 
关于 在 工 下 方 的 点 的 情况 ,(1) 与 (2) 的 两 个 准则 正好 互相 交换 , 
(a) 上 述 情形 可 以 用 第 二 章 $3.2 中 的 例 1, 4,5 和 如 下 的 系统 
来 说 明 : 


t=x—y, j=, 


y 


图 86 


对 最 后 这 个 例子 ， 工 是 y=0, 是 r=y, 点 0 是 鼓 - 结 
点 (图 86), 这 可 由 定理 22, 23 或 直接 把 这 系统 写 为 微分 方程 dx/ 
dy — x/y = 一 1 来 验证 .积分 之 ,立刻 得 
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y . 
x = eur ‘evsdu + ce“, 0<y< Jos 
y 
2 ARR. 
x= eu |” ody + cel, yo Ey 0, 


由 这 两 个 方程 就 可 确定 轨 线 的 性 态 . 


5. K. A, Keil 对 于 系统 *=y+ f(x, y), I = - g(x y) 的 
进一步 结果 
(a) 如 (5.4.4) 所 进行 的 ， ARE ROR 
t= y + f(x,y), y= g(x, y). o (5.4.5) 
其 中 f, g 满足 $ 4.1 中 的 假设 。 这 一 情况 下 的 等 倾 线 Je 将 由 方程 
HCx, y, p) =y + f(x, y) — pele, y) = 0 | 

所 确定 ， 而 不 是 出 (5.4.9) 所 确定 ， 记 p(s y= Ly + f(x, y)]/ 
eCe, y), 可 以 证 明 , 存 在 O MBM C(O, r) ,使 得 当 ? 增加 而 经 过 
位 于 C(0,+) 内 六 的 那 部 分 时 ， 对 于 横 坐 标 xz > 0 MIA: 
p(x,y) 或 从 负 变 到 正 ， 或 者 从 正 变 到 负 。 对 x 二 0 也 类 似 , 我 
们 将 分 两 种 情况 进行 考察 :情况 (1), 若 x 汪 0 时 PP 从 仙 变 到 正 ， 
XE * 二 0 时 ?从 正 变 到 负 ; ROF x > 0 时 ? 从 正 变 到 
负 , 又 若 * 二 0 时 ?从 负 变 到 正 . 

下 面 的 定理 我 们 只 手 述 而 不 予 证 明 (参看 K. A. Keil [1] 第 
126 H). 

定理 24. 对 于 情况 (1) 且 x* 0, EOL TEER > 
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ty, pm 4aly — x| + 2xy 
满足 $ 4.1 中 的 假设 ， 对 > 0 我 们 来 说明 情况 (1)。 关 >0 
时 该 系统 满足 定理 24 的 假设 ，J 现在 是 * 轴 。 ED WL ED 
存在 两 条 趋 于 0 的 轨 线 ， 即 抛物 线 y =x, x > 0 和 y= 22’, 
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x > 0. 

-这 例子 说 明了 在 定理 24 的 条 件 下 ,对 > 0, ELLE 
于 O 的 轨 线 有 可 能 多 于 一 条 . 

对 定理 的 假设 作 些 修改 , 就 可 以 证 明 , 4x > NH, EY 
土方 和 下 方 怡 好 各 存在 一 条 趋 于 0 的 轨 线 A K. A. Keil[1] 第 
129 页 ). 

系统 

R= y, P= 2x? 

就 可 以 说 明 这 一 所 ， ARRIVARE PRB RA y? — xt = HR 
《图 87). 


-  — =n —. = — = m — mm ma — m —_— — sà 


49 


e285 ¢ 


类 似 .如 果 没 有 雪线 者 于 O, HO R DAR ACR, 
(d) BE $3.2 的 例 6,7 可 以 说 明定 理 25，O 分 别 是 这 两 
个 例子 中 的 中 心 与 焦点 . 
系统 
& = 2y, 9 == 3x3 
可 以 说 明 x>0 时 的 情况 pa Mro 时 的 情况 (2)， 该 系统 


RUPEES RAAB y — 2° — 常数 (图 88). 


6.1,2,4 节 的 文献 注 记 


最 近 几 年 ,有 关 平 面 扰动 系统 的 奇 点 又 有 一 些 文章 ，Fromomer 
方法 已 被 大 大 推广 。 有 关 解 析 系 统 的 文献 可 到 第 三 章 末 尾 去 找 ， 
这 里 我 们 列举 一 些 有 关 非 解析 系统 的 其 它 文献 : 

A. F. Andreyev [1], [2]; M. Hukuhara [1]; I. S. Kukles 
{1}-{7]; I. S. Kukles-A. M. Suyarchayev [1], [2]; G. Sansone- 
R. Conti [2],{3]3 P. Santoro [1]; R. E. Vinograd-D. M. Grob- 


manl 1]. 


$5. 结构 稳定 系统 。 含 参数 的 系统 


1. 结构 稳定 系统 


(a) 物理 问题 往往 需要 对 系统 
t= X(x, y), y= Yx,y) (5.5.1) 

进行 分 析 ， 而 其 中 函数 和 与 了 只 能 近似 地 确定 。 因 此 有 必要 研究 
这 样 的 系统 ， 其 雪线 的 性 态 在 即将 阐明 的 某 种 意义 下 不 起 本 质 的 
变化 。 

这 种 系统 曾 被 A. A. Andronov 与 L.S. Pontryagin [LIRA 
过 ， 我 们 在 这 里 只 是 介绍 一 下 结构 稳定 系统 ( 粗 系统 ) 概 念 的 定 
MARIE — Se 

HF r, y 的 物理 解释 , CITATI SIRO, ATs 
数 X，Y 仅仅 定义 在 *，7 平面 的 有 界 区 域内 而 不 是 在 整个 平面 
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E. 

特别 ,假定 X, Y 定义 在 集合 G=G+FG 上 上, 即 G 是 由 具 
连续 转动 切线 的 闭 Jordan 曲线 FG 以 及 FG 的 内 部 区 域 所 构成 . 
此 外 ,我 们 假定 耐量 (X, Y) 在 FG 的 任 一 点 既 不 与 fG 相 切 , 也 
KETENE. 

我 们 这 里 的 结构 稳定 性 定义 最 先是 由 Andronov 与 Pontryagin 
给 出 的 ， 他们 假设 X, Y 在 G 中 解析 .但 整个 这 一 理论 可 在 仅 设 
X, Y 在 G 中 为 C! 类 函数 的 情况 下 进行 讨论 ， 如 H. F. DeBaggis 
[1] 给 出 的 ， 

后 来 ，M. M. Peixoto [1] 也 给 出 了 结构 稳定 性 的 另 一 等 价 
定义 ,虽然 外 表 上 看 上 去 限制 是 少 了 一 些 , 他 还 把 这 一 定义 推广 到 
2 维系 统 中 去 , 沿 着 这 一 方向 进一步 的 研究 工作 有 M. M. Peixoto 
[2】 和 和 Ph. Hartman [1] 和 L. Marhus [1], 

(b) EX. AB (GLU) AR X,Y EGRE C! RHR MH 
结构 稳定 系统 ,如 果 给 定 e > 0, FE o 一 oe) > 0， 使 得 对 G 
中 任 一 对 C! 类 函数 p(x, 4), gresy) BNE G 内 满足 条 件 

jle, y) < 0, |g(x, 9) < 05 
|PC y) < 0) lpy(x, y)| <a, | (5.5.2) 
. CAET y)l<o, CAEP y)| <c; 
必 存 在 依赖 于 p,q 与 8 的， 将 G 变 成 其 自身 的 双方 连续 的 变换 
T, E4: (TH (5.5.1) 的 轨 线 变 成 系统 

i= X(x, y) + p(x, y)» y= Y(x, y) + q(x» y) (5.5.3) 
的 轨 线 . | 

(8) G 中 每 一 点 与 它 的 象 点 之 间 的 欧 几 里 得 距离 Se. 

满足 上 述 条 件 的 每 对 函数 p，4 称 为 (5.5.1) 的 容许 扰动 . 

由 于 了 工 将 奇 点 变 成 奇 点 , 环 变 成 环 , 开 轨 线 变 成 开 轨 线 , 故 当 
p, 4 为 容许 扰动 时 ,(5.5.3) 的 轨 线 的 整体 图 形 与 45.5.1) 的 无 本 质 
差别 . E 


证 明 , 其 中 所 用 述 语 已 见 $ 2. 
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Ga} 在 对 其 规律 可 化 为 (5.5.1) 的 物理 现象 的 研究 中 ， RIT 
常 必须 从 一 个 结 梅 稳定 系统 连续 地 过 渡 到 另 一 个 结构 稳定 系统 ， 
中 间 要 经 过 一 个 或 几 个 非 结 构 稳定 系统 .这 就 要 求 对 结构 不 稳定 
系统 根据 其 对 右 端 扰动 项 的 敏感 程度 进行 分 析 MIA. 在 这 方 
i, A. A. Andronov & E. A. Lentovich 于 1938 年 在 它们 的 论文 
[1] 中 ,对 了 ,了 均 在 G 内 为 解析 的 一 类 系统 (5.5.1) 作 了 研究 ,他 
们 称 这 类 系统 为 一 阶 稳定 系统 ， 并 给 出 了 刻 划 它们 的 许多 结构 方 
面 的 性 质 . 


2. 结构 不 稳定 系统 . 极限 环 的 产生 


(a) ROR (5.5.1) IBRA HRA m X, Y EO HER 
C(O, r) ARI. 因此 , 
x == hix 十 Gory + 2, kX' yk m X(x, y)» 
itk>1 (5.5.4) 
9 = Oox + bony + > b; aX YR = Y(x;5 y) > 
itk>1 | 


其 中 ao bi EXTRA o 四 , 
Q = aobo brodo: > 0, L= aro + bon 0. (5.5.5) 
EELE $4 的 假设 满足 , 沿用 $ 4 的 记号 , 对 通过 (0, po) 的 
轨 线 p= pCO, po)， 我 们 有 表达 式 : 
| p(2x, Po) 一 Po = [4,(2x) 一 Meo - + u(2x)0î 
+ +++ + 4;(22)pi + o 
在 假设 (5. >. 5) 下 ， 容易 验证 Ca — 1=0, u(2x)= 0, 


mito 
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u21) 可 为 零 也 可 不 为 零 。 车 40) < 0， 则 0 称 为 一 阶 弱 焦 
点 ;车 (2z) 一 0， 则 必 有 ur) = 0. — fh 
u,( 20) = u, (2x) = +++ = ugy) = 0, 
Ry H2jp42( 22) = 0, Ai Uapyi( 2x) 是 uQ) 中 第 一 个 不 为 零 者 ， 
则 0 BRAG k Bree RR. 
. O) 在 考虑 以 0 为 弱 焦 点 的 系统 《5.5.4) 的 同时 ,我 们 还 考 虚 
扰动 系统 | 

= X(x,y) + px, y), y= Y(x,y) + a(x, y)», (5.5.6) 
Et p,q 在 0 点 等 于 零 , 且 在 C(O,+) 内 解析 . 

系统 (5.5.6) 称 为 在 C(O, r) 中 属于 系统 (5.5.4) W ON 邻 
域 ,如 果 在 G 中 有 

ipCx,y)| < 8, [alx y)| <8, lrrtp/6x0y1| <8, 

|0'tkg/0x'0yt| <8, Witkss; 

由 于 65.4) 不 是 结构 稳定 系统 《定理 26)、 自 然 会 期 望 对 任 
意 的 0>0, PERT (5.5.4) 的 某 OY BR. BECO, 内 
有 环 的 扰动 系统 (5.5.6)， 即 使 CCo, r) AAR (5.5.4) 的 环 . 事 
实 上 ,我 们 有 如 下 定理 : 

定理 27。 若 O 是 系统 (5.5. 47) 的 & 阶 弱 焦 点 , 则 (a) 存 在 数 ro 
‘o> Ù, 使 得 每 一 个 在 C (0, ro) 内 属于 (5. 5, DE (Gt 邻 域 的 
系统 (5.5. 6), 在 c(o, ro) 内 有 不 多 于 R 个 的 环 ; (b) 对 所 有 满足 
O<r< ry FO <8 <a, 107 与 è, 确实 有 在 C(O, 7) PRT 
R laterali bici 

这 定理 见于 A. A. Andronov-E.A. Leontovich 的 文章 [2], 该 
文 只 有 定理 的 叙述 . 当 (5.5.4) 中 的 和 与 了 为 二 次 多 项 式 时 ，N。N， 
Bautin [1], [2] 作 了 详尽 的 研究 . 《5.5.4) 中 的 和 与 为 n>2%X 
多 项 式 的 情形 已 被 N. F. Otrokov [1] Fid. 

(c) 弱 焦 点 并 不 是 产生 极限 环 的 唯一 泉源 . 级 限 环 也 可 由 变 
更 以 下 系统 的 右 端 来 得 到 : 〈a) 具 零 特 征 指数 系统 的 极限 环 ( 弱 极 
限 环 ), 特 别 地 , 具 半 稳定 极限 环 的 系统 ( 见 A。A。Andronov-E。A。 
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Lentovich [2], N. F. Otrokov[2]), RE (b) 具 鞍点 的 系统 , 它 的 
两 条 分 界线 组 成 了 奇 轨 线 的 一 部 分 ( 见 E. A. Leontovich [1], A 
A. Andronov-E. A. Leontovich [3]). 

由 定理 26， 这 种 系统 都 是 第 构 不 稳定 的 ， 因此 上 述 情况 是 可 
能 会 出 现 的 ， 


3. 含 参数 系统 的 极限 环 * 


(a) 在 应 用 中 常常 出 现 如 下 形式 的 系统 

z= X(x,y,4), y= YG, Yə 4)» (5.5.7) 

BP X, Y 不仅 依赖 于 *, y, 而且 也 依赖 于 在 某 个 区 间 内 变化 的 参 
数 4, 此 区 间 可 以 是 有 界 的 ,也 可 以 是 无 界 的 . 

特别 有 兴趣 的 是 这 样 一 个 问题 : 〈5.5.7) 的 环 随 12 变化 而 变化 
的 程度 如 何 ,以 及 是 如 何 变化 的 ， 

对 于 解析 系统 , 这 个 问题 M. Urabe [1] 曾 作 了 完整 的 分 析 . 
他 对 柱 面 上 第 二 类 环 随 参 数 变 化 的 情况 作 了 彻底 的 研究 (I M. 
Urabe [2] ， 除 解析 系统 以 外 ， 这 问题 的 研究 是 困难 的 。G. F. D. 
Duff 和 T. Uno 在 这 方面 找到 了 更 一 般 的 条 件 )，G. F. D. Duff 
[1] 去 掉 解析 性 条 件 , 改 为 假设 
X(x, y, à + 20) = X(x,y,2), Y(x,y, 4 十 2x) = YG, Y, à) 
以 及 

X(x, y, L + a) = — X(x; y, 2), 

Ylx, y, 4+ x)= — Y(x, y, 4). 
T. Uno 在 他 的 三 篇 文章 中 ( 见 T. Uno [1], [2], [3]) 得 到 了 类 
似 的 条 件 . 

(b) (5.5.7) 中 的 连续 地 变动 而 通过 革 _- 值 时 ,这 个 系 
统 的 极限 环 的 数目 有 可 能 突然 增加 一 个 或 几 个 ， 或 是 突然 减少 一 
个 或 几 个 .这样 的 1 值 称 为 分 肤 值 。 系 统 (5.5.7) 当 A 一 46 时 必 


O 有 关 极 限 环 随 参 数 变 化 的 情况 ,更 为 详细 的 讨论 * TSR ERE RRR 
第 45 一 89 页 ;或 秦 元 助 编著 “微分 方程 所 定义 的 积分 曲线 > 下 册 第 四 章 , 科 学 出 
Mths 1959 年 .一 一 译 者 注 
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须 是 结构 不 稳定 的 ， 环 的 数目 的 变化 与 下 面 一 种 或 几 种 情况 有 
关 : M 系统 
= X(x, y, 4), 9 = Y(x, yY, o) (5.5.7) 
ABRG” Q) 系统 (5.570) 有 特征 指数 为 零 的 极限 环 《 弱 极限 
环 为 特别 ,有 半 稳 定 极限 环 ; (3) 系统 45.5.7o) HRR, 它 的 两 条 
分 界线 构成 了 奇 轨 线 的 一 部 分 ,或 者 构成 两 个 不 同 鞍 点 的 分 界线 ; 
(4) 系统 《5.5.7o) 有 一 非 初 等 奇 点 ;〈5) 41 变化 而 经 过 加 时 ， 
(5.5.7) 的 奇 点 数目 发 生 了 变化 . 
在 这 些 可 能 性 方面 ， 只 有 第 一 种 情况 有 人 对 解析 系统 作 了 详 
细 的 研究 (A. A. Andronov-C. E. Chaikin [1] 第 六 章 §2 考虑 了 
一 阶 弱 焦点 的 情况 )。 其 它 各 种 可 能 情况 只 有 一 些 零 碎 的 结果 , 且 
多 数 是 举例 而 已 . 
由 其 参数 系统 的 弱 极 限 环 产生 环 的 情况 见 M. Urabe [1] 5 
A. A. Andronov-E. A. Leontovich [1]. | 
Cc) 作为 说 明 (b) 的 一 个 例子 ， 下 面 的 系统 是 很 有 意思 的 ， 
= y — (r + Dile — 1} +å], y= —xy. (5.5.8) 
T. Uno 和 R. Yokomi 对 参数 1 的 某 些 值 作 了 图 象 研究 (人 参看 T. 
Uno-R. Yokomi [1]); 由 全 面 分 析 得 知 ， 当 4 变化 时 ， 这 系统 出 
现 (b) 中 除 (2) 以 外 的 一 著 可 能 情况 《 见 G. Sansone-R. Conti 
[1]). 
特别 地 ， 2 的 分 歧 值 为 4 一 0, 4 一 1; BAKSOR 221 
时 这 系统 没有 环 , 当 0 二 4 二 1 时 该 系统 正好 有 两 个 都 为 稳定 的 
环 。 对 于 比 (5.5.8) 更 一 般 的 系统 ，N, Virgopia [1] 证 明了 类 似 
的 结果 也 成 立 。G. Vilari [1] 研究 了 一 个 方程 族 , 这 时 只 有 当 两 
条 不 辕 的 分 界线 重合 时 才 会 产生 环 ， 
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第 六 章 “ 某 些 具 单 自由 度 的 自治 系统 


在 这 一 章 里 ,我 们 将 利用 前 几 章 得 到 的 方法 与 结果 ,来 研究 某 
些 出 现在 应 用 数学 中 的 最 重要 的 二 阶 方程 。 这 些 方程 形 如 
x = p(x, £). 
MRS 之 一 7”， 这 方程 能 化 成 方程 组 
x =, y= pix, y). 
根据 9 的 类 型 ， 有 时 不 用 * 一 y， 而 用 其 它 的 变换 把 方程 式 化 为 
含有 两 个 方程 的 一 阶 方程 组 , 倒 更 为 有 利 ( 见 $3, $4, $5). 


$1. 在 粘性 阻尼 作用 下 ,质点 的 线性 运动 方程 的 轨 线 


1. 在 粘性 阻尼 作用 下 质点 的 线性 运动 方程 的 轨 线 


(a) 首先 ， 简 要 地 温习 一 下 我 们 在 讨论 中 将 用 到 的 线性 微分 
方程 的 某 些 性 质 . 

SRI a | 
*#+tert+txr=0, C4 = dx/dt), (6.1.1) 
其 中 e 为 常数 ， 如 有 必要 ,可 将 AR, 故 可 以 假设 e> 0. 

(6.1.1) 的 特征 方程 

| > 十 sp 十 1 一 0 (6.1.2) 
MAMAS 0 0 取决 于 eS2, : 

(i) 如 果 e>2, HS | 
a = — ¢/2 + (88/4 — 1), p = — 6/2. — (82/4 — 1),(6.1.3) 
RU (6.1.1) 的 解 为 | 

x= ce" + ce, 4 = cae + cp er, (6.1.4) 
其 中 cl c; 为 任意 常数 . 
Ci) 如 果 ¢=2, Wj (6.1.1) 的 解 为 
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y = ecs be), = em cat + (cn — €2)). (6.1.5) 
Gi) 最 后 ,如 果 0<e<2, WHA 

x = ce sin[(1— ~ 67/4) + ezl, 
ám ce sin [C1 一 _ 62/4) + ca + 0], 


(6.1.6) 

其 中 o 由 

| coso = — 6/2, sino = (1 — 67/4)”, (— a/2<40< 0) 

| (6.1.6’) 

确定 . . 

(b) MRS += y, 方程 (6.1.1) 等 价 于 系统 

£ mey, fun — 8y — z, (6.1.7) 

这 系统 的 轨 线 满足 

dy/dx = — (x + 9/9. o (6.1.8) 

原点 0 为 该 系统 的 唯一 奇 点 . 根据 第 二 章 $1 中 关于 线性 系 

绕 的 结果 ,立即 看 出 : G 如 果 es > 2，0 是 双 切 结 点 ,其 两 条 切 

tg «Sp (后 者 为 弧 立 切线 ); Gi) MR e=—2, O 为 单 

结 点 ,其 切线 斜率 为 一 1; G 如 果 0<e<2; MOBRA, 
ERRE. 最 后 ,如 果 e 一 0， 则 0O 是 一 个 中 心 。 


$2. 方程 8+ af + sind — Bp =0, a=>0, B=>0 


1. 引 言 


(2) 在 力学 及 电学 中 ， 对 方程 5+46+Bsn6 一 C 一 1 
CA, B 为 正常 数 ) 的 研究 最 为 重要 ， 如 果 把 VY B: 变 成 HHS a= 

AIN B, 8 =C B ,方程 就 化 成 | 
6 二 ab 二 sin6 一 5 一 0， (6.2.1) 

其 中 a>0, P>0 为 确定 的 常数 . 

方程 (6.2.1) 是 本 节 的 主题 , 它 是 一 个 点 的 摆动 方程 ， 这 个 点 
受到 重力 的 作用 、 还 受到 一 个 大 小 不 变 而 切 于 该 点 的 圆 就 轨道 的 
力 的 作用 以 及 粘性 阻力 的 作用 ， 这 个 点 在 铝 直 平面 里 振动 。 式 中 
01) 是 摆 与 向 下 的 垂 线 之 间 的 夹 角 ，a 一 0 的 情形 相当 于 没有 阻 
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JE; p= 0 的 情形 意味 着 没有 外 力 ; 而 a 一 6 一 0 的 情形 已 经 在 
第 四 章 $5 中 考虑 过 了 。 
a= 0, 8p >0 的 情形 已 由 A. A. Andronov 和 C.E. Chaikin 
[1] 彻底 讨论 过 , 因此 ， 我 们 在 这 里 只 专注 于 a>0 的 情形 。 这 
种 情况 也 出 现在 同步 电机 起 动 的 瞬时 现象 中 ， 
: 与 同步 电机 有 关 的 问题 ,请 参看 H. E. Edgerton-P. Fourmarier 
[i], F. Bottani[1], N. P. Vlasov [1], [2], E. Jasse[1], 
(6) ô= 2, 方程 (6.2.1) 化 成 系统 o 
Ö =z, ż = — az — sin0 +B, (6.2.2) 
它 的 每 一 个 解 都 在 (一 ©, + co ) 上 有 定义 (参看 Sansone [7], # 
16 页 )， 且 如 果 Ol), zC) 为 (6.2.2) 的 解 ， 则 对 于 每 个 整数 4， 
A(t) + 2ke, zG) 显然 也 是 解 . 《6.2.2) 的 轨 线 满足 方程 
dz/d@ = (8 — az — sin0)/z(a > 0,82=0), (6.2.3) 
在 0 及 O + 2he (kh 为 整数 ) 取 相 同 值 的 两 个 解 (0) 处 处 相等 ， 
BUH 2(0,) = z(0, + 2h) (为 整数 ) 可 以 推出 ， 对 每 一 个 9 均 
有 z(0 + 2ke) = 2(0), k= 0, +t1,°--. HRW, 如果 z= 
2(6) 为 (6.2.3) 的 周期 为 wo >0 的 周期 解 ,由 于 242/40 一 8 十 
az = — sn， 可 以 推出 sin(6 + kwo) = sind, 因此 wo = lx, 
1 为 整数 . 所 以 , 如 果 存 在 周期 解 , 它们 的 周期 一 定 是 2x 的 倍数 。 
事实 上 ,我 们 将 看 到 ,这 个 周期 正好 就 是 2=. 
ma 6 > 1，(6.2.2) 就 没有 奇 点 ,为 方便 起 见 , 把 > 1 和 
0< 6 <1 两 个 情况 分 开 研究 。 因 此 , 将 在 $2.2 中 研究 8> 1 的 
情形 ;在 $2.6 中 研究 8 一 工 的 情形 ;在 其 它 各 节 中 研究 0 委 6 一 1 
的 情形 . 


2. B >1 的 情形 .(6.2.3) 的 周期 解 z 一 z(9) 的 存在 性 

(a) 如 果 B>1 E z<0, dz/d0 = (8 — sin0)/z —a< 
0， 由 此 可 知 , 在 半 平 面 x 二 0 内 ,由 6 增加 时 ,(6.2.3》 的 解 的 锥 
ERER BS 0-> +o 时 , 它 趋向 于 一 0。 还 可 以 推出 ， 当 
z — 04 BY, limdz/40 = + œ, m4 一 0- kf, limdz/d0 一 
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一 0 。 所 以 轨 线 与 9 HEX. 

现在 来 研究 轨 线 在 半 平 面 z >0 中 的 性 态 . 如 果 我 们 把 6 
与 z 当成 极 坐 标 (6 为 极 角 , 为 向 径 ), 并 考虑 两 个 贺 C 和 CA 
89) ,它们 的 中 心 在 原点 ,半径 分 别 为 [+ 1)/a] +e 及 [GB 一 
1)/al 一 s， 其 中 0 一 ss 一 (8 一 1)/e. XmR P[O] X CC] 
ERAN ORDA, it PIO] 的 轨 线 TIT] WRS K A 
oilo] WE | 


ctgo, = Roe (é ant _ 1)2 


TEA sin 8 - 1)£ 
FP 144 ae z 


[een 1 — sin0) + ag Sol. 


—i—ae z 


图 89 
MATIT] 在 PLO] 的 切线 指向 由 C, 和 Cc; 所 围 成 的 环 域 
DAR. Buk, (6.23) 的 由 内 的 点 出 发 的 每 一 条 积分 曲线 ， 都 
整个 保持 在 忆 之 中 ， 由 于 在 忆 中 没有 奇 点 ， 因 而 在 了 的 内 部 至 少 
存在 (6. 2. 3) 的 一 WER z 一 z0) 〈 第 四 章 定理 .25) ,满足 
DE so(0 + 2x) = z0). (6.2.4) 
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而 且 , 由 于 8 是 任意 的 , 这 个 解 就 位 于 由 中 心 在 原点 , 半径 分 别 为 
(8 十 1)/a 和 (8 一 1)/a 的 两 个 网 所 围 成 的 环 域内 。 
我 们 注意 到 ,由 (6.2.3) 可 以 推出 
= dz?/d0 = 8 — sin0—az, (6.2.5) 


因此 ,把 (6.2.5) 关于 和 解 (6.2.4) 从 0 到 2x 积分 ,就 得 到 
2af = a j zo(0)40, - (6.2.6) 


它 就 是 使 (6.2.4) 成 立 ,也 就 是 使 得 (6.2.3) RIRH 2e 为 周期 的 
周期 解 的 充 要 条 件 . 

& (6.2.6) 证 明了 20) 是 
(6.2.3) 的 唯一 的 周期 解 . 因为 ,如 
果 还 有 另 一 个 周期 a(8), 则 对 于 所 一 
BNO, 或 者 za(6) > z0), RË 
za(6) < so(6)， 而 由 此 可 以 推出 


a | z1(0)d0 = 228, 


这 就 说 明 z.(0) 不 可 能 是 以 2z 为 周 
期 的 . | 

(b) 如果 我 们 把 (6.2.2) 的 轨 线 
表示 在 圆柱 面 上 (第 四 章 $ 5), 周 期 
解 z 一 xm(6) 就 对 应 一 条 闭 曲 线 
r， 它 和 柱 面 的 所 有 母线 都 相交 (第 
二 类 环 ), 所 有 其 它 的 轨 线 的 象 曲线 
PETE 《图 90)， 由 于 没有 奇 
点 , 柱 面 上 就 没有 第 一 类 环 . 


3. 0 一 8 二 1 的 情形 ， 奇 点 的 分 类 


(a) 如 果 令 . 
0, 一 arcsinf, (0 <P < x/2, 8 = sin0,), (6.2.7) 
则 (6.2.3) 可 以 写成 


dz/d0 = (sin@, — sinô — az)/z, (6.2.8) 
我 们 马上 看 出 点 4 = (Qk — 1)a — Os 0); Bg = (ke +0, 
0), (4K=0, + 1,0) 是 仅 有 的 奇 点 , 为 了 确定 它们 的 类 型 , 我 
们 可 以 应 用 第 五 章 $2 的 结果 . 首先 , 由 于 (6.2.2) 是 一 个 解析 系 
统 , 如 果 它 的 奇 点 是 初等 的 , 则 它们 就 应 是 结 点 ,鞍点 ,中 心 或 者 焦 
对 于 点 By, WRS 0= Zhe 十 0o 十 7， (6.2.8) 的 简化 方程 
为 dz/d1 一 (一 az 一 和 cos90)/n, 对 应 的 特征 方程 oz 十 wp 十 cos6 一 0 
Ath 6, = — a/2 + (ew/4 一 coso)” 及 pie — a/2 — (20/4 
一 cosh Yê, 
如 果 0< a? < 4cosh, A, 和 A ARB» 则 点 B, 为 焦 
点 ;如 果 a > 40050, 则 及 和 所 为 同 号 实数 ， 所 以 所 Bi 
如 果 “一 0， 以 后 我 们 将 看 到 〈$ 2.42， 点 Bi 为 中 心 . 
关于 点 Ay MRS 0= (2 一 D)< 一 6 十 7，(6.2.8) 的 简 
化 方程 为 dz/dq = (— az + ycosb)/z， 对 应 的 特征 方程 P+ 
ap 一 così, 一 0 有 根 / 
pı = — 0/2 + (0/4 + cos0) >0, 
pa = — a/2 — (08/4 + cos)? <0, 
它们 是 异 号 实数 。 因 此 ， 反 A, RA, 县 两 条 分 界线 在 该 点 的 全 
率 由 (6. 2. 9) 给 出 . | 


(62. 9) 
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在 过 Ax 的 斜率 为 Pil p2] 的 两 条 分 界线 中 ， 我 们 把 当 其 上 的 
点 接近 于 4, 时 纵 坐 标 > 0 的 那 一 支 记 为 RISI, 而 把 当 其 上 的 
点 接近 于 44 时 , 纵 坐 标 二 0 的 那 一 支 记 为 RIIS]. 由 于 0 z, 
分 界线 的 方向 如 图 91 中 的 箭头 所 示 。 | | 

当 没 有 必要 区 分 Ry ARTIS, 和 5] 时， 就 以 RS] 表示 
RAS] R RIIS]. 如 果 Ri 的 一 个 缴 眉 是 关于 9 轴 的 简单 情形 
( 即 与 直线 6 一 常数 最 多 相交 于 一 点 ), 就 将 这 段 弧 记 为 = 一 
g4(0), 而 Sx RIE Mids > 一 fx(0). 

(b) 轨 线 上 切线 平行 于 6 轴 的 点 的 轨迹 是 方程 为 

S: z = (sin0 — sin@)/a (6.2.10) 

的 正弦 型 曲线 ， 它 正好 在 点 4 与 Bk 和 6 轴 相 交 。 在 9, z PH 
上 ， 由 6 轴 和 以 44 与 Bi 或 Bii 4) 为 端点 的 弧 段 所 围 成 的 
区 域内 部 的 点 ， 都 有 dz/a6 0， 而 在 作为 这 些 区 域 的 余 集 的 无 
界 区 域内 的 点 ,; 则 有 dz/d0 < 0 (K 92). 


de 


4. 极限 情形 a = 0 时 的 轨 线 


下 面 我 们 有 必要 来 研究 方程 (6.2.8), 当 a= 0 时 的 情形 ， 也 
就 是 方程 | 
dz/40 = ( sin0, — sin 6) /2. ; (6.2.11) 
显然 有 d(2°/2)/40 一 sind, — sind, Ait, 在 这 种 情形 , 轨 
线 为 曲线 族 
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7 La = così + sinb +e (c BEM), (6.2.12) 


或 者 , 令 p(0) 一 — cos@ — 0 sin p, (6.2.13) 
1, 的 方程 为 | 
l: z= + /2(c— P(0)), Co 为 常数 ). 

由 于 g'(0) = sinf 一 sin®, p'(0) = così, p0) 在 点 Ax 
取 相 对 极 大 值 ， 而 在 点 BA 取 相 对 极 小 值 。 而 且 ， 由 于 p(0+ 
2x) 一 9 (0) 一 2x sin0。，qg (0) 的 图 形 就 可 以 由 p (0) 在 区 间 
[一 = 一 6 = 一 6] 上 的 图 形 ， 沿 9 轴 方 向 平移 kr, 治 9 轴 方 向 
平移 一 2ka sin 6 而 得 到 (图 93). 


P 
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图 93 


Do E [一 x 一 ,x 一 0] 上 变化 。 MRM c = pA), 
则 1 退化 为 一 点 Bo (00,0). MH pC) <c<pG@ — GH), 
则 点 (6, 2) 描 出 一 条 闭 轨 线 1( 柱 面 上 的 第 一 类 环 ), 它 把 B, 包含 
在 其 内 部 。 我 们 还 注意 到 ,如 果 <<", WHA 在 曲线 / 的 
内 部 ， 因 此 ，B。 是 一 个 中 心 。 如 果 “ 取 到 值 “一 p(x 一 00) 一 
così, 一 (x 一 0,) sin d, < © (— RT A)» 则 存在 唯一 的 值 0 € 
(ab x 一 Bo) ,使 得 当 0<~0<~*— Bo 时 有 p(0) <E, 而 对 
应 的 天 是 一 条 除 A 外 都 有 连续 切线 的 闭 曲 线 ， 而 在 AR HR 
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有 -个 角 点 ， 其 切线 的 斜率 分 别 为 +V cos 9,。 我 们 注意 到 , z 一 
{2[ cos@, — (x — @) sin 8, + cos? + 0 sin 0,]} ={2[ cos? — cos 
(x 一 a) 一 (x — 0, — 0) sin go] }'? =(x 一 0,—0)V cos (十 e), 
其 中 当 6 一 x 一 0 一 0 时 ,8 一 0. 

曲线 呈 由 (6.2.112) 的 两 条 轨 线 组 成 , 即 鞍 点 A, 和 由 分 界线 RY 
KS: 所 构成 的 轨 线 。 与 其 它 的 点 4, 相应 的 轨 线 , 可 以 由 与 4 相 
应 的 轨 线 沿 着 8 轴 平 移 2Kr 而 得 到 ,其 中 为 整数 . 

由 于 (6.2.11) 的 所 有 轨 线 都 关于 6 轴 对 称 ， 因 此 ， 为 了 描述 
(6.2.11) 的 其 它 轨 线 的 性 质 , RAS BRE 404, 上 的 后 出 发 的 ， 
由 6 增加 时 所 确定 的 那些 轨 线 就 可 以 了 (图 94). 


Ro 
A ol al ep A 
\k ti sf 
(a=0; 0 <4<1) 
图 94 | 
从 A, 可 引出 轨 线 Sk Ro CHE ST MR, 6 轴 平 移 
一 2x 而 得 到 。 对 于 6 轴 上 固定 的 满足 一 < 一 9 一 09 一 的 0,， 


通过 这 点 的 轨 线 xz 一 士 zx(6) 在 6 与 6 轴 正 交 , H4 0-+ 00 
it, lim[ + z(@)] = + œ, | 


5.a>0, 0 一 8 一 1 的 情形 。(6.2.3) 的 周期 解 和 临界 值 <(6,) 


(a) 在 下 面 对 (6.2.8) 的 分 析 中 ,8。 将 保持 固定 , 6。 = arcsinf, 
0 一 0, 一 x/25 it e 变化 . 

我 们 立即 注意 到 , 轨 线 只 在 9 LAT 4% 和 Bi 的 点 有 垂直 
切线 , 且 没 有 垂直 于 6 MIEI. 
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(b) 这 里 以 及 $2.7 和 $2.8 所 做 的 分 析 ,是 根据 F. Tricomi 的 


工作 [1], [2]. 
我 们 来 研究 通过 4, 的 分 界线 的 性 态 , 以 46 为 例 ( 图 95). 


Go 
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由 (6.2.10) 所 确定 的 正弦 型 曲线 S 在 46 的 斜率 为 (cos 0,)/a， 


但 由 (6.2.9) 有 Ccos0,)/a > pi, Thi Ro ESM 0 AAAS HOM 4B, 
所 围 成 的 区 域内 出 发 的 , 于 是 它 与 5 交 于 一 点 9,， 且 在 这 点 有 水 
PHR. Æ 0, 之后, RADAR. TR 不 可 能 再 与 


S 的 弧 OB, 相交 , 它 就 将 与 直线 9 一 6。 WZT- H, KAL 

标 满 足 | Bol = 0. 因此 ， | BoHol 个 会 超过 5 在 一 ET Ay 到 0, 
之 间 的 最 大 纵 坐标 . 于 是 有 

| BHo| < (8 + 1)/a. i (6.2.14) 

现在 考虑 经 过 Ai 的 轨 线 Si. 当 0 由 ET By 递减 到 By 时 ， 

5, DARE i 5 可 以 表达 为 x 一 有 (0)， 把 所 与 直线 6 一 

9 的 交点 记 为 Hi. 我 们 将 证 明 ， 对 于 充分 小 的 ai, 有 | Bo < 

1 BoHo| ， 而 对 于 充分 大 的 a， 则 有 |B) > 1B. 由 于 通过 

4,704: 的 轨 线 的 斜率 有 界 ， 根 据 轨 线 对 于 & 的 连续 相依 性 可 以 

推出 , 至 少 存在 0 的 一 个 值 , 使 得 BH] = | Bl, RES 

He, 
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WR “一 0， 根据 $ 2.4 可 推出 | BH l < 1BoHo| ， 记 以 对 于 
充分 小 的 a > 0， 这 个 关系 仍然 保持 ， 

现在 由 (6.2.8) 可 得 df(0)/d0 = (sind 一 sin0)/f.(0) 一 
ax<—a, WEE [box — 0] ERD, 就 得 出 一 [Bol <: 
— ala — 20%); 也 就 是 E 
| BoH,| > 2a(a/2 一 6,). (6.2.15) 


将 它 与 (6.2.14) 相 比 较 , 再 根据 轨 线 对 < 的 连续 相依 性 ,就 可 以 推 
出 如 果 “ 充分 大 ， 则 [BH] > 1BoHol ， 于 是 我 们 的 论断 得 证 。 
(c) DUE RAs R-AK T a 的 个 同 值 所 对 应 的 轨 线 的 比较 
引 理 . 
BIL, 设 sa(6)，x(6) 为 (6.2.8) 的 与 4 的 两 个 不 同 信 a 与 
a,(0 <a, <a) 相对 应 的 两 条 轨 线 ， 那 未 ， 在 一 点 0: (1) 如 果 
za(0) 之 z1(0) > 0 或 者 2,(0) > 24(8) 之 0， 则 当 2,(6) fl 2:(6) 
对 8 一 5 保持 为 正 时 ， 有 20) > 2,(9); (2) 如 果 OJ < 
z8) <0 RE NIC) < “1(0) < < VE US z,(6;) a za) 对 0 > 6 
EEO Way DENI PELLA, nO), C) 
和 和 >:(6) 一 z,(@) 都 为 负 [IE], 则 只 要 z1(0) 不 与 0 轴 相 交 对 
于 每 一 6> JE 一 6) > 2,8), 2,(8) 和 za(0) 一 (O) 也 都 将 为 
负 [ 正 ]. 图 96 表明 了 这 三 种 情形 , 


图 96 
引 理 的 证 明 并 不 太 费 事 . 首先 ， 由 (6.2.8) 有 | 
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3 dz1/d0 + az, + sind — sinb, = 0, 


+ 435/40 + az, + sin0 — sind, = 0, 
由 此 可 得 
+ d(23 — zî)/d0 = (a, — a)r: + az, — a). 


在 情形 (1) 有 d(zi 一 21)/400|0-3 二 0， 在 情形 (2) 有 dlei 一 
21)/d0\ong > 0， 而 对 情形 (3), 在 充分 靠近 6 右 方 [ 左 方 ] 的 点 ， 有 
d(zi — 23)/dé > 0[<0]. 

由 刚才 证 明 的 引 理 可 知 , 与 。 的 相 异 二 值 对 应 的 ， HZ 6 lf 
— PRI, BRT ZE O 轴 上 的 点 外 ， 不 可 能 有 任何 公共 

(4) 现在 我 们 可 以 证 明 ; 对 于 固定 的 (0 一 6 < /2， 或 
E 0<PB< 1), 使 得 Ry = Si 的 值 a 一 w(Oo) 是 唯一 的 ， 也 就 
是 说 ， 对 于 固定 的 6, 4 a 变化 时 ， 存 在 唯一 的 值 <(6), 它 对 应 
着 半 平 面 x 之 0 中 的 一 条 联接 4,5 A, HIER RARER IE 
r(a(0)). 

假如 不 然 , 若 对 于 二 值 a 与 m(w < a) EEEE z> 0 中 ， 
存在 两 条 联接 4,5 4, 的 轨 线 . 

-这 两 条 轨 线 记 为 T, 与 T,， 它 们 在 4. 的 斜率 分 别 为 

pi = — a,/2 + (06/4 + cos)”, 
| pi? = — 03/2 + (aî/4 + cosh)”, 

而 在 A, 分别 为 i 
pp = 一 a/2 — (/4 + cos 6)”, 

| p? = — a3/2 — (ai/4 + cos&), 

由 于 PP > pP, 0> pl >, E de 的 右 方 的 一 个 区 间 里 , T 
ET, BF., 在 4 左 方 的 一 一 个 区 间 里 , 在 PP 的 下 方 . 因而 两 
条 曲线 至 少 有 一 个 公共 点 P， 其 横 坐标 9* 满足 一 = 一 0, 二 OF 一 

一 9， 但 是 ,在 A (c) 中 引 理 的 情形 (37 的 条 件 成 立 ， ARPA 
可 能 存在 ， F. 
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(e) 1 a(0,) 仍然 表示 a 的 那样 的 值 ， 它 所 对 应 的 轨 线 把 A, 
54, 联接 起 来 。 取 定 。 的 一 个 值 ,0 过 a <a). 我 们 知道 
1BoH| 二 18oHo| , 且 由 于 6 所 对 应 的 轨 线 Ro 不 能 与 轨 线 弧 AH, 
相交 ,因此 , 它 将 在 一 点 K, (Æ 97) FIER 6 一 z— h, HAR 
AR r = go(9), 其 中 go 一 一 0) = 0 < | 4,K,| ™ ga 0), 
BH o 

0 一 g(—z — 0) < gle — 0). È (6.2.16) 
如 果 考 虑 过 点 Lo = (= 一 0, (8 + 1)/a) 的 轨 线 = 200), 


1 2 | | 
Then 5, Ko 
—s SI Pa 
a or Bo Up Merz 
(Oca alte) ,0<2<!1) si 
97 
由 于 当 0 由 a TT 8, 递减 到 一 x 一 0, 时 , 纵 坐 标 = 为 正 且 递增 (dz/ 
d9 二 0)， 这 条 轨 线 就 不 能 与 曲线 S 相交 ,并 有 
ala 0)> zr — &) > 0. (6.2.17) 
如 果 M 为 直线 O— 一 = 0 上 纵 坐 标 为 (一 x 一 0) 的 
AMA PERE AM, 时 ， 根 据 (6.2.16), (6.2.17) 以 及 
(6.2.8) 的 解 的 连续 相依 些 ， 在 AM 内 部 必 至 少 存在 一 点 P， 使 
得 由 PP 出 发 的 轨 线 在 区 间 44: 上 的 方程 为 
z= Z(0), Z(0)>0, (~ x— 0 S0 <x — 0), (6.2.18) 
且 满 足 条 件 : | | se 
Z(-x- 8) = Z(x-0), | 
即 z= Z(0) Æ (6.2.8) 的 局 期 解 。 根据 $2.2(a) 中 的 理由 ， 它 
是 唯一 的 。 FERRERI, 一 Z0) 就 对 应 着 一 个 第 二 类 
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概括 起 来 , 我 们 已 经 证 明 : 对 于 满足 0<a<a(0) 的 每 个 
a, (6.2.8) 有 且 仅 有 一 个 以 2x 为 周期 的 局 期 解 . xz 一 20) ME 
200) > 0, | | 
(DO RERE a> a(0,). 我 们 将 证 明 ， 对 >. am » a(0,), 
(6. 2.8) 没有 周期 解 . 
” 设 如 不 然 , Æ z= Z*(0) 29 (6.2.8) 的 对 应 于 «的 周期 解 
?为 对 应 的 轴线. | 
现在 以 Si 为 例 来 讨论 SE 的 一 个 共同 性 质 ， 如 果 我 们 将 这 条 
轨 线 (图 98) 与 对 应 于 a 一 0 的 轨 线 相 比 较 , 后 者 方程 为 
z = 一 {2[ così +: cos 6, ] 
十 [6 一 - (x — O01 sin0,}"?, (0 > x — 0). (6.2.19) 
根据 (c) 中 的 比较 引 理 的 情形 (3), St 不 能 有 垂直 的 浙 近 线 , 且 总 
保持 在 (6.2.19) 的 下 方 ， 因此 ， 当 o> 十 co 时 ， BRAS Ite 
于 一 œ | 


i (et) <a, 0<2<1) 


图 98 
于 是 ,如 果 2*(x — 6) <0 , 则 因为 由 点 [x 一 Oxy 2* (a 一 _ 6,)] 
出 发 的 轨 线 不 能 穿 过 ST, 2*(6) 就 不 会 是 周期 解 . 
如 果 slr 一 9) = 0; 轨 线 应 当 联 接 4 和 4,, 但 是 ,由 于 已 
A < > a(0,)， 此 为 不 可 能 .因此 有 zs*(x 一 9) > 0, 
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但 是 ,如 果 我 们 将 T* 和 联接 4,5 4, 的 轨道 f(a(6)) 比较 ， 
由 于 a> a(6)， 当 6 由 = 一 6% 递减 到 一 x 一 名 时 ,根据 Cc) h 
的 引 理 的 情形 (1),T* EDE TOO) 的 上 方 , 且 根据 (622. 2 可 
以 推出 


(2x sin6))/a( 6) = |" 2(0)48 < |7 2*(6)40 = (2x sin0,)/a, 


由 此 可 知 a< eal), SRR. 

Co) 数值 (0) 称 为 关于 方程 (6.2.8) 的 临界 值 ， 

我 们 有 如 下 的 定理 : 

定理 . (F. Tricomi), a TELE AI Oo, 0 < Oo < 2/2 (或 者 
0 <= 8 < 1), 对 应 着 唯一 的 临界 什 Dio, 使 得 对 于 0 一 a < 


Cal a ~ (8) 时 ， ,连接 点 对 … 3 A dos Agg Ai Ai, A 
PELETE E R D ISO z = Z(0), 它们 以 ee > Al As, 
… 为 顶点 . | 
在 $2.8 里 ,我 们 要 给 出 关于 aC) 的 不 等 式 ， 在 52.9 ths 将 介 
绍 M. Urabe 的 某 些 近期 的 结果 ， | 


6. 0, = 2/208 = 1) 的 情形 
O 在 这 种 情形 ,系统 (6.22) 可 号 记 
6 一 z, ZZ] — sin? — az, (6.2:20) 


在 $2.3(a) 中 所 考虑 的 点 4% 和 B, AIA 
C, = (C4k + 1)x/2, 0), k =0, + 1,°*- 
ATTAR (6.2.20) 的 轨 线 的 性 态 , 作 平移 0 = (4k + 1)2/2 
+, CE (6.2.20) 化 成 系统 - 


站 一 zs z= 1— cosy — az, 
且 把 Ci 映射 到 原点 . 
利用 仿 射 变换 
x "m=z, y=zt+tan(a>0), (6.2.21) 
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并 把 自 变量 由 : Fap — at, (6.2.20) 就 化 成 | 
2..iV)y_-x 2 _.ay_x p 
t= x — sin rai >= =. (6.2.22) 
它 是 在 第 五 章 研究 过 的 形 如 (5.4.4) 的 系统 ,其 中 
f(x, y) = g(x, y) = — 2a™sin?[ (y — x)/2a]. (6.2.23) 
从 第 五 章 的 定理 23 ,我 们 可 以 确定 原点 关于 (6.222) 的 性 态 。 
引用 第 五 章 $ 4.1 的 记号 , 曲线 Jo 的 方程 为 ax 一 2sin’[(y 一 
*)/22], 由 此 可 知 x 之 0， 而 的 方程 变 为 


y= È AUSEL TRU {1 + 27MIg 39/2 十 dii 111 ax Lili 31} atx? + 小 
2112 411 27 


因此 ,对 于 充分 小 的 x, 曲线 Jo 近似 于 抛物 线 y 一 2x, 

第 五 章 定理 23 的 函数 pC, y) = Ce + 1)/g 的 符号 与 

2 sin*?[(y 一 x)/2a] — ax E 

的 符号 一 致 ;因此 , 47 由 负 值 递 增 为 正 值 时 ，z(z*，, 7) 由 正 值 递 
RAT. HARB (6.2.22) 在 原点 附近 的 性 态 为 :存在 陋 条 ( 孤 
立 的 ) 趋 向 原点 的 轨 线 T 和 T- 它 们 分 别 与 x 轴 的 正 半 轴 和 负 半 
轴 相 切 ， 且 在 第 一 象限 内 存在 一 条 (孤立 ) 轨 线 T,、 它 趋向 原点 而 
与 正 ? 半 轴 相 切 ,最 后 ,在 半 平 面 y < 0 内， 所 有 雪线 都 趋向 原点 ， 
而 与 负 ? ERD. 

因此 ,原点 旦 通 结 点 的 状态 , 且 由 于 变换 (6.2.21) 分 别 把 正 * 
FAME > 半 轴 映射 为 9，* 平面 的 第 二 象限 中 的 射线 z= — 2/0 
和 正 n 半 轴 , 轨 线 在 点 Cx 的 邻近 的 性 态 如 图 99 所 示 . 


rn | na 
(CÈ i aa E d 
rà | — 
Li 
{0<0;2=1} 


! 2:10-(x+n9/2]/0 
图 99 
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(b) 用 类 似 于 54 25 中 对 于 0 二 8 < 1 的 情形 所 进行 的 研究 ， 
可 以 证 明 临界 值 a(x/2) 的 存在 性 ， 在 $2 2.9 中 我 们 将 看 到 ,M。 Urabe 
确定 此 数值 为 1.193. 

(c) 在 上 述 分 析 中 , 我 们 假设 a>0. 然而 ， SERS 4 ROS 
果 也 可 以 应 用 于 a 一 0(8 1) 的 情形 ,这 时 , 轨 线 如 图 100 所 示 
(参照 A. A. Andronov-C.E. Chaikin [1], Æ 291 T). 这 种 情形 
RA. 


tard ,9:1) 
图 100 


7.0 < 0, 二 x/2(a > 0,0 二 PB 二 1 时 的 轨 线 


现在 我 们 要 叙述 L. Amerio [1] 关于 方程 
2 | 


A == (sin Oo 一 sinô — az)/z (6.2.8) 
的 解 的 性 态 的 某 些 结果 . 

(a) 首先 证 明 , 当 :一 十 吕 NAR Bi 都 是 稳定 的 . 

设 z 一 sx(9) 为 (6.2.8) 的 一 个 解 ， 如果 gp(9) 为 (6.2.13) 所 
TE SZ ABB BK» ll | | 
d[2?/2 + p(6))]/d0 = — az, (6.2.24) 
因此 dl 27/2 + p(0)]/d: 一 一 az2， 这 就 证 明了 :, 当 a> 0 ie 
增加 时 ，z2/2 + pCO) Et ERD, 

现在 ,如 果 我 们 考虑 (6.2.12) 所 定义 的 曲线 族 Lo 在 a 一 0 的 
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情形 ,它们 是 围绕 B。 的 环 族 ( 柱 面 上 的 第 一 类 环 ), 当 = 增加 时 , 它 
们 疝 外 展开 , 且 被 82.4 中 所 定义 的 昌 线 二 所 包围 .我 们 可 以 断言 ， 
如 果 系 统 (6.2.2) 的 轨 线 有 一 点 属于 由 l 所 包 图 的 区 并 To AR 
Ax, BU è 增加 时 , 它 将 总 是 保持 在 To BOA Eit, R BLÄ Ba) 
是 稳定 的 . 
- 由 于 RY 在 4 的 斜率 而 为 一 a/2 + Ce/ + cos), 

0<m< V cos, HIS RX 有 属于 To 内 部 的 点 ， vide rie 
个 地 保持 在 上 的 内 部 (图 101). ue 


(Ota, 08) 


(b) 如 果 将 轨 线 Ro RRM z = go(0, a), 曲线 Si 表示 为 
x 一 (0, a)， 则 在 半 平 面 x >0 EEE gO, a) RICO, a) 都 
在 9€ [一 x 一 OH, x 一 6) 上 有 定义 的 那 一 部 份 中 ; 当 0 所 a 之 a 
(6) 了 时， 有 go(0, a)>fi(0, a); go, «(00)) = ACE a(0)) 
(5 2.5, (4), 而 当 «> aC) 时 ,有 gO, a) <f.(0, a). 所 以 ， 
在 Ro 和 S, 的 属于 [x — Oos x — 4] ] 的 公共 定义 区 间 上 ， ma 
a< alb), Sı 就 在 Ko 的 下 方 ; 如 果 a o(H), Ro aS SHE 
如 果 a> að), RRE S 的 下 方 . 

HR, RIE a< al) 情形 时 的 轨 线 . 

当 9 从 x 一 0 递减 到 时 ， S, 的 级 坐标 递增 ， 且 S, 穿 过 直 
线 9 一 0 让 : BRIS, 观察 。 由 于 5, 在 开始 时 是 在 在 之 
外 , 它 就 一 直 保 持 在 区 域 Te 之 外 , 且 在 横 坐 标 为 一 Fr 一 0 与 6 之 
间 的 9。 的 点 穿 过 O BH. 继续 让 : 递减 并 观察 5,, 我 们 将 发 现 它 是 
在 中 与 字 之 间 的 一 个 弧 : 当 8 一 十 oo 了 时, 它 的 纵 坐 标 一 一 o 
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图 101 


(图 102). | 
Cc) 设 a< alb), E z= Z(0) 为 对 应 于 o 的 周期 解 ， 因 
为 ,如 果 轨 线 在 某 点 的 纵 坐 标 之 (8 + 1)/a, MA 9 一 一 co 时 ， 
其 纵 坐 标 将 趋 于 十 co ,所 以 周期 解 的 纵 坐 标 为 正 , 且 小 于 (8 + 1)/ 
ma。 因此 ,周期 解 满足 不 等 式 
0 = 2(0) = (8 + 1)/a. (6.2,25) 

其 次 ， 我 们 来 研究 这 样 的 解 z = 2(0) 的 性 态 ， 它 们 在 9 的 
茶 个 值 满足 2(0)> Z(9)， 因 而 对 于 所 有 的 9 都 满足 这 个 不 等 
A. RITA 


a z(s)ds > [20% = 2y Sin Oo Oo 
C frd . ae | - a | 
{EJA (6.2.24) RI (6.2.13), 我 们 得 到 | 
> 20 + 2r) 一 = 2°10) = 2x sinh — a | Ca < 0. 
由 于 2(0) 和 2(0+ 22) BIEN, HA s(0)>z(0+22), A 
it, k—>+ o Rf, limz(0 十 2kz) 存在 有 限 极 限 . 
对 于 男 定 的 9 和 任意 的 e>0, FE 加， 使 得 对 于 k> k, 
我 们 有 sa 
0< = 2(6 + 2kn) 一 + 2X0 + 2(k + 1a) <6, 


因此 ， 


Otk +i) 
Oca | z(s)ds — 2x sinO, < €, 
DI 
0+2k-t1)x 
ocaf [2(s) — Z(s) lds <e. 
tiky 


又 由 于 zs) 一 Z(5) > 0, KA 

errate tt La) — Z¢s)] < e/ar (k > ho), 
也 就 是 说 , 解 (0) 渐 近 地 趋 于 Z(0) (参看 F.Tricomi [1], p.13— 
14). 注意 到 , 如 果 4 表示 ZO) 在 一 个 周期 内 的 最 小 值 ， 则 46/ 
di = 2(6)> Z(0) 宇 h 0, 因 此 , 4 :—> + œf, iml) = 
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+ 00, 5 
(d) 现在 , 我 们 来 证 明 (参看 L. Amerio [1], p.88—90): 在 
z= ZO) 的 下 方 , 存 在 其 它 的 区 域 ,通过 这 些 区 域 中 的 点 的 轨 线 ， 
渐 近 地 趋 近 于 z= 206). Xit, RANEH: Z(0) 可 以 由 go(9) 
在 66e [一 zx 一 2，r 一 0] 上 的 值 来 计算 ， 即 证 明 : ERRE 
整数 列 ， 则 当 一 十 co 时 ，limgo(9 十 2kz) 一 Z(9) XH OE 
[a 一 Dr 一 0] 一致 成 立 . | 

| 事实 上 ， go(9) 对 所 有 0 之 一 x 一 ð, 都 有 定义 , 且 Z(0)> 
go(0) (0 S —zx — 0). 因此, 若 把 6 换 成 6 十 24z， 就 可 以 得 到 
Z(0) > go(0 + 2kx Ck = 0,1, °+-), 由 于 g:(0) 《由 点 (a 一 
Oss 0) 出 发 ) 可 以 由 go(9) 沿 6 轴 平 移 2x Msi, 我 们 有 gC 9) < < 
go(0 + 2x), 一般 地 有 
0 < gO) < gO + 2m) <--> < gO + ke) <--> <2), 
所 以 ， 

È dim i g(0 + 2ke) = 3(0) < Z(0) (6.2.26) 
在 每 一 个 有 限 区 间 上 一 致 成 立 ， 且 可 知 z(0) 连续 . SÙ 2(8) i 
FELL 2x 为 局 期 的 周期 函数 .事实 上 ， | 

z(0 + 2x) = Jim go(9 + 2r + 2ke) 
一 im g8 + 2(k + 1)x) = 2(0). 
我 们 还 可 以 推出 ， 对 于 6€[ 一 zs 一, ar - dl, gl) 一 
go(0 + 2ke), gO) > <--> g_.(0)>v>0, » 为 常数 ,因此 
rom 一 al < L, (6.2.27) 
其 中 工 为 一 不 依赖 于 & 的 常数 。 oo, 
Æ (6.2.8) HR z = g0), HA 一 x 一 9, 到 6 积分 ,得 到 
g-x(0) 一 g-(—z — 08) + | [me — a| dp, 
再 根据 (6.2.26) RI (6.2.27), Rt kK> +0 取 极 限 , 得 到 
sin Oo sin . 
z(0) = #(— a- 0) + | [Meie — a| dọ. 
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所 以 ,函数 z(6) 满足 微分 方程 (6.2.8)， 它 以 2x 为 周期 ， 且 因为 
只 有 唯一 的 局 期 解 , 故 10) 与 Z0) 完全 相同 . 

综 上 记述, 我们 得 出 结论 , WR 0 二 a 二 (9o)， 轨 线 的 性 态 
如 图 102 Bras. 


(Ocah) O gl) 


BI 102 


(©) 现在 来 求 (6.2.1) 的 周期 解 的 渐 近 表达 式 ， 在 (6.2.1 中 


p= sind, 


Hi (6.2.2), 我 们 有 
= | _do_ 
. t | Ze) (6.2.28) 
且 如 果 | 
ax dp = 
| I, Zp) 
WA | 
2kx+8 dp ms Lo a a. . 
(Ai Tto Km 0, 1 0), 


因此 ,由 (6.2.28) 求 得 的 反 函 数 6 = OC), 当 : 增加 ww 时 , 它 增 加 
2x, 而 函数 2xt/w 也 有 这 相同 的 性 质 , PUA ots) — 2xt/w 以 ww 
为 周期 , 故 可 记 为 | 
| OCE) = p(t) + 22072, (6.2.29) 
其 中 pG) 表示 一 个 满足 p(0) = 0 MU © % BR. 
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(£) Æ a= a0) 的 情形 ， 对 于 6e[i 一 * 一 gx 一 960] 有 
g0(0) = ACP REE 7 20 中 由 直线 0 = —x 一 0, 和 0 一 
x 一 0 之 间 的 带 形 里 ，R。 与 5 EA. 

轨 线 的 性 态 与 〈d) 中 所 讨论 过 的 a 二 a0.) 的 情形 十 分 相 
似 ,只 是 ,现在 在 $2.5 Cg) 的 伪 周 期 解 的 下 访 不 存在 渐 近 于 它 的 轨 
(E 103). 


Le 
(a 


(Ocse); 0641) 


图 103. 


(g) 最 后 , 设 a>a(0,), 我 们 注意 到 ,5, 在 一 co <6 < 2-8, 
上 的 方程 为 > 一 站 6)， 当 8 一 一 co 时 ,有 lim f(0)= +00, B 
- 然 , 4O<x—O HM, fi(0)>0; BAM 9 一 一 mM, A A 
LF. 则 大 6) ACO 一 22) <---> << 7,6 — ka) <<. 4 
Q(0) = lim fi(0 一 2kr) (k> 00), OC) 是 有 界 的 且 O(— 一 
O) = Ox—6), Rd) 一 样 , 在 [一 = 一 bo， x 一 9,] E A 
O) < fO) < +++ 一 大 (9) 天 … <,34 k->00 Hf, lim f(O) = 
QUO), UR a 

sin0, — sin bu. 

fa (0) —h,(—2 — 0) = | leo 一 al dp, 

= k —> +0 时 , 取 极 限 就 得 到 
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T FAN y — _ (? sin0, 一 sin _ 
00) — oa 0) =| ta 
因此 A(0) 应 该 是 (6.2.8) AAR, (EX REY AT 
LR. 
我 们 已 经 证 实 ，5。, St M So S 以 及 40, 4, 构 成 了 一 个 斜 的 
带 形 区 域 的 边界 。 当 :一 十 co 时 ,经 过 这 带 域内 点 的 轨 线 上 的 动 
点 ,将 趋 近 于 点 Bo( 图 104) 


一 工 一 Do 


(0< 0(8,)<2,0<f<1) 


图 104 


《hb) 根据 上 述 事实 ,可 以 推出 ,如 果 在 区 间 (一 x 一 Oy, 一 0.) 
内 (9) 不 等 于 零 , 方 程 (6.2.8) 就 没有 周期 解 , 反 过 来 也 对 . 
O G) 我 们 看 到 , E $2.3, $2.4, $2.5, $2.7 中 , 在 6 二 0 的 假设 
下 所 建立 的 结果 ,即使 是 对 于 A = 0, 也 仍然 成 立 ， 


8. 关于 临界 值 a(0,) 的 不 等 式 


(a) 在 方程 (6.2.8) 中 按照 如 下 的 关系 : 
a= ( sin0,)/n(n> 0), E = x — 8, — 8, (6.2.30) 
把 参数 a HR n, 把 自 变量 9 HRE, 就 得 到 方程 
F(E, z, de/dE) = zdz/dé — z( sin6,)/n 
=- — sin(@, +5) + sindg=0, ~~ (6.2.31) 
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区 间 [一 x 一 bo r 一 0] 变换 成 [0，2z]， 但 区 闻 方 向 却 是 由 
2x 变 到 0. 
我 们 只 研究 半 平 面 xz > 0 上 的 轨 线 , 令 


um 27, (6.2.32) 

我 们 就 得 到 x 的 方程 | 
du/d& —2/u ((sin0,)/n — 2[ sin (0, + E) + sind.) = 0. 
(6.2.33) 


(b) 下 面 证 明 一 个 比较 引 理 (参看 C. Bohm [1], p.348). iu 
=u(E) 为 定义 在 区 间 [a, a 十 5]( 或 者 [a — b, a]), b> 0, 上 的 
函数 ， 连 同 其 一 阶 导数 都 连续 ， 且 满足 方程 (6.2.33) 以 及 条 件 
ula) > 0; ulë) > 0,%f a <E Sla +3); [对 a—b E58 a. 

现在 设 v 一 v($) 为 和 w 定义 在 相同 区 闻 上 的 另 一 个 函数 ,也 
连同 其 一 阶 导数 都 连续 ,并 满足 条 件 vla) > 0; oE) > 0, H a< 
È <a + bj [Ijab SE < a], URREA 

de/di — 24/ v (sin,)/n — 21 sin (0s + E) — sind.) < 0. 
| (6.2.34) 
最 后 ,假设 
ula) = v(a). (6.2.35) 
”由 (6.2.34) 减 去 (6.2.33)， 就 得 到 dle — u)/dE SUN — 
Ne) sin0,)/n. DE ma +1, 假 设 存在 me (0, b1, E olat 
w) > ulat n). DIN a 十 加 左边 第 一 个 使 得 oC3) — ula) 的 
点 ;如 果 4>a; WA Ee (7-+ 8, a + i] (e > 0) 时 ,有 
dlog (v — u)/de <2(/ v + of usin.) /ny HEC +68, 
a+) 上 积分 ,就 得 到 | | 
0< vlati) — ulat) S ue + £) 


— ula + e)]| 


ati 


as Sv +y u ra 
& s 一 0, 取 极 限 就 得 到 v(a Ftd 一 uw(a te) <0, KG 
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(a+ n)>ula + n) 的 假设 矛盾 。 现 在 ,如 果 a — a Kula)= 
v(a) > 0， 同 样 的 推理 仍 成 立 。 又 如 果 a= ajf uCa) = (a) 
0, 这 还 是 成 立 的 。 这 是 因为 xs) M oE) 在 点 可 微 , 而 积分 
atts dé . 
| \ fv + 

Wee. | | 
因此 , 当 E= a +1, 0<t<b I; oE) <u(8), 类 似 地 ， 
4 Ema -t,0<1<b, hf, (5) pad). 而 且 , 由 于 “一 zx， 
如 果 令 v = y, WUERT FISE. 

SIM. 如 果 在 [2,4 +b] 或 [a — b, a] (6>0) FAK 
2(§) 5 yG) 连同 其 一 阶 导数 是 连续 的 , 且 满 足 条 件 


z(a) = y(a); (E) > 0, vy(8)> 0, =gtr,0<1<4, 
| (6.2.36) 

z(a) = y(a); (E) > 0, y(5) > 0, Ema—t,0<t ab; 
(6.2.36) 


男 外 ,如 果 对 于 申 (6.2.31) 所 定义 的 ， 
F(E, z, dz/d) = 0, FCG, y, dy/dE) S0, (6.2.37), 
则 
2(E) > y(5), Emgti0<tot<Zdb, (6.2.38) 
2(E) <y(5), Ematt,0<£<Sb. (6.2.38) 
HR HAE (6.2.37), RIA 
ECE, 2, dz/dE) = 0, F(E, y, dy/d5E) >0, (6.2.39) 
TEATRALI TE, M 
z(E) <y@), Emagati,O<r<b, (6.2.40) 
(E) >E), Ema—t,0<t<b, (6.2.40) 
(c) 如 果 y= 2sin(5/2), W i 


= F(E, y, dy/dE) = [C1 — cos) cos(&/2) 
| + sind, sin (§/2) 一 ( sin0,)/n] sin (E/2). 
对 每 一 5， 有 
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max [(1 一 cos@;)cos(€/2) + sin@)sin (E/2)] 
. = [(1 — cos@,)? + sin?0,]!/? = 2 sin (00/2). 
所 以 , 当 EE (0,27) 时, 如果 2 sin (0,/2) S ( sinO,)/», BI 
n cos(0,/2), | (6.2.41) 
有 F(E, y, dy/d&) <0, | | 

假设 这 个 关系 已 经 证 实 , 并 来 研究 分 界线 CE) — fa 一 0 一 
E). W C0) 一 y(0) = 0, 且 当 EE(0,22 — e)k} (0< 8 < 
2x), A yE) > 0, 

Ail FA A WE BAY 5 | BL, FA (6.2. 40) 可 以 推出 ,对 每 一 个 e 0< 
G@<2n), 4 EEO, 2e— e] hf, zC) > y), 由 此 得 知 z 一 
1.(0) 在 (一 x — bos x 一 0) 内 没有 零点 ， Ast, DEE (6.2.8) 没有 
局 期 解 ($ 2.7(h)). | 

-由 于 从 (6.2.30) 的 第 一 式 可 以 推出 a = (sin0)/n> aa 
car (00/2) 一 2 sin (0o/2)， 我 们 就 证 明了 ,如 果 


a > 2 sin(0:/2), (6.2.42) 
PE (6 2.8) 就 没有 周期 解 , 所 以 ,临界 亿 的 上 界 为 l 
a(0,) S 2 sin (6,/2), a, (6.2.43) 


@ 现在 来 确定 al(0) 的 下 界 . 

半 和 平面 zx 之 0 上 由 点 点 一 0 出 发 的 分 界线 (5)=f(a 一 9 一 
E), 4 E [= 0 时 的 斜 认 的 值 为 《sin66)/2% + {[Csin0.)/(21) P+ 
cosh}? == p > 0, 我 们 希望 证 明 :， 如 果 z= ZE) 是 (6.2.8) 的 
对 应 于 a a(0) 的 伪 局 期 解 (满足 条 件 Z(0) 一 Zo(2z) = 0, 
当 0 二 5 二 2x 时 Z(E) > 0), 则 对 于 O <E<x_ 26 有 
Z'(E) <p. 

XE (6.2.31) 中 把 de/dé 写成 p， 我 们 看 到 ， 如 果 


_ Sn HE) — sinfe, ji _ 
zı = (sia0)/7 o 4 [ sin(0,+é) 一 sind], 

- (6.2.44) 
其 中 At == p — (sin0)/n>0, WHE FG, zo p) 一 0 得 到 满 
ke. | o 
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Bru, 7 

FCE, Zis dz,/&) = z,{ A cos (Oo + E) 一 ( sin0,)/n ~ A`], 
AP Y4YO<E<xe—26,K,2,>0, H 

A cos (0a + E) — ( sin0)/n — Am 
< A cos, — (sin8))/y — A 
= — ALA? + A sin0,)/n — cos] = 05. 

可 以 推出 | | se 
FCE, zı, dz,/dE) <0. (6.2.45), 

由 于 Zo(0) = 2,00) = 0, MRS ZE) Mz) 比较 ， 并 利 
用 引 理 的 (6.2.38), 就 得 到 

ZE) > z). (6. 2. 46). 

正 防 型 曲线 (6.2.44) 76 0 SE <a — 20, 上 的 一 段 , 和 #8: 轴 的 
一 部 分 , 围 成 了 属于 带 形 $ 二 0, E 一 x 一 20, 中 的 一 个 有 界 区 域 ， 
其 中 5 二 p, 如果 FC 2,2) 一 0。 由 此 可 证 , 沿 轨 线 Zo(5) 有 
_ VO0<4Z/dE < a/2 + (23/4 + coso), 0 SF Sa — 20. 

所 以 ,对 应 于 a0.) 的 伪 周 期 解 ZE 完全 包含 在 一 个 直角 
三 角形 之 中 ， 这 个 三 角形 的 底 边 为 点 (0, 0) 5 Qr, 0) 的 联 线 ， 
(27, 0) 为 直角 的 顶点 ， 底 上 锐角 : MERITI @/2 +. (0/4 + 
cos0,)"?, Hit. | 

| Zo(8)4as 一 > (22)?(a(O,)/2'+ [2(0,)/4 + cosh) 


FH (6.2.6), 有 | | 
sin0o < ma(0)(a(0,)/2 + [a?(6,)/4 + cos0,1!?}, 
由 此 得 到 所 求 的 下 界 ( 参 看 F. Tricomi. [1], p.13) 


_ sin? Oy < &(@ 6.2.47 
a[wcosO, + sin0o] © (00). ( ) 


O W. D. Hayes[1] KS a(00) 的 一 个 更 好 的 下 界 : 
[ (3cos?@, + 1)” 一 2cosg] S a8). (6.2.48) 


9.M. Urabe 计算 a(0,) 的 方法 
下 面 我 们 描述 一 下 M. Urabe[1],[2] 的 计算 :we(6。) 的 解析 方 
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法 . 
PR a(9,) 为 O, 的 递增 函数 ， 如 果 令 0 一 一 rz 一 0 一 0 且 
把 6, 改 记 为 6， 则 轨 线 的 方程 (6.2.8) 变 成 | 
zdz/d0O = — az + sinO, + sin(0—- 9) (6.2.49) 
由 点 9 = 0 出 发 的 两 条 分 界线 的 方程 可 以 记 为 2 = (0, a, 
0), 这 些 函 数 对 三 个 变量 都 是 解析 的 . 令 z 一 ci0 十 0044 
ca0" + …-， 代 人 《6.2.49)， 并 比较 等 式 两 端 对 应 项 系数 ,立即 得 
到 
cı = 一 wa/2 土 (o/4 + cos 00) , 
cı ™ (a + 3c1) 1( sin8,)/2, | 
c3 m (a + 4¢,)7(— 2c} — (cos0,)/6), 
c, = (a + 56) — See; — (sin @,)/24), | 
es = (a + 6c.)(— 6ce, 一 3c — ( cos8,)/120), 
Ce Ca + 7c) — 7cics — 70304 + ( sin0,)/720),-- 
.由 于 对 应 于 ci 的 正 值 分 界线 在 2x :也 有 一 个 零点 ， 这 就 有 可 
能 计算 a(0,). M. Urabe 给 出 了 如 下 的 数值 表 : a 
6: 0,° 02, 04, . 0.6, ‘08, 1, 
~ Oy. 12, 24, 1571=xn/2, | | 
a(6.): 0.000, 0.157, 0.313, 0.469, 0.623, 0.774, 
a(0.): 0.924, 1.071, 1.193, | | 


§ 3. 张弛 振荡 的 van der Pol TERI Liénard HE 
1. 预备 知识 o | 


(a) H. Cartan 和 E. Cartan[1] 在 一 个 无 线 电 技术 问 是 中研 
究 了 方程 

Ldi/dt + [r — bi) ]di/d: + i/C = 0, (6.3.1) 

的 周期 解 存在 性 的 一 般 问题 ， 其 中 Ly, C 分 别 表示 一 个 电路 中 

的 电感 ,电阻 和 电容 ; i 为 电流 强度 ; + 为 时 间 ; 00) 为 i 的 函数 ， 

它 的 因 次 与 电阻 相同 ， 且 设 其 为 i 的 递减 的 偶 沙 数 ，y(0) > +， 
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lim pCi) = 0. 
© B. van der Pol 在 一 个 电学 问题 中 导出 了 方程 
Et Ax? —l)t +e —0, (6.3.2) 
其 中 4 为 一 常数 ,而 * 与 电流 强度 成 正比 (参看 B. vander Pol [1], 
[2]). 
方程 (6.3.1) #1 (6.3.2) 都 属于 Liénard ([1], (2) 方程 
二 w+ ax = 0 (6.3.3) 
的 类 型 ,其 中 f(x) 对 所 有 有 限 的 * 都 连续 , OHKT 0 的 常数 . 
方程 (6.3.2) 和 (6.3.3) 通常 分 别称 为 van der Pol 方程 和 Lién- 
ard 方程 . 


(b) MRS | | 
F(x) 一 | #(s)ds, (6.3.4) 
RHE (6.3.3) 就 等 价 于 系统 | a 
t= oly — FC], 9 = — wr, (6.3.5) 


x,y 平面 称 为 Liénard 平面 ,曲线 y = F(x) 称 为 关于 (6; 3.3) 的 
基本 曲线 (参看 J. Haag {1], p. 36). 

如 果 假 设 Ax) 对 所 有 有 限 的 x SA, FO) 在 每 一 个 有 限 区 
间 上 将 一 致 满足 Lipschita RH, Mi) (6.3.3) 的 每 一 个 解 唯一 地 由 
初 值 条 件 


x(t) = xo, #4) = ty (6.3.6) 
所 确定 . 
如 果 略 去 f(x) 有 界 的 假设 ,可 以 证 明 , 如 果 存 在 常数 A, 使 得 
当 la]>A>0H f(x) 二 0， (6.3.7) 
则 上 面 提 到 的 解 对 所 有 有 限 x 都 存在 . 
如 果 在 (6.3.7) 之 外 ,还 假设 存在 6 > 0 R> 0, 使 得 
Hin) < —4 <0, Wilal <83, (6.3.8) 


则 当 :一 十 co 时 ， x(t), i) 无 数 次 等 于 零 , 或 者 说 成 是 振荡 的 。 


WR 1, 为 一 个 解 的 相 邻 两 零点 ， 可 以 推出 不 等 式 (参看 
D. Graffi [1], pp. 83—84) 
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[2° e|>a/o. . (6.3.9) 
fe x, y (Liénard) 平面 上 , 轨 线 满足 方程 
dy/dx = —x/[y — F(x)]; (6.3.10) 
它 关 于 *=7=0 〈 唯 一 的 有 限 奇 点 ) 的 简化 方程 为 dy/dx 一 
—x/[y 一 1(0)x]， 所 以 (参看 第 五 章 ,$2), 4 | 万 0)| > 2 时 , R 
点 是 不 稳定 结 点 ,而 当 HO) <2 时 ,原点 为 不 稳定 焦点 ;还 有 如 
R | 本 0)| = 2, (0, 0) 为 当 #t 一 一 0 时 的 吸引 点 . 
MRS 7 = ou, WE x, u HEHE, (6.3.3) 的 轨 线 的 方程 
du/dx = — f(x) — n/u. (6.3.11) 
这 方程 有 9 唯一 奇 点 , 即 原点 x 一 ww 一 0， 而 假设 (6.3.7) 和 (6.3.8) 
则 保证 了 除 可 能 有 的 环 之 外 ， 每 条 轨 线 都 形 如 按 顺 时 针 方 向 盘旋 
的 螺旋 线 。 


2. Liénard 方程 周期 解 的 存在 性 


(a) (6.3.3) FERIA ES TERR) SUF Liénard 
平面 或 相 平 面 上 存在 环 . 多 于 证 明 下 面 的 定理 (参看 ， G. Sansone 
13). 

定理 .如 果 f(%) 对 所 有 有 限 的 < 连续 ， abe Tae: * 
E -1 <0, b > 0 使 得 
i j 当 Sa < xz < 61 时 ， f(x) < 0; 

当 *<5 x >, fa) > 0 (6.3:12) 
TO) = fa) 一 0], ae 


sees rp <0, (6.3.13) 

Œ) KETONE, AAA, (参看 G. Sansone 
[4]): 

GE BIS) 对 所 有 有 限 * 连续 ， 且 满足 (63.42)， 又 申 


(6. 3.4) 定义 的 函数 F(x) 和 由 
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|F(8,) + F(8_.) =N ` (6.3.14) 
所 定义 的 Y， 至 少 满足 下 列 条 件 之 一 : 
01) 存在 Xo > O15 使 得 
4 Nan + 4N [E Ca) — FC) (6.3.15.1) 
(2) 存在 t< 5-:， 使 得 
4N|xo| HAN LIF) — F(8-,)P;3 (6.3.15.2) 
(3) lim F(x) = +00, (6.3.15.3) 


(4) dim [F(x)| = +00, (6.3.15.4) 
则 (6.3.3) 至 少 有 一 个 周期 解 ( 非 零 解 ). 


为 了 证 明 这 个 定理 ， & è == min (is [GRADE HE (6.3.3) 
的 由 初 值 条 件 


rlt) = x), lt) = 0, 4 > 0 (6.3.16) 

所 确定 的 解 ,其 中 
0< x(t) <8, (6.3.17) 
WRI rle) Æ r = lh) 之 后 的 第 一 个 最 大 值 记 为 +;,， 则 有 
| xo < xa. (6.3.18.1) 


另 一 方面 ， 如 果 ro WE n> 54 (ro <), 以 及 AN + 
4Nxo S [ F (x0)— F (81) ]}? (4 N°+4 N| žo] S [F (Cs) — FG-)P), 
RA WR TF x > 0Cr <0), HAEA Oa) ER 

A(z) — 2N) > 6,, VI — PIRO — 2N)) — FONN, 
[Ax + 2N) < 644, /1—-23{— FG +2N)) 
+ F(6_,)} > 2N], 
则 ,如 果 x, 表示 满足 初始 条 件 (6.3.16) RIRE rC) 在 x。 一 x(t) 之 
后 的 第 一 个 最 大 值 ,就 应 有 

o zo > x (6.3.18.2) 

由 于 x, 是 x 的 连续 函数 ,由 〈6.3.18.1) RI (6.3.18.2), FE t 
的 不 相同 的 二 值 > to, 使 得 xe 一 x(t) 一 2( 方 )， 去 (fo) = #1) = 
0, PILA (6.3.3) 至 少 存 一 个 ( 非 零 解 ) 周 期 解 | 
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3. Liénard 方程 周期 解 的 唯一 性 的 充分 条 件 
(a) 保留 $ 3.2 (b) 中 的 假设 ,如 果 
— 8, = ĝis = (6.3.19) 
或 者 存在 A > 0, 使 得 F( 一 A) = FCA) = 0, 则 '(6.3.3) 的 (不 恒 
等 于 零 的 周期 解 是 唯一 的 ,这 相当 于 轨 线 的 微分 方程 在 Liénard 平 
面 内 有 唯一 的 环 ,或 者 方程 (6.3.11) 在 相 平 面 内 有 唯一 的 环 . 

此 外 ,这 个 环 是 稳定 的 ， 而 所 有 其 它 的 轨 线 都 o- 渐 近 趋 癌 于 
这 个 环 . 

(参看 G. Sansone [4], 174—181 Td). 

注 。 对 于 自治 系统 , 当 = 一 .95 为 周期 解 时 ,对 任意 常数 c, 

p(t + c) 也 是 周期 解 。 所 以 , 此 处 以 及 在 其 它 关 于 自治 系统 的 周 
期 解 的 定理 中 ,对 于 周期 解 唯一 性 的 论断 ， 部 是 除开 对 时 间 平移 的 
意义 下 的 唯一 性 . 

(b) 我 们 还 有 如 下 的 存在 与 唯一 性 的 简单 的 准则 , CE G. 
Sansone 提出 的 ， 其 后 为 J. L. Massera 所 改进 的 (参看 G. Sansone 
[5], J. L. Massera [1]). Massera 把 Sansone 的 原始 叙述 中 的 条 
件 |fCx)| 一 2 取消 了 . | 

如 果 在 方程 

È ž + 0f(x)s + ox = 0 (6.3.3) 
H, o> 0 为 常数 ,f(x) 对 所 有 有 限 * 连续 , 且 满 足下 列 假设 : G) 
4 Sa < x <6,06_,<0,6,>0) HN, fe) < 0; Gi) 当天 65- 
x > dt, f(z) > 05 (ii) Ko) = (8) = 05 (iv) 当 x 由 一 oo 
变化 到 0 时, f(x) 为 非 增 ， 而 当 =* 由 0 变化 到 十 co 时 , f(x) 为 非 
减 , WI (6.3.3) 有 唯一 的 (不 恒 为 零 的 ) 周 期 解 ， 它 对 应 着 一 个 极限 
环 , 当 1 一 十 oo 时 ,所 有 其 它 的 轨 线 都 浙 近 趋 近 于 它 。  — 

由 于 F(t) = +00, F(—00) == —0o, § 3.2 (b) 的 定理 保 
证 (6.3.3) 至 少 存在 一 个 周期 解 . 

为 了 证 明 唯 一 性 ,只 要 证 明 方 程 

du/adx = — f(x) — x/u | (6.3.11) 
只 存在 一 个 环 。 A Ò 7 
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fee, u 相 平 面 中 ,如 果 考 虑 *, u 轴 之 外 的 由 原点 出 发 而 移 向 
无 穷 远 的 射线 (图 105)， 由 于 比 一 x/4 保持 为 常数 ， 一 f(x) 不 断 
增加 ,所 以 ,向 量 场 (2, å) 
EP 点 的 方向 , 当 P 由 0 ` 
移 向 无 穷 远 时 ， 或 者 保持 
不 动 ， 或 者 按 顺 时 针 方 向 
旋转 . 

现在 , 首先 假设 1(*) 
是 严格 增加 的 ， 且 设 工 为 
(6.3.11) 的 一 个 环 , 而 Tx 
是 TT 经 过 相似 化 为 《>>0 
的 相似 变换 所 得 到 的 闭 曲 
R. 由 于 方向 场 (6.3.11) | 
5&T#Y), 3Ufed, I ‘Selle? 
上 上 的 方向 场 当 k>1 时 ， 
指向 Th 的 内 部 ， 当 0 < 图 105 
& 一 工时 ,指向 外 部 ,因此 , 由 Ti 上 一 点 出 发 的 轨 线 , 将 整个 保持 
在 P 的 内 部 或 者 整个 地 在 外 部 ， 所 以 , 它 不 可 能 是 环 ， 

”然而 ,对 于 由 x 轴 或 * 轴 上 的 点 出 发 的 轨 线 ,这 个 性 质 必须 直 

接 验 证 。 因为 ， 在 这 些 点 处 分 别 有 du/de 一 十 co 及 du/dx = 0, 
为 此 ,我 们 考虑 这 样 的 事实 , 即 在 Th 上 动 点 的 坐标 Ce, wk) 满足 方 


程 + du /dx = — ux/fx/k) — x, 在 轨 线 上 的 点 的 坐标 满足 于 


上 本 本 
b Ts 


du/dx = 一 uf(x) — x. WRAL He. ARA P = (0, 4), 
u > 0, 如 果 在 * = 0 的 邻 域 (0, 5) 中 来 比较 这 两 个 方程 ， 由 于 
—uf(x/k) — x > —ufG) 一 x， 就 可 以 根据 比较 定理 (参看 最 后 
一 段 ) 推 出 在 (0, 5) 中 >u, 即 (6.3.11) 的 经 过 Po 的 轨 线 进入 
Tx. 

我 们 的 论证 即使 是 没有 f(x) 为 严格 单调 这 一 限制 ,也 仍然 成 
立 ， 如 果 不 然 , 在 f(x) 为 常数 的 区 间 内 ,过 Ti 上 一 点 的 轨 线 可 能 
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在 # 的 某 个 区 间 上 与 Ti FABER ARE k>! 
时 进入 Tr 而 在 二 1 时 离开 Th。 前 面 的 论述 用 到 了 如 下 的 定 
理 ( 参 看 G. Sansone [1], 94—95 TH). 

”定理 .假如 f(x, y), Fle. 9) ERB 


R: aSxrSata, ly BL <5 (1) 
PERL, HERES o 
Hx,y) < F(x,y). | = _ (2) 


WR yle), YA) 在 (a, a + 3) (0 =56 <= a) 上 可 微 ， 且 在 
| (a, a 十 5) 上 满足 方程 


yC) = f(x, y@)), YC) = F(x, Y@)) (3) 
及 初始 条 件 | n 
yla) = f, Y(a) =, (4) 
则 | | i | 

ye) 一 YQ), a<xSat È. (5) 
证 明 . 考虑 函数 z(x) 一 了 (x) 一 y(x), W ela) = 0,2 
Y(a)-y'(@) = F(a, #)—f(a, 8) > 0， 因 此 ,在 * = a AHN 
一 个 区 间 内 ,x(*) 为 正 的 递增 函数 .由 于 x(x) 在 (a, a+ 8) E 
连续 。 如 果 不 能 保持 在 a 二 x 二 a 十 85 上 s(x) >> 0， 则 存在 a, 
< 二 a 二 a 十 83, 使 得 x(@) 一 0, 并 在 (a, om) 上 有 x(x) > 0. 由 
此 可 以 推出 zo) = Ya.) 一 y'(a.) 一 F(a, Y(a,)) — fla, 
y(m)) <0. BE, KERTH, HG Ca) 一 0 又 可 以 推出 
¥(a,)=y(a.), 从 而 由 假设 可 得 F(a， Y(a)) — fla, y(a,))>0, 
上 述 证 明 在 假设 (2) 之 下 成 立 ， 但 是 如 果 在 P, 一 (a, p) 的 
SIRENE, 则 即使 f(a， f) = F(a, p8)， 这 结论 仍然 
R. 


4. Liénard 方程 的 周期 解 不 唯一 的 情形 


我 们 要 证 明 条 件 
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J(e) >00, Hr<8_,, a> 813 He) < <0, 4 6_4<2#<28,, 
7 (6.3.20) 
(ade = + 00 | 
不 足以 保证 方程 (6.3.3) 的 周期 解 唯一 . 
A. Liénard [1] 研究 过 (6.3.3) 有 多 于 一 个 极限 环 的 可 能 性 。 
我 们 在 这 里 给 出 G.F. D. Duff 和 N. Levinson[ 1] 所 举 的 一 个 例子 ， 
考虑 方程 
è + efli + r= D, (6.321) 
其 中 e 为 一 实 的 参数 ， 这 方程 等 价 于 系统 +=), p=—a— 
ef(x)y. 
如 果 变 换 成 极 坐 标 + 二 pcos9, y=p sind, RRS ER 
de _. gpf(pcos0) sin’ 
dð 1 十 ef(pcos0) sin 0 così” 
而 对 于 环 来 说 ，o(9) 是 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ， 当 。 一 0 时 ， 
(6.3.22) 的 解 就 是 圆 族 p = 常数 . 
现在 假设 f(x) 是 * 的 多 项 式 . 


| (6.3.22) 


(63-22) 的 满足 条 件 
po(0) =r (6.3.23) 
的 解 可 以 表 为 如 下 的 形式 : 
p = H(0,r,8)= H(0,r)+ eH,(0, r)te 270, r, €), 
(6.3.24) 


其 中 函数 > 在 一 2x <0 <0 F-REA, mlel 为 充分 小 。 由 
(6.3.24) A (6.3.23) 可 以 看 出 ,为 了 使 这 个 解 是 周期 的 ， 必 须 A, 
(22, r) 一 7， 而 且 还 应 有 


H,(22, r) =r (Kreos p) sin? pdp. 
如 果 令 
F*(r) =r | {Cr cos p )sin’ pdoe, (6.3.25) 


由 (6.3.24) 可 推出 
H(2x,r,e)-r= EF*(r) + er(2x, r, E). 
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mRNT + > 0, HQx,r,8)—-r AB, WERF 
(6.3.21) 的 x, y 相 平 面 上 ， 存 在 一 个 对 应 的 环 。 

Hr >0% F*(r) 一 0 WER, WITHA 8 > 0 及 
e>0, H(2n,r,8)—-r 在 一 r, 一 5 及 一 1 十 5 处 的 值 的 
符号 相反 由 于 Hl2x, rf, se) 一 > 为 > 的 连续 函数 ， 它 在 ro 一 人 
和 ro +o 之 间 的 某 个 > 值 处 等 于 零 。 O 

可 以 推出 , 如 果 F*(r) 有 三 个 实 的 正 单 根 ， 则 〈6.3.21) E» 
有 三 个 周期 解 . 

例如 , 取 

f(x) = Axs — At t A,x3 — Ao — Cx, 
其 中 Ao» Au Arr Az, C 都 是 常数 . 
FA (6.3.25), & 


2x 
n= |. cos 0 sin: 940 > 0 (k= 0,1, 2,3), 


并 利用 
2x 
| così sin? 040 = 0, 
0 


就 得 到 F*(r) 一 > (CDA, 各 果 把 常数 Ai 取得 满 


E A;l;==1, Agla= 14, Al, = 49, Aolo= 36, H) F*(r) 一 


rí? — 1)? — 4)(r3-9). 因而 FOC) 有 三 个 正 的 单 根 > 一 1， 
2,3. 


5. f(x) 有 第 一 类 间断 点 时 ， Liénard 方程 局 期 解 的 存在 定理 


(a) N. Minorsky ([1], 183 一 232 页 ) 对 于 一 类 依赖 于 一 个 充 
分 小 的 参 变量 的 非 线性 微分 方程 ， 给 出 了 一 个 求 周期 解 的 近似 方 
法 . 然而 ， 人 们 感 兴趣 的 是 要 给 出 一 个 对 周期 解 进行 数值 计算 的 
方法 ， a TIE ARIAT SILE. 这 一 节 和 下 一 
节 就 是 要 探讨 这 样 的 方法 . 
O 方程 
E+ of@)etarx=0 — (6.3.3) 
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中 He ABR f(x) 对 所 有 有 限 的 = 有 定义 ， 且 最 多 除去 有 限 个 


o< c, < ce. e < Ca X cere, lim cs ™ +035 (63.261) 
“<< * eL eaea O, lim <-。 一 —00 (6.3.26.2) 


的 可 数 多 个 第 一 RITA ZIA, f(x) 在 任何 TEREI EPEA 
的 . 
Rik TF HE R R 人 ,使 得 a 
f(x) > 0, x Jel >A>0. | (6.3.27) 
TET DES to 和 和 Los Lo» 在 三 叭 一 的 在 [20 十 oo ) 上 有 


set ë ù ò e 8 mw i > G ë g a © 
e e es ù> è tao 9 a # > 8#® oo ue t ese G 9 9% 
t ù è è 8 è : > @ 


o a 8 èso è» 


R JEGOR E DAIRA im f(x) 和 lim tes 


CHF +G) 0， 所 以 存在 了 的 邻 域 ,在 其 中 2G) PA ARIE, 
所 以 上 述 极 限 存在 ), 则 | 
(i — 0) + of(eG— EG) + 6 WE 一 0， (63.28.19 
E+ 0) + of (2G + Ma + dr) = 0. (6.3.28.2) 
最 后 ,如 条 x(t) = Gq. = +1, 42,°: DF 且 £7) = 0, 则 
EO) FEH 
| | 2) + ws(Z) 一 0, (6.3.28.3) 
如 果 f(x) 在 * 一 0 处 有 第 一 类 间断 点 ， 则 对 x). 可 求 出 类 
MIRE. 
为 了 证 明 这 个 定理 ， 首 先 看 到 ， 如 果 x(z) Æ (6.3.3) 的 满足 


定理 条 件 的 解 ,并 令 (4) 一 s/o + FG), FG) 一 | Kdz, W 


xe), y(t) 满足 方程 组 
t == 0[y F(x)], 9 = — ox, (6.3.29) 
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WR xC), ya) % (6.3.29) 的 满足 «G) = yG) = 0 的 解 ， 
HF F(x) 在 每 一 有 限 区 间 上 满足 Lipschitz HH, M eC) yG) 
在 它们 存在 的 区 域 上 恒 等 于 零 . 由 此 可 以 推出 ,如 果 (6.3.3) 的 解 
满足 定理 的 条 件 ,并 满足 条 件 xC?) = 40) ~ TE) 一 0， 
则 这 个 解 在 其 存在 的 整个 区 域 上 恒 等 于 0. g 

-为 了 完成 定理 的 证 明 , 只 须 重 复 $3.2 中 引用 的 Sansone 的 论文 
中 的 论证 并 稍 加 修改 就 可 以 了 (参看 G. Sansone[4]. n. 3). 

《c) MRRT (b) 中 所 列 假定 之 外 ， 存 在 使 (6.3.8) 成 立 的 
8 >0 及 1> 0， 则 根据 上 面 引 用 的 Sansone 的 同一 论文 (n.4) 中 
的 论证 ， 可 以 证 明 (b) 中 所 研究 的 (6.3.3) 的 解 ,在 Ls, +00) 上 全 
都 是 振动 的 . 7 

` Cd) § 3.2 (b) SEE CRA He IND ae 
述 如 下 : 

假定 F) 对 有 限 * 有 定义 ， 县 除开 在 点 列 (6.3.26.1) 及 
满足 (53.12), H 53.2 CD) 中 的 条 件 (1), Q), G), (4) 至少 有 
一 个 成 立 ， 则 (6. 3,3) fe (b) 中 所 考虑 的 解 中 : EDEL NR 


6. Liénard 方程 的 比较 定理 
假定 AG), ZON 对 所 有 有 限 x 有 定义 ， 且 者 满足 535% 


多， + wf (2,4, + wx, = 0, ‘(6.3.30.1) 

+ cof(x2)%, + wx, = 0 n (6.3.30.2) 
POETI E 

4 

Ri on, (6.3.31.1) 

各 一 wu, | l (6.3.31.2) 

RI (6.3.30.1) Al (6.3.30.2) 的 轨 线 的 方程 分 别 化 为 (参看 (6.3.11)) 

du®/dx ma — f(x) — x/u®, . (6.3.32.1) 

LE du®d/dx = — f(x) — t/u, (6.3.32.2) 
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根据 我 们 的 假设 ,这 些 方程 的 每 一 个 都 有 一 个 环 , 设 分 别 为 站 
ETa 我 们 要 证 明 , 如 果 San 
AG) < ia) o - (6.3.33) 
则 环 Ti ERAT, 内 部 的 点 。 如 果 T, 与 e BART x? 及 9, 
2) i<d< "9, Hï > 在 (59, 255) 中 变化 时 ， eR TENET 
| 140 < tle), | 


把 rm, 5 white RIES ng? ,与 u9}, a < 0 一 OCR 106), 


并 对 方程 (6.3.32.1) E (63.322) 运用 比较 定理 ， 其 中 要 用 到 
(6.3.33)， 我 们 会 看 到 ，(6.3.32.2) 的 由 点 (0。 wid) 出 发 的 扫 线 
Ta 将 按 顺 时 针 方 向 , 像 螺旋 线 一 样 地 盘旋 CRET 的 内 部 ， 
并 将 在 点 (0, uP), uP <u, 第 一 次 与 正 x 轴 相 交 ; 并 且 , 如 果 
(6.3.33) 在 某 区 间 上 严格 保持 不 等 号 ， Wo <a? 也 将 严格 保 
ERSE. A 


7. 周期 的 计算 
@ Mv 
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# + ofle)t + ox = 0, o (6.3.3) 
DA esse anion ve c, e Co < cl <. e 2 È mee 85 
co 0, lime., = — 00, lime, =a +00, H5 6,75 cpti(h = 
0, +1, 土 2,-…) Bf, ID 一 一 BR GD) Be. << 
(8_<0, 6, > 0) 时 ， f(x) < 0; 当 x<6_,,*4 > di 时 ， f(@)> 
0, 和 而 县 还 候 定 § 3.2 (b)- 中 的 条 件 (1), (2), G), (4) 至 少 有 一 
l ”如果 再 假设 下 列 条件 之 一 成 立 “Gi 8_,- =i 5,3 Civ) 存在 
a> oig Fam F(A) = 0; Or "fon 2 fata > ° -=> fa Z 
foi fo fi Shah MRR § 3.5, (6.3. 3) 的 周期 
存在 xo > 0, 使 得 对 于 满足 初始 条 件 x(0) == Woo #(0) = 0 
BY (6.3.3) 的 解 x(2), TE xo 之 后 的 第 一 个 最 大 值 xa 满足 z < 
zi( 参 看 (6.3,18.1)), 同时 存在 st > 0， 使 得 对 于 (6.3.3) 的 满足 
初始 条 件 (0) 一 at, 20) = ON G), CE xf 之 后 的 第 一 个 
EKE r? 满足 不 等 式 > xf (参看 (63, 18.29). 
令 Ky (xo + x9)/2` 并 设 2@) 为 满足 初始 条 件 x(0) = Xo» 
#(0) = 0 的 解 。 考 虑 在 CG, x) 平面 上 方程 为 
x = lie + hle”, x = he" (t+ L), 
x = le” singe + 1) (6.3.34) 
的 曲线 (a, Ah, 4 为 常数 )， 计 算 这 些 曲线 与 平行 于 * 轴 的 直线 
的 交点 ， 就 能 够 确定 ,zx( 在 元, 之 后 的 第 一 个 最 大 值 .事实 上 上 ， 
如 果 ie 《cys Car), 则 当 x E (c;, cu) 时 , 方程 《6.3.3) 可 以 写成 
2+ afit + wx 0. 

“这 个 方程 的 由 初始 条 件 *(0) 一 Zo 200) 一 0 确定 的 解 ,可 以 
写成 (6.3.34) 的 形式 , 从 而 我 们 可 以 确定 它们 与 直线 r= c; 的 交 
点 . do 
A> 0 为 交点 的 横 坐 标 而 #C4) 一 所 天 0; 我 们 考虑 方程 
ž + wf jt + 0% = 0 的 满足 条 件 x(t) = cis 44) =. 2, HORE HE 
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和 以 前 一 样 进行 运算 ， 照 此 继续 下 去 ,可 以 算出 (6.3.3) 的 由 初始 
条 件 x(0) 一 x, #00) 一 0 所 确定 的 解 cl) 在 元 之 后 的 最 大 值 
Tis AR ER x(T) 一 XK (T) 一 0 的 : HET. 

WR x — Fos WY (6.3.3) 的 局 期 解 就 确定 了 ;如 果 <<, 对 
Cas xo 进行 与 对 xo, xo 相同 的 处 理 ; 如 果 x, > a, 就 用 (xo, 2o) 代 
# (#0, x0), | 

用 这 个 方 靶 可 以 做 出 两 个 单调 序列 ， 它 们 以 周期 解 振 葛 正 的 
振幅 为 公共 极限 . 所 以 ,有 可 能 对 这 个 振幅 ,同时 也 就 是 对 周期 进 
行 数值 估计 ,其 误差 可 以 任意 小 ， 

(b) 在 f(x) 满足 (a) 中 所 列 条 件 的 情形 , 上述 方 法 可 以 用 来 
对 方程 du/dx 一 — f(x) — x/u 的 环 进行 数值 估计 . 

(c) 给 定 (6.3.3), FRR f(x) 对 x 的 所 有 有 限 值 都 有 定义 ， 
且 满 足 $ 3.5 Cd) 中 的 条 件 , 则 存在 周期 解 .， 我们 假定 它 是 唯一 的 ， 

对 给 定 的 s > 0, 假定 存在 函数 Ce) K f(x), 除 满足 (a) 中 
f(x) <= e. 4 f(x) BR, HRE S 3.3 (b) 中 的 条 件 时 ,这 是 可 能 
的 。 因 为 我 们 可 以 把 x 限制 在 有 限 区 间 中 变化 ， 并 用 阶梯 函数 去 
mE fC). 


方程 
du/dx = — f(x) — x/u, 
du/dx = — f(x) — x/u,, 
du,/dzx = — f(x) — x/u, 


DIARRA T, T,(s) RTC), RIES 3.6 的 比较 定理 ， ras 
在 PCs) 之 中 ,而 它 又 包含 了 Ts(e). 

可 以 证 明 , 在 现 有 假设 下 ， 当 8 一 0 时 ,T,(s) 和 TT 之 间 的 距 
离 以 及 Is) 与 T 之 间 的 距离 都 趋 于 零 . 


8. van der Pol 方程 ， 轨 线 在 无 穷 远 处 的 性 态 


(a) 本 节 的 后 半 部 分 要 讨论 van der Pol 方程 , 即 
E+ Max — DT Aa +ta=0, (6.3.2) 
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MRS: punt + 18/3 — x), (6.3.2) 就 等 价 于 系统 
| bm y — 13/3 x), pa. 
HUES 3.3, HE (6.3.2) 恰 有 一 极限 环 . 


ERGO FILER, 我 们 要 各 究 这 些 视 限 环 与 参数 4 的 关系 ， 


酒 时 也 要 进行 数值 计算 .而 在 这 里 ， 我 们 将 从 另 一 方面 来 研究 轨 
线 在 无 穷 远 处 的 性 态 (参看 S. Lefschetz [1], 67 一 73 页 ).。 ~ 
(b) JRE Poincaré 球面 上 的 像 ( 第 二 章 ， 5 5) 满足 方程 

roidxt ya? — AGF/3 一 zz2)] dy i 
一 [xsz + y(y2? — ACx3/3 — x2°))]dz = 0, (6.3.35) 
一 无穷 远 处 奇 点 的 坐标 ,可 以 由 在 方程 组 | | 
xz’ 一 9» se — Ma8/3 — x27)] = 0, 
2 + y[y2? 一 28/3 — x27) j= 0 | 
he 。 _ 9 而 求 得 ， 所 以 ， 得 到 两 点 Pw = (1,0, 0) 及 Pu 一 
(0;51,0), . | | 
易于 确定 轴线 在 Po SURE. 事实 上 ,把 (6.3.35) 5 
方程 wdx + ydy + zdz = 0 联系 起 来 考虑 ,就 得 到 


—[ x22? + yiya 一 1643/3 一 x27) } Jee? 1 i 
dy:dz == | 
z x 
. xe alya? 一 AMa3/3 — x2°)] 
"| x . yo 


从 球 心 把 轨 线 投影 到 平面 x 二 1 上 ,所 得 曲线 的 方程 为 4z(1/3 一 
zdy = —{2? + y[y2? — 2(1/3 — 27) + zt] az. 

这 个 方程 的 简化 方程 为 zdy 一 ydz, AR y 一 cz(c 为 常数 )， 
于 是 Pw 形 如 一 个 星 形 结 点 ， 也 就 是 说 ， 每 一 条 与 x 轴 平 行 的 直 
线 ,都 是 与 (6.3.2) 等 价 的 系统 的 轨 线 的 渐 近 线 . 

关于 在 Pro 的 邻 域 中 的 轨 线 的 研究 ， 建 议 读者 去 参阅 上 面 所 
弓 | 的 Lefschetz 的 文章 (S. Lefschetz [1], 72 ta). 

(c) 这 些 分 析 可 以 推广 到 Liénard 方程 z + ‘LdF (x) /dele+ 
x= 0 上去, 其 中 假设 f(x) ARR, BE r 的 具有 限 个 零点 的 
解析 函数 ,并 满足 其 它 的 一 些 假设 (参看 S，Lefschetz [2]), 
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' VI. 


9, “SRM FTN, van der Pol 方程 的 极限 环 的 性 态 。D. 
A. Filander MJ. J. Stoker 定理 


我 们 再 来 研究 van der Pol 方程 
#+aa— 1)i ta =0, (6.3.2) 
其 中 1 二 0 为 一 一 实 的 参数 ， (6.3. 2) 在 Liénard 平面 上 的 轨 线 满足 
方程 | 


°-° dy/dx = — x/[y ~ (3/3 一 DI (6.3.10’) 
如 果 把 Y 换 成 17》， 上 式 就 化 为 | | 
dy/dx = — x/x[y— 2/3 + x], (6.3.10) 


“考虑 (6.3.2) 的 基本 曲线 ($ 3.1b) Cy: y = 2/3 — x, 并 且 把 
C, 上 坐标 分 别 为 (2, 2/3), (1, —2/3); 《一 2， —2/3), (一 
Pa | 
2/3) 的 四 点 记 为 Ars Aas Ais 4;， 设 工 为 由 弧 Aidas did) 和 线 
B 4,41，4;4， 所 组 成 的 闭 曲 线 ( 图 107), 


取 6 使 得 0 二 5 二 1/3, HEGAN Y BOER 20 单位 ,成 为 
曲线 C. MEE C, 上 取 纵 坐标 为 2/3 及 一 2/3 的 点 91 与 0;, 它 
们 分 别 在 第 一 和 第 四 象限 . 

把 第 一 象限 中 纵 坐 标 为 2/3+3 的 C， 上 的 点 记 为 P;, 而 Qi 
03, Ps 表示 点 Qo Qas P; 关 于 原点 的 对 称 点 ， 
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| RB OnO WIM 0.0, MRE DRATO ASRA HO’, 
O10; 和 OP 对 称 ， RADAR SIERRA 
CPCs). 线段 OPs 和 OP, 5% 轴 交 于 2。 与 8%, 它们 把 CPC) 
分 成 两 个 关于 O HORM. a 

O 现 作 闭 曲线 CN) 如 下 : 设 C: 为 将 C 沿 正 ? 轴 平移 8 单 
位 所 得 到 的 曲线 ， 考 虑 C, 上 纵 坐 标 为 (2/3) 一 26 及 〔 一 2/3) 十 5 
的 ， 分 别 属 于 第 一 与 第 四 象限 的 点 R; = R4» - 而 R; 5 RA Rs 5 
R, 关 于 Oo 的 对 称 点 . 


设 Ps 为 C; 的 弧 OA, 上 纵 坐 标 为 (一 -2/3748 | 的 ,在 第 四 象限 
的 点 , PP, 关于 9 对 称 的 点 。 曲线 CP) Eh č, BUTT 
RR, MRR, 以 及 线段 RP, PR, RBs 和 PRR. 

把 PR PRs MY 轴 的 交点 记 为 Re 与 R;， 它 们 关于 O 点 
sit | a An A 
S(8) 表示 由 CLE) 和 CPE) 所 围 成 的 环 域 . 

我 们 来 证 明 下 而 的 定 玲 (参看 D. 4 A. + Flanders-J. J. Stoker [1]): 
属于 sO). 

为 了 证 明 这 个 定理 。 只 需 证 明 当 2 充分 大 时 ， 凡是 和 CP(5) 
与 CP(5) 有 公共 点 的 轨 线 ， 部 在 ， 增加 时 进 人 VOF 其 中 为 
ERG 、 | 

dx/dt = [8/3 — x — y], dy/dt == x" ni | 

中 出 现 的 变量 ， 这 个 系统 与 (6.3:10”) 等 价 ， 因为 关于 口 的 对 称 
性 ,我 们 只 考虑 CNC) HIM 0,P;9198; 和 CP) 的 弧 RR RP 
Ro. | 

我 们 看 到 ， 在 Oo, #>0, ý= 0; 在 OP; 的 内 侧 ， *x> 0, 
3 < 0; FE Ps, tm 0,9<0; 在 PO HIM, #<0,9<0. H 
ETAREN RE QPM PO 除 9, 外 ,都 有 所 要 求 的 性 质 . 

在 0,0, L& Hs #<0,9<0, dy/dx 一 ,*/(21225)， 这 是 由 
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FOOLERMAREF e 1, 而 O10) 上 各 点 斜率 为 正 , 故 
存在 doy 使 得 对 于 A> los 0.02 上 所 有 的 点 都 有 此 所 要求 的 性 
质 ， 如 果 必 要 ， 只 需 让 za 就 可 以 使 得 在 9.9; 之 上 的 各 点 
也 具有 相同 的 性 质 ,在 0.0) 上 有 # <0,9<0. 进一步 增 大 los 
CPO) 也 就 具有 这 样 的 性 质 . | 
10. 含有 大 参数 的 van der Pol 方程 的 周期 解 的 周期 与 振幅 的 
渐 近 估 值 
可 以 证 明 ,方程 wdm/as 一 2510 十 1 恰 有 一 满足 lim n3(8) 
— O RIAR n CE). 如 果 常 数 
= 7 (0), n 
anni e | UO 
就 得 到 下 面 属于 M. L. Cartwright [1] 的 定理 . 


定理 . 当 1 一 十 co 时 ， 方程 ž + Max — De +e = 019 
Por 2T 及 振幅 上 有 如 下 的 渐 近 表达 式 : 


rma (S -a)r ETP + o(1/2!5), 


(a +9 = 2.338- >); 


h 一 2 十 < 一人 
37413 


+ 0(1/1*7), 
关于 了 的 如 下 表达 式 是 由 A.A. Dorodnicyn [1] 和 M. Urabe 
[1] 建立 的 : 


7 一 (二 一 VA 1 logi 
| 22 6 a 


1 


+ + (31082 — log3 — — > 十 by 一 2d) + + OCA), 


Ht b, = 0.1723-+-, d = 0.4889, 
11. R. Gomory 和 D. E. Richmond 关于 极限 环 的 不 等 式 


(a) J. Lasalle [1] 给 出 了 相 平 面 上 包含 Liénard 方程 的 一 个 
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极限 环 的 环 域 的 明显 结构 . 为 了 简明 起 见 ， 我 们 只 限于 讨论 Van 
der Pol 方程 , 介绍 R. Gomory 和 D. E. Richmond [1] 的 方法 . 
Van der Pol 方程 等 价 于 系统 £ == yy —x Al — Py. 
如 果 仿 | | SERRE 
| _ Pæt y,r>0, + (6.3.36) 
就 有 ri = 4yX1 ae), MEXE > OL, 轨 线 方程 可 以 
写成 
| rdr/dx ma (1 (r? — 2, (6.3.37) 
如 果 | e 
Ci:(2 +99)" = ra), y>0 (63.38) 
为 定义 在 一 a 二 x 二 a ELAH, 24 (6.3.37) 的 经 过 其 上 任 一 
点 的 轨 线 , 当 t 增加 时 , 都 进入 由 Ci 和 zx 轴 所 围 成 的 区 域 Di， 则 
C MCAT = 轴 的 对 称 曲 线 C, 确定 了 一 个 区 域 ， 其 中 含有 van 
der Pol 方程 的 极限 环 ,相应 的 。 就 是 周期 振荡 的 振幅 的 一 个 上 界 . 
曲线 C, 可 以 构造 如 下 . 将 区 间 (一 a, a) (a 即将 加 以 说 明 ) 
用 包括 一 1 与 1 在 内 的 点 分 成 有 限 个 子 区 闻 , 其 中 有 一 些 ( 至 多 除 
去 一 个 端点 ) 在 (一 1, 1) 之 外 ， 而 其 余 的 (至 多 除去 一 个 或 两 个 端 
点 ) 都 全 在 (一 1, 1) ZN. 在 每 一 个 第 一 类 区 疗 中 ， 把 点 的 横 坐 
标的 平方 e HRABIA rao 对 应 于 这 些 区 间 , 考 虑 方程 
rdr/dx = M1 — x*)(r? — xha)”. (6.3.39) 
对 于 每 一 个 其 它 的 子 区 间 ( 属 于 《一 1, 1))， 把 点 的 横 坐 标的 
平方 r 的 最 小 值 记 为 x%in， 对 应 于 这 些 区 间 , 考 虑 方程 | 
rdr/dx = MA — x*)(r? — xhin)’, (6.3.40) 
这 些 方程 形 如 rar/dx = 4(1 一 x)? — 3)”, 其中。 HH 
数 。 CHAR 
r =c . (6.3.41) 
(7? — e = Max — 27/3) + k, C 为 任意 常数 ).(6.3.42) 
MAZE (—a, 0) 和 (4,0) 的 曲线 Co WHD (6.3.42) 
确定 的 曲线 弧 《 其 申 r ty), ORTA = CF 
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(6.3.41), En = x? + y*) 的 弧 构 成 . 

将 (6.3.39) 和 (6.3.40) 与 (6.3.37) 比较 ， 就 会 发 现 (6.3.37) 
的 由 《6.3.42) 上 的 点 出 发 的 轨 线 ， 进入 区 域 D,，Ci 也 可 以 由 以 
原点 为 中 心 的 半圆 组 成 ， 如 果 《〈6.3.37) 从 这 半圆 上 出 发 的 轨 线 进 
À D, 的 话 . 

我 们 已 说 明 过 ， 常 数 < 并 不 是 完全 任意 的 . 它 必须 总 是 这 样 
来 选择 ,使 得 C, 的 端点 关于 原点 对 称 . 

例如 ,考虑 (a, 一 1), (一 1, 1) 和 (1, a) ZKE. 在 第 
一 个 区 间 上 取 以 原点 为 中 心 , 以 < 为 半径 的 圆 弧 ;在 第 二 个 区 闻 上 
BM Hh Ze 

r= x — 25/3) +.k, r e (2 + 9?) (6.3.43) 
fo BU ESHA LR 
Cr? — a) = A Ce — a) — (è d8)/31, r(a) = a (6.3.44) 
Aga. : | 
”显然 有 rr( 一 1) = a, HH (6.343) 可 推出 rO) — #(-1)= 
44/3, 而 由 (6.3.44) 可 推出 (eA) — a? = XA( — 3a 十 2)/3. 
消去 r( 一 1) 和 +(1), 就 得 到 
a? — 3a +2 —4[1 + 34/(22)]!/? = 0, 
由 此 推出 不 等 式 
2.18 < a = 2.19, 

如 果 在 $ 3.2 的 公式 〈6.3.15.1) 中 令 F(x) = 2/3 — x, BIE 
得 2.6 是 a 的 一 个 上 界 . 

(b) 用 同样 的 方法 ， 可 以 在 半 平 面 7 > 0 上 构造 曲线 C, 
使 得 它们 的 端点 为 (一 c, 0) (e > 0) K (8,0) @>0), 它们 由 
(6.3.39) 及 (6.3.40) 所 确定 的 弧 眉 所 组 成 ， 只 不 过 其 中 的 x2 及 
* ain 要 相应 地 改变 。 曲线 Ca 和 关于 x 轴 与 C， 对 称 的 曲线 确定 
了 一 条 闭 曲 线 , 它 包含 在 van der Pol 方程 的 极限 环 之 中 ， 
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§4 广义 Liénard 方程 的 周期 解 
1, A. F. Filippov 的 第 一 个 定理 


这 一 节 和 下 一 节 要 介绍 A. F. Filippov 的 一 此 结果 LI]. 
(a》 考 虑 方程 


EROE TOE. 0, (6.4.1) 
假设 g(x) 对 于 所 有 有 限 * 连 续 , 且 | 
ag(x) > 0, 对 |x| > 0, © (6.4.2) 


4 
z;(x) = | e(s)ds, M4 x > 03 zx) 一 | g(s)ds, Ya<0, 


Mx #0 时 ,函数 zC) FI z,(x) WEER, zr) 递增 ， z2(%) 递 
减 , 所 以 它们 的 反 函 数 存 在 . 假设 


z,C-+00) 一 za(—00) = +00, (6.4.3) 
FE, KEM x = x(z,) B x = x) 4 0 < z < 十 co 及 0s 
zz 一 +0 时 都 连续 . 


设 f(x) 对 所 有 有 限 的 x 连续 , 且 和 通常 一 样 , 令 
FG) ~ | ides, 
A 
F C2) = F(#(4,)). Flza) = _ FGG). (6.4.3) 
于 是 ,有 下 面 的 定理 . 
SERE. CA. F. Filippov 的 第 一 个 定理 )。 
方程 (6.4. 1) 至 少 有 一 个 周期 解 ， 如 果 : G) f+), te) 对 所 


有 = 连续 : Gi) (6.4.2) RY; Gi) (6.4.3) 成 立 ， po gs) ds 
= +0; ; (a) FE I>, persi 0 < *< ?时 F(z) < Pile), 


E 使 得 当 0 <= <5 时 ， FA) <a VF, F; (2) > 
一 a。V a; (8) 存在 z。>> 0, 使 得 
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VT [F, (2) — File) Jde > 0, | 
而 当 = > a, FG) > Fils), F > — als, F(z) < 
a Vz | 
方程 (6.4.1) 等 价 于 系统 E 
ż = y — F(x), p= — gle), (6.4.4) 
由 它 可 以 推出 g(x)dx/dy = F(x) 一 y， 利 用 (6.4.3) 及 x(x), 
za(*) 的 定义 ,得 到 | 
dz,/dy = Fi(z,) — Is (6. 4. 5) 
dz,/dy = F(z) 一 Y» | (6 4.6) 
在 半 平面 z>0 中, 4x > 0 Wt, M644), di 4.5); 
而 当 2.>O0Rks<o, 对 应 于 (6.4.4), Ia (6.4.6), 
过 半 平 面 m > 0 的 每 一 点 ,都 只 有 (6.4.5) 的 一 个 解 通过 ， 这 
是 由 于 


dF (e) _ dFG) /da f(z) 
dz dx dx ge) 


为 连续 函数 ; (64.60) 也 具有 同样 的 性 质 . 而 且 ， 如 果 #0, 

恰 存 在 《6.4.5) 的 一 个 满足 z > 0 -的 解 ， 使 得 当 y -> y。 时 ， 有 

imz,《y) 一 0, 又 恰 存在 (6:4.6) 的 一 个 满足 z, > 0 的 解 , 使 得 当 

y 一 yit, Æ ime 一 0。 这 个 结 果 可 由 下 面 的 事 寂 推出 ,就 是 

方程 dy/dx = g(x)/(F (x) — y) 的 右 端 关于 > 有 连续 的 导数 . 
首先 证 明 两 个 引 理 . 


(b) 引 理 1， 如 果 FG) RISI 0 过 x < 8 上 连续 ， 
F(0)=0, F(z) 二 a Vz (0 二 4 二 V8), 则 方程 
dz/dy = F(2) —y = (6.4.7) 


的 经 过 点 B 一 (F(z')， 2°)(0>2'>0 为 任意 数 ) 的 解 ， 必 与 ” 轴 相 
交 于 4， CRA, HI 94230, mM ye <0. 类似 地 ， 当 F(z) > 
一 a Vz 时 ; WE ya > 0, yc <0. 

所 考虑 的 解 在 3( 图 108) 的 切线 与 》 辆 平行 ,而 (6 4.7) 的 由 
引出 发 的 解 将 在 某 个 区 间 s< ”< 8 上 有 定义 。 由 于 在 ? 的 某 个 
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值 的 上 方 ，z(?y) 将 在 y 一 FG) 一 0 的 上 方 ， 由 此 可 以 推出 ， 当 
y> +00 时 , imz(y) = z= 0. Am wE y > 1 + maxF (x), 


WA az/ay < 一 1， 于 是 可 以 推出 , 当 y > +co 时 ,有 lim aly) 
一 一. 因此， 不 可 能 有 8 一 +00, RI e< +00, ThB HR 
的 解 与 ? 轴 相 交 于 一 点 4, 其 纵 坐 标 ya >o. 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 : 这 个 解 与 》 轴 相交 于 一 点 C， 且 有 
yc 委 0， 剩 下 的 只 须 证 明 严 格 不 等 式 yc < 0 成 立 

为 此 ,考虑 方程 

do/dy = af — — y, (6.4.8) 

对 此 , MRS Vw 一 BBB du/dy = (au —y)/2u. BFE 


设 0 二 a < V8， 对 应 的 特征 方程 2k 一 1h 十 1 一 0 SEH 
根 ,原点 是 焦点 ,所 以 (6.4.8) 经 过 B 的 解 ,与 ? 轴 交 于 一 点 也 ,其 中 
yo<0, 


图 108 


比较 (6.4.7) RI (6.4.8), 可 以 推出 ， 当 y< ys it, zy) > 
oly) ,由 此 可 知 有 yc < yp < 0. 
© M2 PREYRE GAD 中 ， FO) PRIPRA 
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o<=<21L%%, F(0) = 0, HY 2> 2 Ri FG) < avs 


= (0, yx) 出发 的 角 pe y Were -点 Li y> 0. 

类 似 地 ,如 果 当 = > z 时 ， Pa) >— aVF, 则 由 M = (0, 
Ym) Gu > 0) 出 发 的 解 ， 必 与 y 轴 交 于 一 点 N， 其 中 yn =O, 
XE, 如 果 所 考虑 的 解 不 与 zum x 相交 ， 它 将 与 曲线 y= 
F(z) 相交， 于 是 可 以 像 引 理 1 的 第 一 部 分 那样 得 出 结论 .相反 ， 
如 果 这 个 解 与 直线 交 于 一 点 已 (图 109) ， 就 拿 z(y) FI (6.4.8) 的 
经 过 P 了 的 解 o 一 oly) 比较 ， 

由 前 面 的 讨论 可 知 , oG) 必 与 ? 轴 交 于 两 点 。 另 一 方面 ,由 
F4y>yReBenh, 2G) < oly), Ke) 必 与 9 一 FO) 
相交 ,从 而 结论 成 立 . 

(d) 我 们 注意 到 , 在 引 理 2 的 假设 下 , 如 果 当 0 二 x 二 6 时 ， 
F(z) > — ay 2 (F(z) 二 a z), 则 由 引 理 1, 有 yi > 0Cyw < 
0). | 


图 109 
Ce) 我 们 来 证 明 , 条 件 (a) 保证 可 做 出 (0,0) 的 一 个 邻 域 , 其 
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中 不 合 (6.4.4) 的 任何 整 条 正 半 轨 . | Ea 
设 z' <6, 并 游 虑 方程 (6.4.5),《6.4.6) 或 者 其 等 价 方程 
dy/dz = [F;(2) — y]™, dy/dz = [Fa(x) ~y]™ (6.4.9) 

的 各 自 过 B = (FC), 2’), E = CFC’), 2’) 的 解 . 
根据 引 理 1， 这 些 解 分 别 与 轴 交 于 AMC, DMF, 其 

中 ya > 0>yc yp S0 S yr (8110). HF ys S ye 和 File) 

< Fi(z) ,比较 (6.4.9) 的 两 个 方程 ,可 以 推出 ya < yr MEF 

以 推出 yc < Yo. 


my l 


一 一 一 一 ”~ =F, (2) 
5 yrs | 


图 110 


— A | 

ZB x, ?平面 , 设 4 BC D'E’F’ % (6.4.4) DAR, EM 
是 yz 平面 中 轨 线 ABC 和 了 BF HRCA 111). ARCH MS 
为 这 些 轨 线 的 延长 线 ， 其 中 H’ 和 G 如 此 选取 ,使 得 线段 HE 和 
B'G'59 ET. RIA EAKR B’ C'H'E'FG'B' 不 可 能 包含 
(6.4.4) 的 任何 整 条 轨 线 ， 

EX E, {REE aM BH, E'G 不 可 能 与 轨 线 相交 ， 而 
Tee HRB G'B', HE 上 的 点 出 发 的 轨 线 , 当 : 增加 时 , 只 可 能 
走出 这 区 域 ,这 是 因为 在 GBL, :一 7 一 BRGs) >0, EHE 
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上 ， & = y — F(x) <0, 
只 有 在 F,= F, (4% x 二 63) 的 情形 ，(6.4.9) 的 解 ABC, 
DEF AMER, MMAB OC, DEF HR (6.4.4) 的 一 个 环 ， 


多 


Null 
2 
bi 
at 
看 
J 


图 ili i 

于 是 ， 在 这 种 情形 , (6.4.4) 在 原点 邻 域 中 的 所 有 的 解 都 是 周 
期 的 ,从 而 原点 是 一 个 中 心 ， | 

Cf) 根据 引 理 2, 定理 的 条 件 (8) 和 (Ce) 的 结果 , (6.4.6) 的 由 
点 玉 一 《0, yk), yx 一 0， 出 发 的 解 与 » BFA L, yp SO. 
如 果 yx 减少 ，yz 将 增加 ， 所 以 趋 近 于 一 个 极限 ， 把 这 极限 记 为 
Yui 再 次 应 用 (e) 的 结论 , yu 不 可 能 为 零 , 从 而 有 yx > 0. 现在 
必须 分 别 讨 论 两 种 情形 : yx < 十 co 或 者 yy o, 
| (g) 首先 讨论 和 ur < +0 的 情形 . 

根据 引 理 2, 定理 的 条 件 (2) UE (e) 的 结论 ，(6.4.5) 由 
M = (0, yu) 出 发 的 解 与 7 轴 交 于 一 点 N, yw <0, (6.4.6) HN 
出 发 的 解 与 ? 轴 交 于 一 点 P, ye > 0. 根据 (ye 之 yx， 
- #0 x, y 平面 ,由 于 在 MP bh, #a=y— FG)>0, 4e 
增加 时 , 轨 线 不 可 能 走出 由 轨 线 MNP MRE MP RX 
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域 (图 112), RE CO) 的 结果 就 可 以 证 明 ， 在 这 个 区 域内 至 少 存 
在 一 个 极限 环 ， 
(h) BERE yu 一 
十 co 的 情形 .为 此 ,我 们 先 
X (6.4.9) 的 积分 曲线 进 
一 步 做 些 分 析 . 
假定 定理 的 条 件 (8) 
RM, nile) Ryle) 是 
(6.4.9) WEDE R P y 
(0) = y:C0) = yo BUR. 
0 T RATE p> 
0, 使 得 当 [y >P Ay 
yi(20) < y2Ce0). 

(bD mR lol 充分 
sa xy: (e) E ya (ZELO, 
zj 上 存在 ， 而 且 我 们 立即 会 看 到 ， 它 们 与 ye 的 差 可 以 小 于 任意 
s 盖 0， 从 而 :它们 彼此 之 闻 的 差 也 会 小 于 任意 s> 0, 

ELE: m= max [|F, (2) |, | Fa()| l; | 
| rel =m + 2/8 +8, (6.4.10) 
并 设 2 为 使 得 In.) — yol > s RYJ 2 的 最 小 值 ， RJ 
8 = |y(2°) 一 y(0)| =z "| Cdys/ dz) acer |s (6.4.11) 
其 中 0 <a <2’, 如 果 <z, WRH (6.4.9) M (6.4.10), wR 
得 到 


|(dy1/d2)zezn| = |— Fia") + ya) 
[yl — s- m] = 8/20, 
应 用 (6.4.11), 就 可 以 推出 s <r 6/20, 但 这 与 假设 x 2 < zy 矛盾 . 
所 以 , 当 ze[0, zo] 时 , [yC 一 gol <s. Hy, BABB 
的 结果 ， | | 
Cha) 如 果 | yol -> +, y3/CF Cx) — y:(2)) (F (z) 一 
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y:(2)) 在 [0, x] 上 一 致 趋 近 于 1. 事实 上 , 这 个 表达 式 可 以 写成 
1/Cy1/yo 一 F./yo)ya/yo 一 Fa/yo)， 根据 (h,); yi/¥o 和 Ya/ Yo 在 
(0, z] 上 一 致 趋 近 于 1, 同时 ,| F,Cz)| 和 |F,《z)| 都 不 大 于 mm。 
(hs) EH (6.4.9) #1 y;(0) 一 ?0)， 可 以 得 到 恒等式 
ya( yal zo) 一 yiCz)) 


-| 3 
|, (六 一 7) OF — yi) F: 一 yy 
十 (* (F, — F,)dz + |” (F, — F) (6.4.12) . 
| _ = | | 
x la — y1)(Fa— ya) 1] a +1, +43, 


24 [yo > +00 ff, H Ch) #0 Ch.) 可 证 1,703 由 于 IF, 一 
Fil <2m, 由 (hs) 还 可 证 明 7 0, | . 
由 定理 的 假设 (F)» L> 0. 所 以 ， 当 | yol > + o 时 ， 


_\ 
p. 


Na 
EN 


图 113 图 114 


(6.4. 12) 的 省 端 趋 近 于 正极 限 72, 从 而 ， 当 | vol 充分 大 时 ， pe) 
y¥ (zo) > 0. 


(i) 现在 考虑 yu 一 十 oo 的 情形 。 
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考虑 (6.4.6) BO KORL (113), XF (h) 中 的 p, 它 满足 
yk Č —P, yu > P. 同时 考虑 (6. 4. 5) 的 解 LST 和 KV, dii (e), 
有 ys < yr, Yv < yo. 

HT z >z tt File) > F(x), 比较 (6.45) 和 (6.4.6)， 就 
可 以 证 明 解 ST 不 可 能 与 解 R8 相交 .由 此 可 知 5T 再 次 与 =z 
交 于 点 U, yu > Yo. 从 而 yu > yy. ° 

回 到 (x, y) 平面 (图 114), 就 可 以 断言 , 当 : 增加 时 ， 轨 线 不 
能 走出 由 轨 线 弧 V'K'9'R'L'S'T'U' 与 线段 UV 所 围 成 的 区 域 . 
所 以 ， 在 这 个 区 域内 至 少 行 在 一 个 极限 环 ， 定理 的 结论 在 任何 情形 
下 都 成 立 . 


2. A. F. Filippov 的 第 二 个 定理 


根据 $4.1 的 《f), 还 有 如 下 定理 : o 
定理 . (A.F. Filippov 第 二 定理 )， 如 果 $ 4.1 pea 


G), Gi), Gi) Miz, HE o>0, 全 得 当 0 一 + 一 8 时 ，F 
(2) = PP: <a av, o<s<v8, 则 存在 原点 的 


sua i 

§ 3.3 (b) POPE CENE IONE EA TRUE FS 
看 R. Conti [1]). 

假定 对 于 (6.4.1), § 4. 1 的 假设 Ci), Gi), Gi) 成 立 
令 

u u= |V IG |sgnx, 一 co < x 一 +o, (6.4.13) 

其 中 Cle) = [T goas, 
则 对 所 有 *; x 一 x(z) 为 递增 的 , 且 最 多 除 * = 0 外 , 处 处 可 微 并 
有 du/dx = g(x)/u(x). 所 以 ,对 所 有 w, u(x) 都 存在 点 函数 r= 
x(u)、 它 最 多 除了 x = 0 之 外 都 是 处 处 可 微 的 。 如 果 令 Yu) = 


o 350 è 


g(x(u)), WW 2x/du => u/r(u) > 0 = 0). 

最 后 ,如 果 令 Oo) = F(x(w)), 由 变量 x,u 所 表示 的 (6.4.4)， 
RER 4 = ruly 一 O(4)]/u, 9 = —r (u), AIK t oR 
得 到 . 
| du/dy = [@(u) 一 ve. | 


把 93.3 外 H J. L. Massera 的 放下 方法 局 芭 上 而 最 后 一 个 方 
程式 上 ,将 (x, y) 平面 换 成 (x, y) 平 面 ,并 把 f(x) 换 成 BCw》)/4， 
就 可 以 使 定理 得 到 证 明 . | 

我 们 注意 到 ,如 果 g) = x, Wi Cw) /u = Fe) /x, 从 而 ,如 
R f(x) WES 3.3 Cb) 的 条 件 , 则 已 经 加 子 p(w)/4 的 条 件 也 就 成 
UT. 


4. 对 方程 X + f(x,x)x + g(x) = 0 的 研究 


(a) 现在 来 研究 比 (6.4.1) 更 一 般 的 方程 
ž + f(x, 2)# + y(x) 一 0， | (6. 4.14) 
关于 它 ， N. Levinson 和 O. K. Smith [1] 证 明了 如 下 的 定理 . 
TH. 给 定 方程 (6.4.14). 如 有 果 对 所 有 有 限 的 . x, f(x) EE 
续 的 ; 且 当 x 0 时 xg(x) > 0; ; 又 fle, v) 在 Cr v) FL 
(i) Ps Od = 十 co ， 
Gi) f(0, 0) <0, HAE n>0, 使 得 对 |x] > x, 及 所 有 
的 vs 均 有 f(x,v) > 0; Gi) 存在 常数 M, 使 得 当 |x] <x, 时 ， 
有 {(x,0) 之 一 Mi (iv) 存在 «+> xo 使 得 对 于 每 一 个 正 的 、 连 
FO EMIR o= vre), DE 
| f(x, v(x))de > 10Mm, (6.4.15) 
则 (6.4.14) EHE. 


A. D. Dragilev 用 另外 一 个 不 等 式 (参看 A.D. Dragilev [1]) 
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| f(x, v(x) jdr = 4Mx, +a (a > 0) (6.4.15’) 


代替 (6.4.15), 把 上 述 结 果 改 进 了 . | 
这 些 结果 的 证 明 就 略 去 了 .但 是 在 (b) 中 要 证 明 A. de Castro 
关于 同一 方程 (6.4.14) 的 另外 一 个 定理 . 
(b) 方程 (6.4.14) 等 价 于 系统 | 
=v, de ee sv)v — glx), 6 4.16) 


v)! AE Gi) GD Oy 对 x = 05 (iii) hu n>0 使 得 
当 |x| > x FY, [gCx)| + f(x, v)lv |>s>0; Civ) 存在 a,b, 


b> a>0, 你 得 对 1: |> 4 及 所 有 的 v, Hx, 0) + f(x， p o> 


EPDS 
S fx, v(x))dx >a>0. (6.4.17) 


REALE» CAID BPE T DIMECH A. de Car 
tro {2 D. "a 3° 
从 (6.4.16) 中 的 | ty o AIR ALARA ELA, 


图 115 


~ 352 è 


FHS 4.3 一 样 , 令 
G(x) = \" g(s)ds, 


EEAM u(x, 0) = 7 y+ G(x), 


沿 轨 线 rU), ye) A a = vò + glev = —02/f(x, v), AG) 
可 知 , 当 :一 十 ceo 时 ， 轨 线 都 不 趋 近 于 原点 . 

我 们 可 以 做 一 个 以 O 为 中 心 , 各 边 平行 于 坐标 轴 而 边 长 为 24 
(0<g<%x) 的 正方 形 80， 使 得 在 其 中 所 有 的 点 ， 都 满足 Cr, 
v) 二 0 (图 115), 所 以 ,对 于 2 中 满足 z 二 0, o> 0 的 点 ;有 2 一 
v>0Ki= f(x, py)z 一 gz) >0. 由 于 轨 线 没有 垂直 渐 近 
线 ， 所 以 (6.4.16) 的 由 2 中 上 述 各 点 出 发 的 轨 线 ， 当 # 增 大 时 将 
与 正 ” 半 轴 相交 . 同样 ， 在 8 中 属于 第 四 象限 的 点 ， 有 £<0, 
6<0. 过 这 些 点 的 轨 线 当 * 增 大 时 ,将 与 负 v BAR. 

我 们 看 到 ， 根 据 Gii), W r xro v >O0kf, —f(x, v)v 一 
g(x) = —{(x, o)l] — le] < e, RA #>0,0<—e, PF 
以 由 > 0 的 点 Can, v) 出 发 的 轨 线 , 将 与 * 轴 相 交 , RE AROMI 
BRAT xo. | 

AH, He 0 的 点 (一 x。,v) 出 发 的 轨 线 ， 将 与 x 轴 相 
交 , 交 点 横 坐 标 < 一 zoj 事 实 上 ,这 时 有 5 一 —f(x, v)v — g(x)= 
f(x, olol + |g@M|>e. 

把 这 些 讨论 与 以 前 的 结果 综合 起 来 , 并 考虑 到 , 4 è 增 大 时 ， 
DARAI > 0 到。 二 0 ZE KA MRH” < 0 到 "> 0 
交 负 x 半 轴 ， 我 们 就 可 以 断定 当 上 增 大 时 ， 所 有 的 轨 线 都 是 螺旋 
线 . 且 当 4 充分 小 时 ,由 于 可 以 假定 沿 螺 旋 线 有 f(x, 0) <0, 所 
以 我 们 断定 在 2 附近 螺旋 线 背 离 原 点 0， 即 0 为 不 稳定 点 . 

HIP: 出 发 的 轨 线 当 * 增 大 时 ,先后 与 直线 * 一 ,zx 一 一 4 
ZZ T P, = (b, v), Pa = (5, va), Pa = (— a, v3), P, = (— Gy v4) 
XK P; = (5, vs) (图 116). 


如 果 v 充分 大 ;, 则 交点 P W P, 存在, 而且 弧 BP， 上 所 有 点 的 
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纵 坐 标的 绝对 值 , 都 大 于 事先 指定 的 N> 0, IPP; 上 的 点 的 纵 
坐标 也 要 比 N 大 , 令 B 与 4 分 别 为 PP 与 PP， 和 zx 轴 的 交点 . 


-E i6 


把 PLB 上 的 点 用 C, 0) 表示 ,并 考 虚 到 达 点 P' 一 (6, 一 v1) 
的 轨 线 的 弧 7, 这 弧 上 的 点 记 为 (x, 一 5). 于 是 有 


dv/dx = —{(x, v) — g(*)/v, (6.4.17.1) 

dz/dx = —{(a,-3) — ge)/5. (6.4.17.2) 

应 用 比较 定理 并 考虑 到 假设 Civ), 就 可 以 推出 <>. 所 以 
AETA o (6.4.18.1) 

同样 地 ,有 | i | o 
| n < losl. — (6.4.18.2) 


把 (6.4.17.1) 由 P; 到 P; 积 分 ,就 得 到 
m= omh Ke, var CO ae, 
由 此 推 得 
SE = fina (Da 
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<a 十 | a as dx < —a + sa, (6.4.18.3) 


仿 此 ,对 psp; 可 得 
Vs 一 v, = -| f(x, v)dx 一 | ES) ay 


0 — 
< —a— | E) gyi 一 十 Ho, (6.4.13.4) 


_g v 


由 这 个 式 子 以 及 (6.4. 18.1), (6. 4.18.2), (6.4.18. 3)» (6.4.18.4) ,就 
得 到 
— v, X — 2a + [G(5) + G(- YN. 
pet > [G(5) + G(—a)]/(2a), 就 可 推出 “< i su 
以 上 述 螺 旋 线 是 收缩 的 . 
因此 , 我 们 已 经 做 出 了 一 个 满足 Poincaré-Bendixson 条 件 的 区 


域 (第 四 章 ， $ 2)， 这 就 保证 了 至 少 存在 一 个 极限 环 ， 从 而 定理 得 
iE. 


55. 方程 *+f(x)t+g(x)=0 在 不 作 xg(x)>0 
(121>0) 的 假定 时 的 周期 解 


1. 引言 


在 $4 中 对 广义 Liénard 方程 | | 
ERS] DEG) =O (6.5.1) 

以 及 以 后 对 更 一 般 的 方程 è + f(x, tjit g(x) 一 0 进行 分 析 了 内 ， 
都 假定 当 x 0 时 xg(x) > 0. 现在 要 给 出 一 个 不 要 这 个 假定 
的 ,周期 解 的 存在 与 唯一 性 的 准则 . 

假定 函数 f() 与 g(x) 对 所 有 zx 连续 ,并 满足 下 列 假设 : ® 
存在 二 数 b1<0< 5， 使 得 当 I< <8, 时 ，/ f(x) <0; 当 
x< 0-: 及 «> di 时 ， f(x) > 0, (所 以 1(6-D) = {0 = 0); 
GD BAI x < ay 全 和 si 
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ga<r 时 , gl) >o, 


4 7 <x<0 及 x 之 0 时 xg(x) > 0 (6.5.2) 
(所 以 有 g(r) = g(0) = 0). 
和 通常 一 样 ， 令 
F(x) = y KOLA (6.5.3) 
TR, (6.5.1) 等 价 于 
ż = z — Fx), ż = —g(*). | (6.5.4) 


所 以 ,如 果 我 们 再 假设 Gid g(x) 在 每 一 个 有 限 区 间 上 满足 Lips- 
chitz 条 件 , 则 可 以 保证 ， 对 任意 指定 的 初 值 (6. 5, 4) 的 解 均 存在 且 
唯一 ,所 以 ， 在 上 述 条 件 下 ， (6.5.1) 的 解 也 是 如 此 . 


2. SR 


O RgO 只 在 x 0 Me = > 处 等 于 零 , HU (6.54) AM 
RAEC=(7, FG) E O = 0,0 两 点 同时 为 零 。 因 而 这 两 
点 是 (6.5.4) 仅 有 的 两 个 (有 限 ) 奇 点 ， 

现在 假定 : (iv) g'(0) FERE Git), 必须 是 有 限 的 )， ni 
Wa (6.5.2), g'(0) >0. HEIMO EWS, WMH > 一 
时 是 一 个 吸引 点 。 它 是 一 个 不 稳定 点 。 事 实 上 ,如 果 把 (6.5.4) = 
成 

x = — f(0)x + 2 + [{(0) — {F(a) 一 FCO) Mele, 
© à= — g'(0)x + [g'(0) — {g(x)— ROVE 

它 的 轨 线 在 O 的 邻 域 里 的 性 态 和 其 简化 方程 += 一 人 0)x +z, 
2 一 一 8'(0)x 的 轨 线 的 性 态 相 同 。 而 后 者 , 根据 Jo) < 0 NR 
设 , O 是 不 稳定 奇 点 ; 如果 PCO) > 4200), 是 结 点 ;而 当 及 0) 一 
4g《0) 时 , 则 是 焦点 ， 

| DITER = (r, Fy) BRE: ©) Ermy FEF 
BM f(r), er) 8 R | | 7 

gy <0. (6.5.5) 
于 是 ,对 充分 小 的 4, 有 I 
© 356» 


ECY +6) = FG) + Hr + TL) +, 
| | (6.5.5’) 
EDENO Ei Lg Cr) + 0(4)1#?. 


WEEE r =X +y, z= Z+ F(7), 并 利用 6.5.5’), (6.5.4) 可 
以 写成 
Xe —{(r)X + Z — [f'Cr) + 0(X)]X?/2. 
= Ż = —g'(r)X — [g(r) + o(X)]X?/2. 
FRR CX = —/r)X + Z,Z = ge (HM (0 
0) 为 鞍点 , 它 的 分 界线 在 O 的 斜率 ,为 方程 
kR-{()R+ gr) = 0 (6.5.6) 
的 根 . 
”所 以 (第 五 章 , $2),， 点 C= (r, FCr)) 是 (6.5.4) 的 一 个 鞍 
点 ; 它 的 分 界线 中 的 两 条 在 C 点 的 斜率 为 | 
= [{(7) — {P(r) — 4g'(r)} 2< 0, 
这 两 条 分 界线 记 为 和 4d- (图 117); 另外 两 条 分 界线 记 为 :- 和 
ENE CAR 
= (f(r) + (P(r) — 4g HI >0, 
ba 和 是 (6.5.6) 的 根 . | 
3. 环 及 其 性 质 

方程 《6.5.1) 有 两 个 (周期 ) 解 x0) 一 0，*(z) = y CHB). 
现在 我 们 要 研究 存在 非常 数 周期 解 , 即 对 应 于 (6.5.4) 的 环 的 解 的 
可 能 性 . 

由 于 0 的 指标 为 十 1， C 的 指标 为 一 1, 所 以 ， 环 内 部 只 能 包含 
奇 点 O( 第 四 章 定理 40). 
” “现在 来 讨论 Ge, z) 平面 被 直线 x 一 >，x 一 0 和 基本 曲线 
F 3 = F(x) 所 分 成 的 6 REI, I, M, IV, V, VI, 如 图 117 所 
7. ! ne 
除了 c 与 0 外 , (6.5.4) 的 轨 线 与 直线 x 一 7, x 一 0 相交 时 ， 
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DRAKES FARN, DREN. FEC 点 的 斜率 等 
Fr), 而 显然 有 wm <0<{(7)<a, oa a 的 含意 已 在 §5.2 
| pat. | 

”考虑 分 界线 dP CECH 
f 斜率 为 O29 2 增 大 时 ， 它 从 
C 出 发 进入 区 域 I， 在 那里 
z>0, z>0. 因此 ， ENIH, 
心 可 以 表示 成 = 0G), 其 中 


G(x) 是 
da/da == gC/ls 一 p(s)] 
(6.5. D 
"> x70 的 一 个 解 。 | 
BIT FM (6.5.4). 的 每 一 条 雪线 


一 样 , 分 界线 4 ”不 可 能 有 垂直 渐 近 线 ， 因为 如 果 这 样 ， Maro 
时 ,将 有 mô (e) = co， 而 这 是 不 可 能 的 .所 以 2+ 和 直线 x 二 
0 水 平 相交 于 0 的 上 上 方 的 一 点 ， 并 进入 区 域 M, 在 那里 :* > 0， 
二 0。 在 这 个 区 域 中 ，d* 仍然 可 以 表示 成 z = = G(x), 0) 是 
(6.5.7) 的 一 个 解 , 且 递 减 ， | 

现在 有 两 种 可 能 . 首先 注意 到 ， 根据 假设 O, F(z) 在 x 一 ôr 
有 最 小 值 ,同时 , 当 x > 5, 时 (f(x) > 0), F(x) AMD 


F(t) = jim | f(s)ds < +00, ` 


于 是 有 a): dt 与 EZRA IV; 或 者 B+): atk 
与 多 相交 ,并 有 一 条 纵 和 坐标 > F(+00) 的 水 平 渐 近 线 ， 
”再 来 考虑 分 界线 a, Yt Bub, BUMS m 离开 C 而 进 
人 区 域 V, 在 那里 上 < 0, 2 >> 0; 所 以 d° 在 那里 可 以 表 为 = 一 
G(x) ,多 (sy 为 (6.5.7) 的 解 ， AERERAM 由 于 它 不 会 有 垂直 
的 浙 近 线 ,d” 将 与 直线 2 —~ 0 相交 并 进入 区 域 IV, 那里 * 二 0， 
#<0, PIU d 仍然 可 以 表 为 z = G(x), G(x) 是 (6.5.7) 的 解 
并 为 递减 函数 ， 
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所 以 还 是 有 两 种 可 能 , 即 A): 2- 不 与 多 相交 ; 或 者 BO): 
4d- 与 多 MRA RRM. 

把 所 有 这 些 可 能 性 A+), BY) 5 4°), B7) 综合 起 来 ,就 得 出 
轨 线 可 能 有 的 形状 , 如 图 118 (a), (b), Cc), Cd) 及 119 (a), Cb) 
所 示 . 

上 述 分 析 说 明 , 在 每 一 种 情形 ,如 (6.5.4) 有 环 , 它 就 必须 与 


F WM OC 相交 ,并 属于 图 118, 119 中 画 斜 线 的 开 区 域 . 
将 这 个 区 域 记 为 R, 它 在 * 轴 上 的 ( 开 ) 投 影 将 记 为 R. 
分 界线 s+ 及 :- 的 性 态 无 助 于 对 环 的 研究 、 


4. 一 种 不 存在 周期 解 的 情形 


从 前 面 的 分 析 中 上 明显 看 到 ,有 可 能 给 出 (6.5.4) 不 存在 极限 环 
的 充分 条 件 ， 

为 此 , 设 x 之 7Y7。 如果 用 g(x) R (6.5.4) 的 第 一 式 , 而 第 二 式 
乘 以 z, 并 将 所 得 方程 相 加 , 沿 每 个 轨 线 就 有 


dla? + 2G(x)]/de = —2g(x)F(x), (6.5.8) 
其 中 按 通 常设 sa 
G(x) = \ FOYA (6.5.9) 
如 果 假 设 
gw) Fw) <0, rE R., x 0, (6.5.10) 


MI (6.5.8) 说 明 , 沿 每 条 轨 线 , 当 + 增 大 时 , 2? + 26) 是 + 的 递 
增 函 数 , 所 以 ,不 可 能 存在 闭 轨 , 因 为 党 闭 轨 有 


| dle + 2G(x)) = 0. 
于 是 ,已 经 证 明了 : (65.1) FEEGE PERONI 4 


果 (6.5.10) 成 立 ， 或 者 如 果 
xF(x) <0, M4 rER,, x 0. 


由 于 (6.5.2), 这 个 条 件 等 价 于 (6.5.10). 《请 将 这 个 条 件 与 $3.2 (a) 
中 关于 Litnard 方程 的 相应 条 件 加 以 比较 ). 
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因为 根据 假设 G)，F (x) 一 0 可 能 有 的 非 零 根 是 单 根 ， 还 可 
以 推出 : 〈6.5.4) 的 每 一 个 可 能 有 的 环 , 必 至 少 与 本 条 直线 * = È 


相交 xz 满足 Fx) 一 0， 7ER, z=), 


. tifi n. tO 
. MI è. .. li 
we watts te Ba, = tome «7 ve - 


5. 环 的 存在 性 


(a) 图 118 ©, 118 (d), 119 (a) RI (119)(b) 所 示 的 情况 ,不 
可 能 存在 环 , 对 比 之 下 , 图 118 (a), 118 (b) ARDRE, WED 
存在 一 个 环 : 这 可 以 由 Poincaré-Bendixson 定理 , 以 及 O 是 不 稳定 
的 而 C 为 鞍点 这 个 事实 推出 ， 

我 们 只 考虑 图 118 (a) 所 示 的 情形 。 首先 看 到 ， 为 了 使 分 界 
dt 与 基本 曲线 F 相交 ， 只 要 (i) F(+00) 一 十 ce 就 可 以 
了 . f 
相反 , 保证 d 不 与 多 相交 (就 是 图 118 (a) 的 情形 ) 的 一 个 
充分 条 件 是 : (vii) 存 在 (6.5.7) 的 解 w(x) ,使 得 当 x 之 ô, hf wl) 
< F(x), 而 且 

ECY) < F(3,) — [F3) + {w(6) — FOP + 266)1. 

事实 上 ， 可 以 证 明 ， 对 于 分 界线 d: z 一 多 (x)， 不 等 式 
多 (85,) < w(8,) 成 立 (参看 G. Sansone-R. Conti[1]). 

最 后 ,有 如 下 的 定理 . 
定理 . RH (i) 到 (vii) 足以 保证 (6.5. 4) 至少 存在 一 个 环 ， 
所 以 , (6.5. 1) 至 少 有 一 个 (非常 数 ) 周 期 解 

(b) 是 否 实际 存在 满足 条 件 (i) 到 (vi) 的 函数 f(x) 和 gle) 
呢 ? 特别 是 要 满足 最 后 一 个 条 件 . 这 个 间 题 可 以 从 如 下 的 例题 中 
得 到 肯定 的 答复 。 设 f(x) 为 这 样 的 函数 , 当 x 一 5, 时 它 为 零 ， 当 


xz > 届时 , 它 为 正 , 当 z + co 时 ,积分 | Ods 发 数 ; w(x) 


WIEN (8, + 00) 上 的 函数 ， 函 数值 为 负 并 使 得 dw/dx + 
f(x) 二 0。 如 果 我 们 定义 g(x) = [dw/dx + f(x)]* [一 w(x)】， 
WiC), gC), wla) 满足 (vi) 和 (vii). AES), gG) 当 
x < 0 时 怎么 定义 的 ,只 要 使 它们 满足 条 件 G) 到 CO) RT. 
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6 . 环 的 唯一 性 的 一 个 准则 


假设 G) 到 (vi) 保证 了 存在 数 A, 使 得 F(A) — 0,0 < 
6,< Ay, 局 时 ， G) 和 (vii) 或 者 只 4 由 (i) RI ( vii)’ FC) < sot 
保证 存在 A, 使 得 F(A.) = 0,7 <A4_1<d_<0, 

” 盟 二 方面 ,我 们 知道 ,每 一 个 环 都 必须 至 少 与 直线 zx 一 人 -及 
x 一 Ax 中 的 一 条 相交 《35.4)。 如果 能 证 明 ,每 个 环 和 这 两 条 直线 
都 相交 , 则 可 以 用 曾 在 $3.3 (参看 G. Sansone[2], 399 ORSI 
HY Liénard 的 论证 方 蕉 :证明 环 不 可 能 多 于 一 个 : 

保 正 每 小 证 和 两 条 直线 帮 相 交 的 一 个 me 分 条 性 是 : Gid 
G(A-,) om GCA). 

EX k, 首先 假定 环 与 x == A 交 于 点 M 一 (A, z), z zo < 一 
0, HEE 增 大 时 ,TT 可 以 延伸 到 达 *x 轴 上 一 点 N = (3, 0), 
横 坐 标 满足 Aa 二 3 二 .0。 于 是 ， 如 果 令 UG, z) = 27/2 + 
G(x) ,由 《6.5.8) 可 以 得 到 

GCA) = U(A:30) < UCA:320) < UG, 0) = G(x) < < GCA) 

而 这 与 (viii) FB | | 

类 似 地 :如果 假 设 了 与 y 一 人 _, 相 交 而 不 与 x 一 A， 相交 ， 也 
RTRT. 所 以 ;有 如 下 的 定理 . 

”定理 . WRR G) 到 (viii). (或 者 用 (vit) 代替 CD) | 万 


a ce,a,bfblo gm. 4. , ff S @ @ a. 


人 而 (6. 5.1) 惟有 二 个 (站 党 SOREN. 


$6 衰 碱 振动 方程 、 十 FTCx= 0 


1. 引言 


在 某 些 单 定 由 度 的 质点 运动 问题 中 ， 吉 减 因子 设 为 与 速度 的 
智成 比例 . 例如 ， 在 恢复 力作 用 下 在 有 液体 阻力 的 介质 中 的 运动 ， 
就 是 方程 

At + Bjal t Cx=0 
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的 解 , 其 中 A, B,C 为 正 的 常数 .〈( 参 看 . Signorini [1]; G. Safisome 
[1]; J. Parker van Zandt[1].) 
可 以 将 这 类 方程 以 及 更 一 般 的 方程 
ü -+ H(4) + u = ECs) 
《其 中 H(4) 和 EG) 为 可 微 的 ) 微 分 , 且 若 再 令 x 一 2 及 (2) 一 
f(a) = fx) 以 及 eG) = E'(z), 于 是 就 得 到 
l + flx) + x= e(t). 
如 果 e(#) -本 0， 这 方程 就 是 已 经 在 $3 中 研究 过 的 Liénard y 
Fe. el) 关 0 的 情形 将 在 第 七 章 中 加 以 研究 . 
然而 ,在 这 章 里 并 不 假设 Ha) 可 微 , 却 转 而 考虑 形 如 
 Ak+f(a)i+ cx =0, A4>0,c>0 (6.6.1) 
的 方程 。 | | 


2. 原点 为 稳定 点 的 末 件 
TO) 给 定 
Ag+ f(#)£ + cx = 0, A>0, ce>0, (6.6.1) 
| f(x) = B+ Ra), B>0, (6.6.2) 
RCO) =0, % |#| > Of, R) >0. 还 假定 在 每 一 个 有 限 区 
HE, RC) 满足 Lipschitz RE. MATT EE ES TERS SOIL AR 
SOF (6.6.1) 的 系统 
t=y, j= —(C/4)x — (B/A)y 一 {RG/A1 (6. 6. 3) 
存在 唯一 解 。  . 
O 是 唯一 的 奇 点 ,其 它 的 轨 线 满足 方程 | | 
dy/dx = [—(C/A)e — (B/4)y — CRO) /AN YY (6. 6. 4j 
立即 可 以 推出 0 是 稳定 点 ， AT FRE ma 定义 系统 的 
ERAR Ulss y)» | 
U = Ay? + Cx’, = (6.6.3) 
FE, © (e 6.3) 的 每 个 解 xC), yO), Umm 2459 + 2Cxi = 
一 2[B + R(y)ly?<0,: 由 此 可 知 所 有 轨 线 都 进入 中 心 在 2 的 本 
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BK 4y+ Cx 一 BR. 

Cb) (6.6.4) 的 简化 方程 dy/dx 一 [一 (C/A) 一 CA 
所 对 应 的 特征 方程 为 | | 

. Ak + BA 十 C= 0. (6.6.6) 

如 果 B? 一 44C 之 0， 则 (6.6.6) 的 根 是 负 实 根 ， 可 以 证 明 ， 
如 果 rle), yC) Æ (6.6.3) 的 任 一 解 ， 则 当 :一 + OR, x(z) 和 
ya) 递减 地 趋 近 于 0. (参看 G. Sansone[2], p- 361)、 在 那里 的 
论证 中 ， 只 假设 了 当 ，" 关 OW, FC) >> 0， 按 我 们 的 符号 是 当 
Iz| > OR, RE) >0, 

如 果 B? 一 44C <0,(6.6.6) ARMAR. 因为 lim RQ) = 


ROO) = 0, O RÆ (6.6.3) 的 (稳定 的 ) 焦 点 (第 五 章 , $2). 而 且 ， 
还 可 以 从 (6.6.1) 直接 推出 (参看 G. Sansone [2], pp. 367—368), 
如 果 tt.) 表示 x: 站 的 零点 序列 ， 且 按 由 小 到 太 排 列 、 Mv = 
4[(C/A)—(B/A}*]? UH FERBEN vc > 0, 存在 Sos 使 得 当 
Y > 时 ,有 
teas Til £ 2x/y +r, G = so + 1, so + 2, °**), (6.6.7.1) 
而 且 ,如 果 m 满 足 ! < m < 7/2, 并 使 得 | 
ctg w = B/(vA4), (6.6.8) 
ni | hi: 
| | tai — tp 2a mv. — (6.6.7.2) 
(c) G. Sestini [1] 对 于 a 
B? — 44C > 0, = 0, <0 
的 三 个 情形 ， 推导 出 了 《6.6.3) KIRE xe), yG) 的 源 近 信和 但 。 
3. G. Malgarini 的 一 个 定理 
(a) 给 定 方程 3 
+H(2)+xr—0, | (6.6.9) 
其 中 H(y) SHAY AEN, HE PARE: HO) 连续 ; 
Gi) 4 y OBE, yHCy) > 05 (iii) HCO) = 05 Civ) 4 y è 0B 
Hy) HAO) 存在 ,县 AG) > 0, K yH”) < 0; Cv) 积分 
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1 -1 
| HG) dys | H(y)dy 
例如 ， Hy) == e|y|”ty, e>0, 0<m<l, 就 满足 条 件 
(i) 到 (v). | 
在 这 些 假 设 下 ，G. Malgarini [1] 证 明了 如 下 定理 。 
定理 ， 和 (6.6.9) 等 价 的 系统 
ADITO (6.6.10) 


“ 关于 这 两 条 特殊 雪线 的 性 态 ， 是 基于 这 样 的 事实 : 如 采 xz 一 

xy) 表示 两 条 轨 线 的 一 条 , 则 积分 
. | dy 
f vo x(y) + H(y) 

Wes. | o 

(b) 原点 o 是 (6.6.10) 的 奇 点 ， 而 且 是 双 切 结 点 。 在 两 条 
轨 线 中 之 所 以 出 现在 有 限时 间 内 到 达 原 点 的 情形 ， 是 由 于 在 空间 
(x, ys 1) 里 ,所 做 的 假设 不 足以 保证 (6.6.10) 从 * 轴 上 的 点 出 发 
的 解 的 唯一 性 (参看 第 一 章 $5.3 (b)). 


S7. 一 个 关于 绳索 动力 学 与 空气 动力 学 的 方程 


1. 奇 点 . 
(a) G. Krall [1] 在 研究 绳索 的 动力 学 与 空气 动力 学 的 时 候 ， 
提出 了 如 下 的 方程 (变量 有 所 变更 ): 

žit ili) — qe +x — px’? =0, 

ž + żle! — qi + r — pÀ = r sinot, 
(p: 4，r， 中 为 常数 ), 这 方程 也 被 J.Cecconi [1], [2] 进一步 研究 
过 (他 研究 过 当 g 一 aly), gO) = o(1y|#) 时 的 第 一 个 方程 , 参 
Æ L. Neppi Modona [1]). 

我 们 在 这 里 考虑 第 一 个 方程 
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++ 2|2| — qigtx— pa = 0, (6.7.1) 
在 $7.3 里 ,我 们 证 明 对 充分 小 的 9 > 0, p > 0, 它 至 少 有 一 个 ( 非 
零 ) 周 期 解 。 第 二 个 方程 将 推迟 到 第 七 章 $6.2 BIT UNA. 
(b) (6.7.1) 等 价 于 如 下 系统 : 


o è= y, p= gy—ylyl + px — x, (6.7.2) 
而 轨 线 的 方程 为 。 se 
| dy/dx = (qy 一 ylyl + pa — x)/y. (6.7.3) 
假定 se | 
o p>0,g9>0, - (6.7.4.1) 
BEI (6.72) 有 三 个 次 点 : A= (0, 0), B = (-1/$,0), C= 
(1/p, 0). | 


对 于 A, 简化 方程 是 dy/dx = (gy — x)/y. 对 应 的 特征 方程 | 
AR—-qghk+1=0, WR 0<g9<2, WA ARAEZUENZA: 
而 如 果 g=>2, 则 根据 (6.7.2) 的 形状 ， AMBRE PE 
章 , $2). 

| 因为 当 我 们 把 换 成 —X, 7 换 成 —y 时 ， (6. 7:3) 保持 不 变 ， 
可 知 轨 线 由 成 对 的 对 于 4 点 对 称 的 曲线 所 组 成 ， 特 别 是 对 于 8 和 
C 的 邻 域 中 的 轨 线 ,只 要 考虑 C = (1/p, 0) 的 邻 域 就 够 了 . 

HF dy/dx = [qy + 2(x — 1/p) — yly|+px-1/p)x+ 
2/p)]/y、 关 于 C 的 简化 方程 为 dy/dx = [qy + 2(x — 1/p)1/y, 
它 的 特征 方程 是 尼 一 gh —2 一 0; 由 第 五 章 $2 可知, C 《从 而 B) 
(6. 7. PARIR» 由 它 出 发 的 两 对 分 界线 ,它们 在 C AMARE 

3 q/2£1(q/2) + 21t. i (6.7.4.2) 


2. RK (6.7.2) 所 确定 的 方向 场 


(a) 向 量 G, 9) 平行 于 x 轴 或 者 为 零 的 点 Gs, y) 的 轨迹 ， 
可 由 方程 gy — yly] 十 px 一 + 一 0 表 出 , 它 分 成 两 条 曲线 (三 次 
曲线 弧 ): | 
ci. 1) <p + pe —2=0, y 2d, (6.75.1) 
CP, qy + y + pei—x—0, ¥S0, (6.7.5.2) 
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这 个 轨迹 中 重要 的 点 ， 除 4, B,C 外， 还 有 D=(0, 2) 和 和 
E = (0, — q). | 
由 (6.7.5.1) 有 
Cy 一 g/2YP= pl — r/P + P/P), (6.7.6) 
因为 (6.7.6) 右 端的 三 次 多 项 式 的 判别 式 等 于 gg/(64 p*) — 1/ 
(27 p*) ,如 果 令 po=8(34/ 3 3 Py ART P< pos Pp poo P > Pos 
可 以 推出 CS) 将 分 别 与 直线 y 一 9/2 或 交 于 三 个 不 同 的 实 氮 ， 或 
交 于 三 个 实 点 而 其 中 二 者 重合 MAERET-TEA. 
在 第 一 种 情形 Cp < po), 三 次 式 的 根 中 有 二 者 为 正 ， 一 根 为 
负 ， 负 根 的 绝对 值 等 于 其 它 二 根 之 和 .5C 见 和 CO (RF ARS 
C 刀 对 称 ) 的 略图 如 图 126 所 未 。 MCO CH 组 成 一 个 蛇 形 曲 
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È, CER + 轴 把 (x, y) 平面 分 成 IT, M, 了, IT, I 等 6 个 区 
域 ， 图 中 的 箭头 表示 向 量 (A, 9) 在 各 个 区 域 中 的 方向 。 

在 第 二 种 情形 (p = po), CP 与 直线 y = 4/2 交 于 一 点 及 ,其 
BALK >0 且 为 CY 的 二 重点 ,此 外 还 交 于 一 个 横 坐 标 为 负 的 点 ; 
Mm CO M CP 共同 组 成 一 个 环线 ， 它 与 一 条 在 第 一 与 第 三 象限 
中 的 曲线 相交 (图 121). 这 两 条 曲线 连同 * 轴 把 平面 分 成 由 1 到 
IV 和 由 了 到 1V' 的 8 个 区 域 , 

”最 后 ,在 第 三 种 情形 > po). CP SER y 一 4/2 ARFR 
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FATA CP RCP 又 组 成 一 条 蛇 形 曲线 , 它 连 同 * 轴 
把 平面 分 成 I, II, INI, I°, I’, IT 6 个 区 域 ( 图 122). 


图 122 


(b) 从 向 量 Ce, 9) 在 各 个 区 域 的 性 态 中 似乎 看 出 ， 在 每 一 种 
情形 都 存在 4 的 一 个 邻 域 ,从 它 之 中 的 * 轴 上 的 点 出 发 的 轨 线 , 当 
t 增 大 时 ,将 再 次 与 x UA, 根据 关于 4 的 对 称 性 ， MARS A 
点 旋转 一 周 。 MARRA C0<g<2)kt, BEBE): TESA | 
(4 之 2) 的 情形 , 也 是 易于 验证 的 . | 

而 且 ， 如 即将 看 到 的 ， 每 一 个 在 4 局 转 的 雪线 都 光 如 螺旋 线 的 | 
一 部 分 , 当 :+ 增 大 时 , 它 远离 4 点 。 事实 上 , 沿 这 些 轨 线 弧 ,可 以 假 
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Ra<1/p,y<9q. SRR | 
G(x) = x7/2 — px'/4, (6.7.7) 
(6.7.3), | 
\ dl y?/2 + G(x)]/dx = yq — lyl). (6.7.8) 
如 果 把 任意 轨 线 与 负 z 半 轴 、 正 * 半 轴 以 及 再 与 负 x 半 轴 相继 的 
ZE Rio BARA 《一 4， 0). C, 0) 及 (—c, 0) (4, b,c>0), 由 
(6.7.8) BRA | 


GC) — G(-a= |" yq — ly) > 0, Gy BO), 


G(—e) — G) =|" yg — ly) dx > 0 Gy <0), 


由 此 可 知 G( 一 c) > G(-a). 因为 在 《一 1/p, 0) 有 G(x) 一 + 一 
px < 0, 就 可 推 得 一 cc 二 —a. 
把 这 些 弧 中 之 一 记 为 了 工 


3. 当 参 数 p 充分 小 时 ,周期 解 的 存在 性 


(a) BEE p< 如 (一 8CG3V 3 PD. 
在 半 平 面 y > 0 上 ,通过 C 且 在 C 的 斜率 为 g/2 + [(9/2)+ 
2]# 的 分 界线 了, 必 与 ? 轴 交 于 一 点 ,交点 的 纵 坐 标 不 超过 CO E 
第 二 象限 的 点 的 纵 坐 标的 最 大 值 ， 根据 (6.7.5.1), 这 个 最 大 值 在 
一 点 取得 ,其 横 坐 标 等 于 一 J/(p V3). 所 以 FF 一 (一 L/(V3 
- p), g/2+1 47/4 + 2/64 3 p)1). 
Ce 在 引 点 的 斜率 为 一 2/4. 半 平 面 y > 0 上 ,过 B 点 的 分 界 
线 T, 在 了 3 点 的 斜率 为 9/2 — (97/4 + 213. WA — 2/4 < 4/2 一 
[9/4 +2], T 在 开始 时 被 包含 在 区 域 I 之 内 .。 可 以 推出 如 果 
T: 与 正 ? 半 轴 交 于 一 点 M , 则 存在 充分 小 的 5, 使 得 当 p 二 5 时 ， 
M 的 纵 坐 标 |4M | ACER 的 纵 坐 标 。 事 实 上 , 将 (6.7.3) 从 0 到 
1/p 积分 ， 
UP 
Lami =|" [ll — g + G@— pe)/yla 
> — g/p + 1/|AM| LG 一 px )dx 
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= — g/p + 1/(4p|AM|}, 

FR |AM| >[-4+ (9 + 1 六 ]/2p。 只 要 这 样 确定 8, 使 得 当 
B> più, q/2+ [4/4 + 2/GV3 p)lt < [-9 + (a + 1) 
(2p), 就 得 到 所 求 的 结果 . 

(O 现在 假设 对 确定 的 4 > 0， 下 列 关 于 的 不 等 式 成 立 : 
0< p< po 
2/24 [9/4 + 2/3 V3 Lg+ (+ 41/05, 6.7.9) 
(a) 中 所 考虑 的 分 界线 或 者 不 与 正 > 半 轴 相 交 , 或 者 与 它 交 于 
一 点 ， 其 纵 坐 标 大 于 荆 与 正 ? 半 轴 交点 的 纵 坐 标 。 BRET, 与 
T, SF 4 对 称 ,可 知 T, 必 相 继 与 正 * 半 轴 ,人 负 y 半 轴 及 负 x 半 轴 
相交 ,与 负 x 半 轴 的 交点 入 在 线段 AC 的 内 部 . 

现在 考虑 C, y) 平面 上 的 这 样 的 环 域 , 它 的 一 个 边界 由 $7.2 
Cb) 中 讨论 过 的 螺旋 线 了 的 一 段 鸡 ， 以 及 连接 这 驳 的 端点 的 x 轴 
的 一 段 所 组 成 ,其 (外 ) 边 界 则 由 T, 上 端点 为 C 和 NN 的 一 段 ， 以 及 
线段 CN 组 成 ， . 

因为 这 个 区 域 不 包含 奇 点 〈 奇 点 C 在 边界 上 出 现 并 不 影响 结 
论 ) , 它 就 至 少 包含 一 个 环 (Poincaré-Bendixson 定理 )， 所 以 ,如 果 
P WHE (6.7.9) (以 及 4 > 0)，(6.7.1) 就 至 少 有 一 个 (非常 数 ) 周 
期 解 . 

(c) 下 面 证 明 , 对 于 确定 的 gq, 存在 ?的 值 ,使 得 相应 的 (6.7.1) 
无 周期 解 . 

根据 前 面 的 分 析 , (6.7.2) 只 可 能 在 带 形 区 域 1z| 二 */p 之 中 
存在 环 ( 因 为 B 和 Cc 是 鞍点 )， 而 不 会 在 带 形 区 域 |y| 二 4 之 内 . 

”事实 上 ,假定 存在 环 T, 沿 它 的 所 有 点 满足 |y| <q HET 

与 x 轴 的 交点 的 横 坐 标记 为 —r Myr. 将 (6.7.8) 沼 着 T 在 半 平 
面 y > 0 内 的 弧 , 从 一 > 积分 到 r, 由 于 所 得 方程 左 端 为 零 ,而 右 
端 为 正 ,从 而 得 出 矛盾 . 

如 果 假 定 p = 加 (一 8(3V 392), ME 121 中 向 量 Cz, 9) 
的 性 态 可 以 看 出 , 当 * 增 大 时 ,围绕 4 点 的 轨 线 的 纵 坐 标 不 能 大 于 
K 的 纵 坐 标 ,因为 K 在 直线 y 一 9/2 上 ,于 是 所 考虑 的 轨 线 不 可 能 
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EM, 

仿 此 ， 如 果 p> po 围绕 4 的 每 一 个 红线 与 端点 为 A, BH 
CY 的 弧 相 交 ,在 交点 处 , 轨 线 的 纵 坐 标 取 最 大 信 ， 因 为 CP 
样 的 弧 整 个 在 带 形 0 <y 二 4/2 之 中 ， 所 考虑 的 轨 线 就 不 可 能 是 
闭 的 . 

于 是 得 出 结论 ， 至 少 当 p> po(= 8(3V 3 AD 时 , 方程 
(6.7.1) 不 能 有 (非常 数 ) 周 期 解 ， 

(d) 最 后 ,我 们 看 到 ,如 果 和 前 面 所 假定 的 相反 , g 二 0, 则 立 
即 由 第 四 章 的 定理 21 可 以 证 明 (6.7.2) RAM. 所以, 当 g<0 
时 , 除 常 数 解 zx 一 —1/p, x = 0, x 一 1/p 外 ,(6.7.2) 没 有 周期 解 . 
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1. 摆 型 方程 的 参考 文献 
最 近 十 年 来 ,相当 多 的 论文 讨论 了 摆 的 方程 


b+ ad + sind —B=0, (1) 
或 者 比较 一 般 的 摆 型 方程 ,如 
Ë + af(0)6 十 g(6) 一 0， (2) 
si (6 + 2x) = 18), g(0 十 2x) = O 
G+ f(a, 0)0 + g(0)= 0, (3) 
Hh f(a, O + 2x) = fla, 0), gO + 2x) = g(0); 或 者 
8 = plæ, 0, Å), (4) 
其 中 pla, 0 + 2x, 6) = pla, 0, 6), 
例如 可 参看 : 


关于 方程 (1): G. Seifert [1], [5], Yu. N. Bakayev [1], A. Giger 
[1]; 关于 方程 (2): G. Seifert [2], M. Urabe [1], L. N. Belyustina 
[1], J. C. Lilto-G. Seifert[1], V. A. Tabuyeva [1], [4], £5]; % 
FEE (3): G. Seifert [4], [5], G. Sansone [6], [8], I. Barbalat-A. 
Halanay [2]; 关于 方程 (4): L. Amerio [2], M.I. Eltsin [1], G. 
Seifert [3], V. A. Tabuyeva [ 2], [3], E. A. Barbashin-V. A. Tabuy- 
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eva [1], [2], W. A. Coppel [1], 


2. 关于 方程 6 十 Kae,6)0 + g(0)=0 的 第 二 类 极限 环 的 存在 性 


(a) 设 Ka, 0) 4 a >0, — o <0<+ HA EM ME 
值 ， 为 6 的 连续 函数 是 为 o 的 递增 函数 ， 且 设 fle, 9 十 2z) 一 
f(a, 0); 如 果 g(6) 对 所 有 实 的 8 有 定义 ,满足 Lipschitz KH, 以 
2r 为 周期 (8(6 + 2x) = g(0)), 而且 存 在 负数 m, 使 得 ge) < 
m<0, WHER a, 方程 | 
6 + f(a, OÓ + g(0) = 0 (1) 
有 一 个 第 二 类 极限 环 . (参看 G. Sansone, [6], p. 64.) 
(b) 设 f(a, 0) 满足 以 上 假设 ， 且 81/ 69 对 6 连续， Ya 
O+ ht, limf(a,6)=0 对 6 一 致 成 立 . Nik gO 属于 C! 且 有 


8(9 十 2z) 一 (0)， 如 果 | gs)ds < 0 H gCO) Z CO, 2x) 中 


的 零点 集合 为 有 限 集 , 则 存在 茶 a 0, 使 得 对 任意 a, 0<a<a, 
方程 (1) 有 一 个 第 二 类 极限 环 ， 且 这 样 的 a 的 下 确 界 (临界 值 ) 是 
一 个 正 值 , 或 者 是 十 co . (BG G. Sansone, [6], p. 74.) 
3. 关于 Liénard 方程 

对 于 Liénard 方程 | | 

z+ lrt r=, (1) 

如 下 的 定理 成 立 : 

设 f(x) XX * 连续 且 和 通常 一 样 , 设 


F(x) = V f(s)ds. 


有 (唯一 nes oe HATHA (ox I. Barbelae [1]). 
关于 Liénard 方程 的 其 它 结 果 , 还 可 以 参看 : G. Manaresi [1], [2]; 
M. G. Hudai-Verenov[ 1]; M. I. Voilokov[1]; R. P. De Figueiredo[1]. 
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A. 关于 轨 线 全 为 闭 曲线 或 者 没有 闭 曲线 的 广义 Liénard 方程 
对 于 广义 Liénard 方程 
H+ f(x) 十 g(x) = 0, | (1) 
如 下 的 定理 成 立 : 


(a) 设 f(s) 和 g(x) 连续 ,而 且 (一 +) 一 —f@), g( 一 +) = 
—g(x), HEPES x2>0 时 ， xg(x) => 0, 和 通常 一 样 ， & F (x) 一 
| Cas, 设 存 在 正 数 a, 使 得 当 0 委 xx< 委 is>0 时 ， 

(4 1 
\ Moye (Ete) FO, 
则 在 原点 Ge = = = 0) 的 一 个 邻 域 中 的 (1) 的 所 有 轨 线 全 是 闭 曲 
2, (SE Z. Opial [1].) 
O 如 果 上 述 不 等 式 换 成 : 4O<e<ah, 


"L nc DIFG 
| LOI <q FOL» (2) 
则 原点 的 每 一 个 邻 域 都 被 (1) 的 开 轨 线 所 穿 过 . 如果 进 一 步 假设 
当 zx 之 0 时 , (2) 成 立 ， 则 (1) 根本 就 没有 闭 的 轨 线 (原点 除外 》， 
(参看 Z. Opial [11.) 

(c) 如 果 f RI £ ke ERRE: 当 0 < x SS x(x, > 0) Bf, 


F(#) <0;M a > it, FG) > 0; BL” e(s)ds 一 oo, 则 (的 


所 有 轨 线 都 是 闭 的 (参看 J. G. Wendel [11). 
(d) 关于 其 它 的 结果 ,还 可 参看 E. A. McHarg[1], 


5. 关于 有 孤立 极限 环 的 广义 Liénard 方程 | 

关于 广义 Liénard 方程 的 孤立 极限 环 的 存在 性 、 唯 一 性 和 稳定 
性 ,下 列 作者 已 给 出 一 些 定理 : IL Barbalat-A. Halanay [1]; Chang 
Chi-Fen 《〈 张 芷 芬 ) [1]; E. I. Zheleznov [1]; N. N. Kushkov [1], 
[2]. 还 可 参看 E. Gagliardo [1]; W. R. Utz [1], 以 及 下 一 段 的 


。 3736 


补充 材料 . 
6。 关 于 方程 十 f(x, xX)xX + g(x)=0 


关于 方程 
| + f(x, 4)x + g(x) = 0 (1) 
也 有 许多 工作 ， 这 个 方程 首先 是 由 N.Levinson-0. K. Smith 开始 
MI. 


我 们 将 摘录 W.R. Utz [2] 的 如 下 结果 ， 
如 果 f(x, y) Mgl) BFC, H yr, y) >0, ryle) > 0 


(x 0), UR (ed = +00, N (1) 的 每 一 个 当 4 一 + 00 


时 存在 的 解 是 有 界 的 ,而 且 当 :一 十 co 时 , 它 或 者 振动 ,或 者 递 
MARES. 

关于 其 它 结果 ,参看 A. De. Castro [1], [3], [4]; A. Mikolajska 
[2]; R. Reisig [2]; G. Seifert [6]; I. Barbalat [2]; E. A. Barba- 
shin-E. V. Vdovina [1]. 

Z. Mikolajska [1] 考虑 了 一 个 较 (1) 更 一 般 的 方程 ， 他 给 出 
了 方程 

二 Jr, 4)x + g(x,#) = 0 


存在 周期 解 的 充分 条 件 . 
7. R. Reinig 关于 方程 # + F) + G(x) 一 0 的 一 个 定理 
给 定 方程 | 

#+ F(z) + GG) 一 0， (1) 


设 
(a) 当 [yl <> ON yFG) <0; 当 fyl S> 
时 , F Cy) sgo y 2c > 0; 4 ly] <y kt, max! F O| =M >o; 
(b) 当 | z| = d(e,8 > 0) 时 ， G(x) sgn x =M+e, 则 方程 
《1) 至 少 有 一 个 稳定 的 极限 环 . (参看 R. Reissig [1].) 
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8. 关于 方程 +9) 十 xx 一 0 的 解 的 渐 近 估 值 
给 定 方 程 | 
z+p(4)+x=0, (1) 
其 中 gCw) 对 实 的 x 有 定义 ， 递 增 且 属 于 CL it p(0)=0, g 
(0) 一 2p >> 0， 且 存在 三 个 数 o, L, a, 使 得 当 |u| So hf 
|p Cu) — 2p| < (a+ 1)L|u|/a. 

ERER F, A. Ghizzetti [1], [2] 对 解 及 其 导数 的 渐 近 
展开 却 进 行 了 认真 的 研究 ， 他 讨论 了 0<p<1,p=1,1<p< 
Ca 十 2)/2Va + 1 的 三 种 情形 ,例如 ,对 于 0 二 p < 1 的 情形 ,如 
下 的 公式 成 立 : 

x(t) = e” (4 cos gt -+ pA = B ,in at) + OCe etre) , 


x(£) — e?! (8 cos qt 一 A + pB sin gt + O(e~atHrey | 
q 


其 中 4; 了 B 为 常数 而 g 一 V 1 一 六 
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第 七 章 ” 具 单个 自由 度 的 非 自 治 系 统 . 


在 这 一 章 里 我 们 考虑 含有 两 个 未 知 函 数 的 非 自 治 系统 ， 其 中 
特别 注意 了 与 非 线 性 力学 中 的 所 谓 强迫 振动 的 二 阶 方 程 相 联系 的 
系统 ,以 便 使 读者 通过 由 具体 情况 所 提出 的 问题 的 研究 ,来 理解 一 

关于 解 的 有 界 性 与 周期 解 的 存在 性 问题 的 讨论 ,是 借助 于 T. 
Yoshizawa 的 定理 ($3)， 以 一 般 形 式 进 行 的 ,而 对 于 某 些 重要 的 特 
殊 情 形 , 如 85, 56, $7, $8 中 的 周期 解 的 存在 性 。 则 是 用 L. E. J. 
Brouwer 的 不 动 点 定理 和 M. L. Cartwright, J. E. Littlewood 以 及 
J. L. Massera (§2) 的 定理 加 以 推导 的 . | 

已 经 给 出 了 把 局 期 解 问题 化 成 积分 方程 的 一 般 方 法 ， 这 个 积 
分 方程 可 以 用 现代 的 泛 函 分 析 方 法 加 以 研究 ， 然而 ,在 $4 也 考虑 
了 这 样 的 一 个 间 题 ,其 中 的 一 个 周期 解 的 确定 ,是 由 古典 的 方法 进 
行 推导 的 . 

最 后 的 两 节 ($9 与 SONE TIR RR A TARA — 
般 问 题 . 


$ 1. 强迫 振荡 问题 .线性 情形 


1. 调和 情形 的 强迫 振荡 


(a) 首先 ,我 们 复习 一 些 初 等 力学 的 概念 . 
人 所 多 知 , 线 性 情形 的 自由 振荡 问题 取决 于 方程 式 
ž + 2e +t x = 0, (7.1.1) 
其 中 8 >0,21> 0 为 常数 . 
若 s 一 0, 就 得 到 简 谐 运动 的 情形 
X+X%x=0), (7.1.2) 
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它 的 解 为 
x = hsin(hi + r), (7.1.3) 
其 中 * 和 7 为 由 初始 条 件 确定 的 常数 . 
常数 及 称 为 振荡 的 振幅 ,2x/4 为 周期 , 4/2z HAR, TRA 
相位 . 
(b) 如 果 对 物理 系统 《7.1.2) 施加 一 个 仅 依赖 于 时 间 : 的 外 
A PG), 则 运动 方程 为 


% + Nx = PCO), (7.1.4) 
它 的 解 是 
Xt) = Asin Cat 十 r) + xolt), (7.1.5) 
其 中 | 
re) 一 二 | PCO) sind — 9)40 (7.1.6) 


29 (7.1.4) 满足 条 件 xo(0) = #00) = 0 的 特 解 . 
特别 重要 的 是 外 力 为 正弦 型 的 情形 , 即 


PG) = F sin ot, (7.1.7) 
其 中 常数 F>0, 0>0, 于 是 运动 方程 式 为 
ž -+ Xr = F sin wt, | (7.1.8) 


Wee co, WIRE (7.1.6) 中 把 关于 sin ht 是 线性 的 从 而 可 以 

5 h sin Car + r) 合并 的 那些 项 略 去 ,就 得 到 (7.1.8) 的 特 解 
x(t) = FCA? — a) sin ot. (7.1.9) 

这 个 解 和 外 力 有 相同 的 周期 ， 而 振幅 等 于 FG- o)! 于 是 
(7.1.8) 的 通 解 为 

x(t) = h sin (àt + r) + FQ? — o)! sin ws, (7.1.9.1) 
它 是 由 两 个 振荡 又 加 而 成 ， 其 中 之 一 的 频率 为 4/2x, 而 另 一 个 的 
频率 为 0/2n. | 

若 1 一 mo, mm 为 大 于 1 的 整数 ， 则 整个 解 (7.1.9.1) DI 2x/co 
为 有 周期， 但 它 是 由 两 个 振荡 疮 加 而 成 ， 其 中 之 一 的 频率 为 w/2x， 
另外 一 个 的 频率 为 mw/2x, 后 者 称 为 前 者 的 一 个 超 调和 振荡 . 


AA = c/n, 7 为 大 于 1 的 整数 , 则 整个 解 (7.1.9.1)W 27/0 
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为 周期 , 且 也 由 两 个 振荡 登 加 而 成 ， 其 一 的 频率 为 o/2x, 另外 一 
个 的 频率 为 w/2zr. 后 者 称 为 前 者 的 次 调和 振荡 . 

Xi A = mo/n, mA 4A IER, WE 7.1.9.1) 的 各 项 
有 共同 的 周期 2nx/w， 这 个 解 也 是 由 两 个 振荡 全 加 而 成 ， 其 中 一 
个 的 频率 为 w/2x， 另 一 个 的 频率 为 mw/2xx， 后 者 有 财 称 为 前 者 
的 起 一次 调和 振荡 。 

最 后 还 有 4/0 为 无 理 数 的 情形 , 这 时 ,(7.1.8) 只 有 一 个 周期 
解 , 即 (7.1.9)， 所 有 其 它 的 解 (7.1.9:1) 都 是 拟 周 期 解 ， 

(c) 若 4 一 0, 就 得 到 方程 式 


+ Ve = Fsinàt, (7.1.10) 
E (7.1.6) 中 把 关于 sin 22 为 线性 的 项 略 去 , 就 得 到 特 解 
xo(£) = — F(24)"! cost, (7.1.11) 
于 是 (7.1.10) 的 通 解 为 | 


x) = Asin (at + r) — FAY cos Ae. (7.1.12) 
因此 , 7.1.10) 没有 周期 振荡 ， 并 得 到 所 谓 共振 现象 . (H 
的 线性 系统 的 共振 现象 将 在 第 八 章 $7.2 中 加 以 考虑， ) ERA 
形 , 当 s= Qk + 1)x/24 时 ， 
| la[fQ2%Z + 1)x/22]| > F(2k + 1 )x/(42*) — ikl, 
因此 (7.1.10) 的 解 是 振荡 的 ， Hï > +O, 振荡 的 振幅 发 散 
到 十 co， 


2. 非 调 和 情形 的 强 仍 振荡 


(a) 假设 在 (7.1.1) Pe <0, 并 考虑 e > 0 的 情形 . 
inf e —V>0, 一 pi 及 一 0 表示 特征 方程 式 p + nea 
? = 0 AVE, MM op, = e + (e? — 23)? spa = E — (e — A?)2, 
(7.1.1) 的 通 解 为 
FC) 一 cel eye Pat, (7.1.13) 


其 中 5 为 任意 常数 , 且 
im #G)= lim #Cz) 一 0。 (7.1.14) 
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如 果 e? — 1? = 0, Milo, = o. = €, 这 时 
Ta) = cer + ci), (7.1.15) 
(7.1.14) 仍然 成 立 . 
最 后 ,如 果 时 一 入 一 0 HES 


e — P == — yp’, (7.1.16) 
则 (7.1.1) 的 通 解 有 表达 式 | 
x(t) = he“ sin(ut + r), (7.1.17) 


其 中 4, 7 为 任意 常数 , (7.1.14) 也 仍然 成 立 . 
(b) 现在 ,假设 (7.1.1) (e, 1 为 常数 ) 的 运动 受到 外 力 PG) 
F sin wt， 与 wo 为 正常 数 , 于 是 运动 方程 式 变 成 
# + 2e% + 4x = Fsinwt (e >0,4> 0), (7.1.18) 
(FIERE 十 aż + bx = e) 的 应 用 的 详细 的 讨论 ， 可 参看 
G. Kral 的 论文 [1] 的 第 一 章 , 其 中 附 有 很 多 例题 . ) 
(7.1.18) 的 一 个 特 解 是 
x(t) = FAT sin Cot — p), (7.1.19) 
其 中 | 
A = (2? — 0°)? + 4820? | 
sing = 2 gw/V A, cosp = (43 一 o)/N A, 
而 (7.1.18) 的 通 解 是 
x(t) = FU) + FAT sin (ot — p), (7.1.21) 
其 中 zeo 根据 e — VSO, 一 0， 到 0 而 具有 表达 式 7.1.13), 
(7.1.15), (7.1.17). 
于 是 ， 得 出 结论 ， RIBA F, MEY w/2x， c IRRD o RA 


(7.1.20) 
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fm [a0 — Po = 0, iim (20 一 EYO = 0, 
BI x) 为 全 局 渐 近 稳定 的 (第 一 章 ,$3.3)， 
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3. 强迫 振荡 问题 


在 非 线性 力学 的 研究 中 ， 出 现 了 形 如 
B+ f(x, #)x + g(x) = pe) 
的 方程 式 ( 甚 至 更 一 般 的 ), 其 中 pe) 有 界 ， 特 殊 的 还 是 周期 的 
一 个 基本 的 问题 就 是 要 确定 方程 的 解 的 性 态 ， 特 别 是 要 确定 是 否 
存在 周期 解 . 
这 一 章 余下 的 部 分 将 专门 讨论 这 个 问题 对 于 pe) 一 0 的 

自治 情形 ,已 经 在 第 六 章 分 析 过 了 ,对 于 非 自 治 系统 的 很 初等 的 情 
形 , 也 在 前 几 妇 讨论 过 了 . 

我 们 将 经 常用 到 L. E. J. Brouwer 不 动 点 定理 . 在 第 二 NE 
专门 讨论 这 个 定理 及 其 推广 。 


$ 2. L. E. J. Brouwer 不 动 AEM, M. L. Cartwright 
J. E. Littlewood 定理 及 J. L. Massera 定理 


1. Brouwer 不 动 点 定理 


(a) 数学 分 析 的 一 条 有 名 的 定理 指出 ,如 果实 函数 /xz) Ela, 
bl LÆR, HERA AHMAR Ss, 则 在 区 间 内 部 至 少 有 一 
点 ,使 函数 值 为 零 ， | 
在 和 PELE SERUM RIE: 假设 函数 OC, x2, 
sr) i 1,2, 000, m, 在 Sn 的 长 方 体 
Rm: 4 Sx, SOG = 1,2, +++, m; a <h) (72.1) 
上 有 有 定义 县 连续 ， 且 满足 不 等 式 
P:s *** s Xj-is lis Xigis °° Xm)>0 
O(n, °° .， Xi-19 Dis xi Xm) <= Os7; (7.2.2.1) 
Di = 1,2, +e, m) | 
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168—169 THANE). 
AB im SEE Rm 上 连续 的 函数 8:、 并 假设 它们 没有 公共 的 零 


点 .根据 连续 性 ,存在 b> 0, 使 得 在 Ra 上 有 >> | BiCxis 229° ** 


Xm) | 2h>0. 把 CAEN Xas 7%" > Xi-19 Xis Vibio 7° 9 Xm) | 在 
X; "= a; E x; m b; 的 值 的 最 小 值 记 为 Lis H+ n = m/lo + 1/1, + 
-> + 1/Im. DIRE Weierstrass 逼近 定理 (人 参看 J. Dieudonné [1], 
133 页 ), 对 确定 的 4 > n, FAMmNZIOR DinCX1y Xas tts Xm) 
它们 在 Rne 内 满足 
(Diatr Fas ttis tm) 一 Bix tast tttm) | < 1/03 
A 
Pinti eeey Xirs dir izis °° > Xm) 
<L; Cris °° % 5 Xirs Bis Xiti °° * > Xm) + = <—l; + < 0, 
Di.n(%1, "°° 3 Xi-19 Gir Kis "> Xm) > l; 一 l/r > 0, 
所 以 ,多 项 式 Cj。 满足 定理 所 要 求 的 条 件 , 因 而 存在 一 所 Gi, 
x2，,***， Xm) :使 得 Din 在 该 点 同时 为 零 . 由 此 可 知 |@(%,， zz 
Xm ) | <1/n, 加 起 来 可 得 


2 LACH Zis ttt’ Em) | <m/n, 
并 且 可 推 得 < m/n, Rfn<m/h,k5n> 17. LAS 
RATS TE. 
' Ce) C. Miranda [1] 证 明了 没有 必要 假设 (7.2.2.1) 是 严格 不 等 
AMBRE R LE 
OC x15 Kis dio Minas “od Xm) 20,5) - 
Be Lo) 7222) 
BRIDGE Ro LED HE RO EH Ra IAI) E 
ABH Pioba -s On IE. 
事实 上 ， 由 (7.2.2.2) 可 知 对 任意 正 整数 > > 0, KA @; 一 
一 [zi — (a; + 5,)/21/n 满足 (7.2.2.1), 所 以 对 于 每 个 #4, 存在 
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一 点 a/n), ttes *m(1/0)), 使 得 OF FIN AS. 考虑 点 列 
(x,C1/n), etry Xm(1/n)), (n = 1,2, 0%.) ARA, RIE 
数 的 连续 性 可 知 2 在 该 点 同时 为 零 . 
因此 得 到 下 面 的 定理 : 
RA. ME Foto co) HET ADELE 
方 体 R ERR ny a EAR PMG BEATIN 
F(xi19 Xi， Mitts to Xm) > | 
F (x15 °° 3 Xi-19 dis isa» "to tm) S0, 
M Re 中 至 少 存在 -点 全 得 
F (x19 X29 °t, Xn) = 0 (f= 1,2,..*,m),. (7.2.3) 
(d) C. Miranda([1] ,5 一 6 页 ) 指 出 ,定理 A 等 价 于 下 面 的 定理 
后 者 就 是 著名 的 Brouwer 不 动 点 定理 [1]. 这 个 定理 的 证 明 可 
以 参看 C. Kuratowski [1], 第 196 页 . 
定理 B. 如 果 fr, X29 ***> Xm) 为 变量 Xis X29 ***3 Im 的 
< ies # X3,° eye bi, G = 1 , 2， se ., m), (7.2.4) 
mie | 
x; = filati 29 *** s Lm)s Ci m= 1,2, °-° m) (7.2.5) 
POPE BR REO T: 


è se oso asa ù o @#® è. e S @ @ 
è + e 9% è òo ù > Ñ oe o s 9 e o è > ù S ao y &® @ o @ 


ALII BR 可 以 推出 A. 
假设 (7.2.2) 为 严格 的 不 等 式 . Bm, 5 M: 分 别 表示 F; 在 
Rn 中 的 最 小 值 (<0) SRA (OO), Md; 及 2 分 别 表示 Ra 
中 使 Fi 二 0 的 点 集 到 超 平面 x; 一 2 的 距离 与 使 F; > 0 的 点 集 
到 超 平面 r 一 b; 的 距离 。 由 于 应 有 6; > 0，2 > 0, 故 存 在 mw 个 
数 s， 使 得 
D 欧 氏 空间 Sn 的 元 素 或 者 mo MRL Se 的 这 样 的 点 集 ， 它 与 5 ARSA 
胚 , 即 在 一 对 一 双方 连续 变换 下 ,任意 与 团 球 了 所 对 应 的 集合 ， 
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0 <e; < —6;/m,;, 6)/M; (= 1,2, "t, m). 
> fi(x13 tis ttt Xm) > x; + OF Cais t23 °t’ Xm), 则 在 Fim 0 
的 点 Cais toes xm)， 有 
a; S x; = f; S bi; 
在 使 Ff; > 0 WSF O<F; S M;,0 < eF; S EMi, bi 一 Xi 之 
6:， 将 有 
a; < x, + ¢;F; <b; — 6; + eM, 
= bi — (6; — e;M;) < bi; 
在 使 F; < 0 的 点 ,由 于 0> Pi > ms 0 > eF; > Ems Xi 一 4; > 
6:， 有 
bi > x; + eF; I> 6; + a; + em = a; + (0 + sm) > as 
由 定理 B， 至 少 存 在 Rm 的 一 点 , 使 * + eF, mx, (= 1,2, 
9) 所 以 Fi 一 0 (i= 1,2, °°, m). 
反 过 来 ,由 定理 A 也 可 以 推出 定理 B. 为 了 证 明 这 一 点 ， 由 给 
定 的 函数 fi 定义 函数 F, 如 下 : 
F (x15 Xas °° * Em) 一 files Xas °° * Im) — ži» 
PAT fi ERa LES AE (7.2.4). FE (7.2.2). 所 以 ,由 
EHA, 存在 一 点 使 得 F, ANAS. TE (7.2.5) 满足 ， 


2. 用 Brouwer 定理 证 明 周 期 解 的 存在 性 


(a) 给 定 非 自 治 系统 t= f(z, r), 它 的 纯 量 形式 为 
ž; = f(t, Xis Xas xp) (i 1,2, 00%, m), (7.2.6) 
其 中 函数 f: A Cty tis eto xm) ER, 在 (0, +00) 内 变化 ， 而 
(x15 X29 °° > Xm) 在 欧 氏 空间 Sn 内 变化 。 而 且 满 足 解 的 存在 性 、 
唯一 性 以 及 解 对 初 值 的 连续 相依 性 . 
还 假设 f 对 于 t > 0 为 周期 , 即 
file F w, Xis ， Xm) = f(t, Xis **°*> Xm)» 
(== 1,2, °°°, m). (7.2.6) 
最 后 ,假设 存在 Sm 的 区 域 D, CHAE DE go 的 一 个 元 素 ， 
BID 与 S。 的 一 个 闭 球 同 胚 。 而且 存在 如 0, 使 得 (7:2.6) 在 时 
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Zi to SILA Cal, +++, x) PORE CG), +o nO) MF > A 
定义 . 

满足 条 件 Cto) = x? 的 解 把 D 的 每 一 个 点 《x?,，… ,xm) BE 
PERM (asl + w) tta tm(to + w))， 这 个 对 应 关系 是 从 DD 到 
Sm 的 某 个 元 素 忆 之 闻 的 双方 连续 的 变换 T. 如 果 存 在 区 域 AC 
D, 使 得 在 工 变 换 下 ，A 的 闭 包 变换 到 它 自身 , 或 者 变换 到 它 的 一 
部 分 , 则 由 Brouwer 定理 ， 了 至 少 存 在 一 个 不 动 点 ， 即 至 少 存在 
(7.2.6) 的 一 个 解 ,使 得 

x(t) = eta +0) (一 1 2 +, m). 

根据 唯一 性 的 假设 及 假设 (7.2.6')， 这 就 意味 着 系统 (7.2.6) 至 少 
存在 一 个 以 % 为 周期 的 解 。 当 然 ，w%w 不 一 定 就 是 解 的 最 小 周期 

O) 在 用 于 具体 例题 时 ,步骤 通常 如 下 : 构造 一 个 区 域 A, 使 
得 A 与 一 个 球 同 胚 , 且 有 这 样 的 性 质 : WR 1.6), eta anG) 为 
z 一 如 时 由 和 A 的 边界 上 的 点 出 发 的 解 ; 则 当 > o Bt A CnC), 
-…，xo(z)) BFA. RAAT. ADARRA HR’ (7.2.6) 的 
积分 曲线 的 性 质 ， 则 可 以 推出 存在 一 个 不 动态， 它 属于 A. 从 
而 存在 以 % 为 周期 的 解 . 


3. M. L. Cartwright-J. E. Littlewood 定理 


M. L. Cartwright RI J. E. Littlewood [2] 证 明了 如 下 的 定理 
(也 可 参看 M. L. Cartwright [1], 174 页 ). 
DE TERET ANRE OR DERE Do 为 一 指定 的 


o a ese > e o ai > e è. o è o g @ 8 a al % @ 4 
so ea Ff as in S G ss & G 8 è». 


每 一 个 TCP) SEF Do. 
Hip ERRTD 的 区 域 人 A, 它 时 有 如 下 的 性 硕 : GATE 


由 于 到 握 国 ( 即 欧 氏 平面 的 元 素 ) 同 胜 ， 在 所 述 假设 下 ， 根据 
Brouwer 定理 可 知 , 工 至 少 存 在 一 个 不 动 点 。 
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4. J. L. Massera 定理 


Ca) 我 们 来 考虑 导致 J. L. Masera 拓扑 学 定理 (参看 J. L. 
Massera [1]) AYIA. 
ESTE 
z= f(t, x), (7.2.7) 
其 中 f(z, x) 定义 在 0<i 二 +00; —o0<x<+ co 上 . 假定 f(z， 
x) 连续 且 满 足 唯一 一 性 定理 。 此 外 ,还 假定 
Ket a) ~ 12) Co > 0). | (7.2.8) 


为 了 证 明 这 个 定理 ， MAI ro) 
= x(t); x) = x(t + no), n= 1,2,°°°, xs) WE (7.2.7) 
及 初始 条 件 x,(0) = x(nw) = x. 

如 果 z, = ro, W) x) = nG) 对 所 有 的 :都 成 六， 类 而 
xolt) = (A) 为 以 wm 为 周期 的 解 。 如 不 然 , 21 = ro 为 确定 计 ， 设 
to < xi 由 唯一 性 定理 可 知 当 > 05, HE na) < mt H 
t+ nw 代替 t, TAI x.) < real). 所 以 ， 序列 xn(z)} 单 调 增 
加 ,一致 以 工 为 上 界 .… AAs.) 同等 连续 , 于 是 在 每 一 有 限 区 间 
上 , 它 一 致 收敛 于 一 个 连续 函数 50). 

函数 E(t) % (7.2.7) 的 一 个 解 ， 且 由 于 EC) 一 limx,(0), 
bw) 一 imar, Cw) 一 limx,41(0) = 5(0), FJA §(0) = EC), E 
理 于 是 得 证 . | 

很 清楚 ， ITAL TRO: GERE t= tC, x) 


我 们 已 经 看 到 ,这 个 结果 对 2 一 2 的 自治 系统 成 立 ( 第 四 章 定 
理 24), 在 O) 中 我 们 来 考虑 ”一 2 的 非 自 治 系统 的 情形 . 
O) 现在 假定 (7.2.7) X a = 2 的 向 量 形式 , 且 (7.2.8) RI. 
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与 开 来 ,系统 为 
t= f(t, x,y), I= g(t, x, y)» (7.2.7") 
其 中 jg 为 实 函数 ， 当 上 0，|z| << to, ly) m+ co 时 有 定 
义 且 连续 , 且 满 足 唯 一 性 定理 . 则 (7.2.8) 变 成 
f(t 十 w, x,y) = f(t, x, y), 
g(t + w, x, y) = g(t, x, 7), (0>0). | (7.2.8) 
把 (a) 中 在 2 一 工时 的 结果 (也 是 2 一 2 的 自治 情形 的 结果 ) 
直接 推广 过 来 是 不 行 的 ， 这 我 们 会 在 C) 的 一 个 例题 中 看 到 .在 
现在 的 条 件 下 ,想得到 周期 解 存 在 的 定理 ， 要 用 到 J. L. Massera 
《{1]，460 页 ) 的 如 下 的 定理 , 这 个 定理 我 们 只 加 以 叙述 而 不 予 证 
BA: 
BD PTE Lora, 而 了 为 DD 到 其 自身 或 自 身 的 一 


sos * as > e è& a y e @ pasa 8 S S F # S è è e # H 
e è e 9 o o S ò% è» 


{T*xo} 具有 收敛 于 -点 ze D 的 子 序列 ， WD 中 至 少 存在 了 的 一 
个 不 动 点 (不 一 定 与 3 xz 重合). 

有 了 这 个 定理 ， 可 以 推出 下 面 的 定理 , 它 首先 是 由 J L. Massera 
提出 的 . 它 推广 了 N. Levinson 的 一 个 定理 , 在 Levinson 的 定理 
中 ,假定 (7.2.7') 的 全 部 解 正 向 一 致 有 界 . (BE N. Levinson [1], 
nsi. ) 

g tn f(z, x, 9), gt, x, ) 满足 前 面 OLB AY ae Eo 系统 
(7.2.7) 具有 一 个 正 向 有 界 的 解 ， 而 且 所 有 的 解 当 t—> + 0 时 都 
存在 , 则 于 少 存 在 一 个 以 为 局 期 的 局 期 和 si 
考虑 $2.2 中 所 定义 的 变换 T HE (x(0), y(0)) 为 平面 + = 
0 上 的 一 点 ,在 £ = 0 时 ,在 变换 工 之 下 它 的 象 为 (x(a), y(w)). 
| RNA T0), y(0)) = (x(n0), y(nw)). WR (x*(z)， 
FO) 为 正 闪 有 芥 的 解 ( 它 的 存在 性 是 我 们 已 假设 的 )， 则 由 于 序 
A) C" Cna), y*(nw)) 有 界 , 我 们 可 以 挑 出 一 个 收敛 的 子 序列 . 根 
据 $2.4 (b) 中 所 提出 的 Massera 的 定理 ,上 述 定理 即 得 到 证 明 . 
(c) 下 面 我 们 用 J. L. Massera ([1], 458—459 页 ) 的 一 个 例 
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x = {(u, v)costrt — glu, v)sinntcosnt — xy, 
ý = plu, v )cos*xt + flu, v) sinatcosat + | (7.2.9) 
其 中 r, yY 为 实 变 量 而 
u = xcosnt + ysinat, v = ycosxt — x sinnt. (7.2.10) 
设 了 与 8 满足 如 下 假设 :GD) f 与 8& 有 连续 的 导数 ;(ii) Ku, 
— v) = flu, v), g(—u, — v) = ge, v); Gii) f(1,0) = g0, 
0) = 0, 对 所 有 的 v, F0, v) = 0, g(0, v) > 0; Gv) 8 满足 关系 
zt | 


| 1/g(0, #))de < 2/2 


在 这 种 情形 , o = 1, 且 满足 保证 解 的 存在 与 唯一 性 的 条 件 . 
把 x 与 vz 设 为 未 知 了 水 数 ,得 到 系统 
i= f(u,v)cosxt, 6 = glu, v)cosat, (7.2.11) 
从 而 
f(u, v)dv = glu, v)du. (7.2.12) 
这 个 方程 有 解 x = 二 1,0 = 0; u= —1, v 一 0, 根据 (7.2.10)， 
对 应 这 两 个 解 ，(7.2.9) ER: x == così, y = sinnt;x = —coszt, 
y 一 一 sin rt， 它们 都 以 2 为 周期 ， 
uo 0, — 00 <v < + 00 HE (7.2.12) 的 解 ， 由 此 可 以 证 
明 ; 如 果 w — uG), v = v(x) 是 (7.2.11) 的 一 个 解 , 它 在 上 的 一 个 
值 加 时 满足 条 件 ul) >0 (或 者 us) <0), WAXTIE 
(7.2.12) 的 唯一 性 定理 可 知 对 于 tS, 将 有 ule) > 0 (或 xn) 一 
0). 
因此 ， 这 个 解 不 可 能 对 应 于 (7.2.9) 的 以 1 为 周期 的 周期 解 . 
因为 如 果 把 z 换 成 1 十 1, M (7.2.10) 可 知 它 应 改变 符号 . 
最 后 ,假定 x 一 0, v = vl) 为 (7.2.11) 的 对 所 有 上 都 有 定义 
的 一 个 解 。 则 由 (7.2.11) 的 第 二 个 方程 可 知 
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” ds f 1 : 。 
一 | cosrrdr = — ( sinat 一 sinxto), 


"Vo g(0, s) 
如 果 取 如 = 一 一 1/2，z 一 1/2， 就 得 到 
#(1/2) ds _ 2/ 
fia e(0, s) te 


而 这 与 Gv) 矛盾 。 所 以 ,不 可 能 假定 vtz) 对 所 有 * 有 定义 ， 从 而 
v(z) 不 可 能 是 周期 的 . 

这 个 例子 说 明 系 统 (7.2.9) 有 以 2 为 周期 的 周期 解 , 但 是 没有 
一 个 以 1 为 周期 的 周期 解 . 


$3. T. Yoshizawa 定理 


1. 最 终 有 界 性 准则 


(a) 这 一 节 我 们 来 考虑 系统 
t= ft, x,y), Pe gli, +, y), (7.3.1) 
其 中 fo 在 
Ai: 0 St<t +00, |x] < +00, |y| < + 00 

LER. GRE T. Yoshizawa 的 三 篇 文章 ,参看 T. Yoshizawa [1], 
[2], (3].) 

首要 的 只 的 是 去 掉 唯 一 性 的 假设 而 要 给 出 (7.3.1) 的 解 的 有 
界 性 的 一 般 准 则 .如 果 唯 一 性 假设 得 到 保证 , 且 再 假定 47.3.1) 的 
石 端 上 共有 周期 o, 就 可 以 在 前 节 的 Massera 定理 的 基础 上 , 应 用 这 
个 准则 推出 以 w 为 周期 的 周期 解 的 存在 了 . | 

其 次 ， 我 们 将 介绍 Yoshizawa 关于 周期 解 的 唯一 性 与 稳定 性 
的 准则 ; et ri 


条 件 : (1) oC, 'y) > 0; 2) (i) 当 |x on imola, 
y) = 0 对 ? 一致 成 立 ; Gi) H ly| > + œ 时 ， lim @(x, y) = 0 


» 3946 


对 :> TERI: (3) PCr, y) 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ; (4) 对 任意 


lim + {ox + flt, x, y)s y+ hgCt, xo y)) 一 Dx, y)} 20, 


>O 


(7.3.2) 


#2 bos 均 有 | xCz) | < Lla, B)> | y(z)| <M,(a, 8). 
不 失 一 般 性 ,我们 可 以 假设 a > Ail > B,. 
& Ro 为 矩形 区 域 (图 


123): pe we ee pee eee 4 
Ro: |x| <a, lyl <8. | 
于 是 ,由 假设 1 及 2 存在 六 > | | ZAZ 
0, 及 M, > 0, 使 得 | 1 乡 弛 2 di 
minp(x, y) > maxO(z,y), 1 | GAZZ LI 
FRgy FR} (7.3.3) | Ae = M 
此 处 RY 表示 年 形 区 域 I ! 
Rf; |x| < Ly, iy] < Mı» | LELLA : 
而 FRo 和 FR* 分 别 表示 Ro 与 1! Loot 
R， 的 边界 . | ii 
用 反 证 法 . 假定 在 在 
(7.3.1) BR), yO), TR ala 


足 条 件 (0), y(to))€ Ro m4 * 增加 时 ， 可 以 取 到 FRE 上 的 
点 . | I 
S 4 HEE OO), JEF FRI) 的 下 确 界 ， 则 
U aLr nkt Cel), yE RF, Ti CeCe), yE FRE”. 
设 hy 为 如 此 的 t 的 下 确 界 ， 当 ft 时 ， COF y(t)) € Rr 一 


© 原 书本 小 民有 错误 译 者 作 了 改写 。 一 一 译 者 注 
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Ro, WI GG), 9D) € FR. MB a <i<t GG), y@)é 
R¥ 一 Ro. (7.3.3). 有 
Pale), y) > OCG), yC). 034) 
但 可 以 证 明 , 74: (7.3.1) 的 积分 曲线 x 一 x), y = ye), Hee 
Ces, t] 时 ,函数 DEC), ye A è MARA. 其 证 明 如 下 : 
首先 ,对 于 8 >0 及 [十 人 所 [5 加]， 有 如 下 的 恒等式 : 
P(x(1 + 4), ye + 4)) — DG), y@)) 


~ PEG) + [0,50 (040, 
+ | gC0, =, y(0))a0 


— P(xle) + Af(e, x), y(2)), YCE) + Agli, x), y(2))) 
+ (x(t) + Afls xe), yC) ye) + Agli, x@), y@))) 
一 P(x), y()). 
于 是 ,对 于 固定 的 © > 0, H (7.3.2), FE b>, ER 0< 
4< 委 如 时 ,最 后 两 项 差 将 大 于 —hr/2. 其 次 , 把 Lipschitz 条 件 用 
到 头 两 项 上 去 ,以 工 表示 Lipshitz 常数 ,就 得 到 
Pe + 4), yt +4) — Dx), y) > — 47/2 | 


—L 人 全 FCO, x(0), y(0))d0 一 hf, x), 1O) 
+ [{"" gC0, +0), 900 — helis 2G), |}. 


如 果 必 要 ,只 要 把 加 取得 小 一 点 ,就 可 以 假定 OG + 4), 9G + 
h)) 一 DGC), yG) > 一 好 .由 于 z 为 任意 的 ,就 得 到 
lim [9(z( + 4), ye + 4)) — BA), vy) 1/4 > 0;(7.3.5) 


-0 


这 正好 证 明 l), yG) 是 非 减 的 ， 于 是 l), yG < 
EORI: (7.3.4) FB. MIRE (7.3.5) 中 换 成 lim, - ° 
汪 0, 可 以 得 到 同样 的 结论 ,( 参 看 E. W. Hobson,[1]. 365—366 页 ) 
(c) HF Cb) 中 的 证 明 只 是 根据 (7.3.3), AIR Li(a, 8), 
MCa, 8) 与 为 无关 ， 
(d) 引 理 2 RETI OI, 2, 3, 把 假设 4 换 成 如 下 
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的 4: HERBER > 0, 对 应 于 CR, AMAIA Ces y)s 
FE e> 0, 使 得 | 
tim > {Dx + 4/G zs y) y + Agles æ, yD) — OC, 7)} 
>e> 0. | (7.3.2.1) 
在 这 是 假设 下 ,如 果 Aa, B, 为 两 个 满足 da > As Ba > B, BI 
Ra: |æ] < 4), |y] < Bas 
又 如 果 ty 4° NEMI) 的 满足 Glo) 
y(%)) € R 一 R, 的 解 , 则 存在 t > to 使 得 (xz), y(t)) € R,. 
根据 引 理 1, 对 于 (7.3.1) 的 满足 条 件 Go), yo ER 的 
解 x(z)，y(z)， 存 在 两 个 只 依赖 于 4; 与 B:， 而 与 1 无 关 的 常数 
L,>4,>0, M,>B,>0, 84 «24H, |[e@| <La 
ly) | < Ma 


& R# 为 矩形 区 域 ( 图 124) 
RF: |x| < La [y] < Mae 


I 
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1 {23 iz: | 
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I br al red 1 
2223 224 1 
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AZ 1227 Sr, ene 
1 Lai AugzA23 bai 
4 pzs nie 
ICE | 22%) LI 
B nee sir $ 
s £2225 EA t 
Hp a lr 
1 {553 2273 | 
a EE: kzz 1 
lira “i 
> nen 32579 
AA EI 22454773 
I pi 
he pp ATI | t 
ee een -n amad 
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At << +0, (x,y) ERI—R, 
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内 的 函数 B(x, Ye’, RION > 0 为 即将 予以 确定 的 常数 . 
我 们 有 : @ EAA (x, e ATER; (ii) Atm 
+ co}, lim@(x, y)etN = 0 对 (x, y) RT — Ri 一 致 成 立 ; 
Cii) ME (o, x,y). Cs x's y’) E Az, W 
10Cx, yew! — oC, ye | 
= e] ol, y) — PW LI x] + lye yll 
此 处 工 为 一 常数 .因此 ,@(x, ye" 满足 关于 (x, y) BY Lipschitz 
条 件 ; (iv) 有 
| lim © [e602 + Af, y + hg) — "Dx, y)] 


æ lim = [eNOS p(x + hf, y + he) 一 Dx, y)} 


h>0 


十 lr, y eNet» _ eN}] 


= lim [+ e NUD p(x + hfa y + hg) — Dx, y)} 
h>*0 | 
e — 1 


emner | 


™ D(x, y) 


> e-N: im + {O(x + Af, y + hg) — Dx; y)} 


h>O 
— Ne Np(x,y) > e™{s — No(x, y)}. (7.3.6) 
由 于 在 Rî — R 内 oly) > OBES. KN 可 以 取得 如 此 之 小 ， 
使 得 在 AAA | 
[enet + hf, y + Ag) — e NOx, y)]/4>0. 
根据 和 3 引 理 1 中 同样 的 理由 ， 再 利用 (7.3.6), 就 可 以 推出 ， 沿 着 
(7.3.1) 的 每 一 个 解 e), yG) (x, ye FE e RAE DAR. 
现在 假定 存在 满足 《x《t0), y(n))& Ra 一 五, 的 解 xC), yO), 
且 不 存在 任何 : > to, 使 得 GA), ye R、 对 于 这 个 解 ， 函 数 
e“o(xt), xO) 为 上 的 非 减 函数 。 但 我 们 已 经 看 到 , 根据 (© 
却 存 在 了 ,使 得 
min Dx, y)e mo > max Dx, y)eTNT, (7.3.7) 


GEMERR, `. (ERT-R, 
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这 就 得 出 了 矛盾 ,于 是 引 理 2 得 证 . 

(e) 由 前 面 的 两 条 引 理 ， 我 们 可 以 得 到 如 下 的 关于 最 终 有 界 
性 的 定理 : 

定理 . 给 定 系统 (7.3.1), Mm f(z， r,y),g(, x，y) 在 A, cr 
~ BYEZ 2 的 假设 ， MERETE EBREI 即 存在 两 


Cr 与 (Ca m) FLIRT, A 
li <A, [yO] <B. 
为 了 证 明 这 个 定理 ,考虑 对 应 于 任意 点 (xzo, y) € REE. 于 
是 ,根据 引 理 1, 存 在 二 常数 4 > 0, B> 0, 使 得 对 于 所 有 (=> 
SE [e| < 4, |y)[<B. 对 于 其 它 每 一 个 由 (xo, yo) € CR, 
出 发 的 解 , 根据 引 理 2( 因 为 在 引 理 2 中 , 由 4; 与 B: 所 表示 的 党 
数 是 任意 的 )， 存在 To» 使 得 (a(To), y(To)) € Ris 因此 ， — g 
To 时 有 |O <4, ly@[< B. ZERE. 
CE) 我 们 将 运用 这 个 定理 来 证 明 G.E.H. Reuter [3] 提出 的 
一 个 有 界 性 定理 . 
ž + FC) + glr) = pl), (7.3.8) 
其 中 g(x) 连续 , 当 |x| > + 00 时 , gl)sgn x > +00; FOER, 
4 ly| > + 00 if, FCy)sgny > +00; p@) 在 (0， 十 00) 内 连续 
ROR. 
在 这 些 假定 下 ,存在 常数 4 > 0, B > 0,f8 BUF (7.3.8) 的 
TER x m #0), 存在 相应 的 Tos 当 t > To 时 ， 
lA <4, Lol <B, (7.3.9) 
为 了 证 明 这 个 定理 ,考虑 等 价 系统 
{二 y = f(t, x,y), 
ýy = —F Cy) — g(x) + pG) = gli, 5 y). 
MEN ulr, y) 如 下 : sn 
u = u(x, y) = —y?/2 — G(x), Gi) = (eds, sE 
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往 证 : 如 果 把 a, b 取 为 充分 大 的 正常 数 , 则 按 下 面 的 法 则 定义 的 
函数 d(x, y), WE (e) 中 定理 的 条 件 ， 从 而 可 以 推出 (7.3.9) 的 
Fit. OG, y) 定义 如 下 : 


当 -0<x< +0; y=>5ft; (7.3.11.1) 
B(x, y) = exp(u—y + b), (7.3.10.2) 
Mx >a; |y| SOR; (7.3.11.2) 
PCr, y) = exp(u + 25), . (7.3.10.3) 
i x >a; ys — bi; (7.3.11.3) 
(x, y) = exp(u + 2bx/a), (7.3.10.4) 
4 |e] Sa; yS — bh; (7.3.11.4) 
PCr, y) = exp(u— 25), (7.3.10.5) 
Mata; ysb 时 ; (7.3.11.5) 
PCr, y) = exp(uty— b), (7.3.10.6) 
Mata; |y| MOR. (7.3.11.6) 


只 须 检验 在 由 《7.3.11.1) 到 (7.3.11.6) 的 六 个 集合 的 每 一 个 
中 ， a 和 b 可 以 如 此 选取 ,使 得 当 x Ry 有 界 时 ,有 关系 


92 Kt, x, y) + 3P g(t, x, y) > 0. (7.3.11) 
Ox Oy 


例如 ,在 集合 (7.3.11.1) R, (7.3.11) 的 左 端 变 成 
— exp(u)g(x)y + exp(u)(—y)[—F(y) — g(x) + p@®)] 
— yF(y)exp(#[1 — p(#)/F (y)], 
in {E y> OA yF(y) > 0, | FCy)| > 2supl pe)! HI 
(x, y) 在 有 界 区 域内 变化 时 , (7.3.11) 就 成 立 。 BUR. ERR 
(7.3.11.4) th, (7.3.11) HAA 
exp(u + 2bx/a)(—g(x) + 25/4)y 
+ exp(u + 2bx/a)(— I —F(y) 一 g(x) + p(t)] 
= exp(u + 2bx/a)yF Cy)[1 — p(2)/F (y) + 25/(aF Gy) )], 
ink a 和 “充分 大 ,而 C y) 在 有 界 区 域内 变化 ， 则 ( 7.3.11) 也 
RM. 
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B(x, y) = ezp(z)， (7.3.10.1) 


ax, SR 


2. 周期 解 存在 定理 
G) 给 定 系统 
x = f(x, Xs y),? = g(t, Ty y)， (7.3.1) 
BE fs g 在 Al(0 <2 < +00, |x| < +0,|y| < +o) Lee, 
唯一 性 定理 成 立 ， 且 存 在 o > 0， 使 得 人 1 + 0, ,y)= fC, x,y)» 


从 $3.1 1 的 定理 $2 da Massera 定理 立即 可 以 证 明 本 定理 

Cb) 由 $3.1《f) 的 结果 和 网 才 证 明 的 定理 ,立即 可 推出 G. E. 
H. Reu:er [3] 的 定理 。 

z + F(2) + g(x) = ple), (7.3.8) 

其 中 g(x) 连续 ; 当 |x| > 十 co 时 , g(x) sgn r+, Fy) ER, 
当 jy| > +co 时 ， F (y) sgn y > +0, p@) BRAY o 为 周期 ， 则 
ED RE oh AIRC AIR, 

应 当 指 出 ,如 果 FCO) + gla) = pe) (所 以 rO 为 常数 ), 则 
唯一 的 周期 解 就 是 常数 解 x = a, | 


3. 解 的 稳定 性 


(a) MEG, x,y), gts x,y) 在 Al 内 连续 ， 且 存在 常数 
A>0,B>0, 使 得 对 于 (7.3.1) 的 每 一 个 解 ， 对 于 某 个 ww， 当 
rth, | zC) | <A, | yCz) | < B ,其 中 to 与 所 取 的 解 有 关 . 我 
们 希望 找到 那样 的 条 件 ， 它 足以 保证 对 于 (7.3.1) 的 每 一 对 解 
(x@), y@)), GO), 7A), 都 具有 性 质 

dim {lx — #@)| + lye) — DN} = 0. 


为 此 , 我 们 先 提出 两 个 引 理 ， 它 们 的 证 明 方法 和 93.1 中 的 引 
理 相 类 似 . 
(b) 引 理 1。 给 定 区 域 
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Az: tp Lt < +003 jx] <A; Ju] <A; Iyl <B; 
(ol <B, 
其 中 人 AIRERIK. 


A: |x| < 43 lel S4; ly] < Bs lo] <B 
EWR OC, 4,9, 0), GEA EWR: (1) 当 jz al + 
ly—o| > 0 时 , D(x, us y, v) > 05 Q) Maul 十 1y 一 v1= 
0 Po Dx, u, ys v) = 0; (3) Pe u, yav) TE A 中 一 致 满足 


e es ù 9% o 4 


lim 一 - L fedz 十 ie, z, y) u + h(t, ts D, 


y + Agle,x,y),v+ Ag, u, v))— Da) u, y, 9)} <0. 
(7.3.12) 
在 这 些 假 设 下 ， 对 任意 8 >0, 存在 6 > 0, MF (73. 1) 的 两 


ME GG) 9), GO, 1), 只 要 它们 当 > AE 
eD] <A, XA] < B, || < 4, IJOL < B, (7.3.13) 
AXES T 2 tos 有 
ED —x(T)| + la(T)- HT) <8, (7.3.14) 
a Ix) CD + 0-30 <e (73.15) 


HER e>0, > 
6 om ymin 2C, us Ys 0). (7.3.16) 


(r, r) 
teem EA Za 


因为 集合 
(x, wu,y,v)EA, |z — ul] +ly—ol =e (7.3.17) 
为 有 界 闭 集 ,5 应 是 与 上 无关 的 正常 数 . 
由 条 件 3， 在 在 常数 工 > 0、 使 得 对 于 A 中 的 任意 两 点 (x， 
u, yov), (x' ,WY'，y 0) 
[os u, y, 0) — Da", ws ys o) 
< Lr r'| + fa—w’| + ly —y'| + le — e"). 
45 = min (8’/L, €). 
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我 们 来 证 明 : 如 果 GO, 9D), GEA, HA) X (7.3.1) 
ROME Tot WE (73.14) 的 两 个 解 ， 则 对 所 有 的 >T, 
(7.3.15) 均 成 立 。 设 如 不 然 , 存 在 了 >T, 使 得 

la(T") — ECT + lxCT) — (TY) = e. (7.3.18) 
如 果 (7.3.15) 不 是 对 所 有 的 上 > TARE, T 肯定 是 存在 的 . 

现在 要 指出 Oe), 0), 90), JQ) 在 (T， T) 中 是 :的 
JENAR. 

事实 上 ， 

P(x(1 th), x +h), yle +4), y(t t+h)) 
— @(x(4), CE), yC), ¥@)) 


= (© + \"" O, x(0), (Od, ) 


— Dx) + hfCe, x@), yO), 0°) 

+ P(x + Af(t, x) YCE) 1e) Pad) +2), 
对 任意 t> 0, 存在 ho > 0, 使 得 对 0 S A S ț hos 最 后 两 项 之 差 小 
于 rz/2, 而 对 前 两 项 应 用 Lipschitz 不 等 式 , 如 果 必 要 ,可 以 把 加 W 
得 更 小 一 点 。 这 样 ,可 以 假定 

(ale +h), Eth), yth), IL + 4)) 
— Pax), ECA, YGE) FE) <hr, 

因此 有 

dim [Pa +h), =t) — PGE), DIA <0, 


而 这 恰恰 表明 Dx), E, yO), FO) A CT, T) EIF 
DI. 
FA (7.3.18) 及 5 的 定义 , RA 
DCCT), ZT), y(T), ICT) > d, (7.3.19) 
但 是 ,由 Lipschitz HER (7.3.14), 还 有 
P(x(T), HT), ¥(T), FCT) — OCCT), HT), HT), HTD) 
<L[|x(T) — XT + ly(T) — xT) 11 < L8 
<= Lè'/L=d', 
x (7.3.19) FIBA (7.3.15) AR, 
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引 理 2. PINI 2,3, 4 成 立 ， 且 增 加 假定 5: 


vo *®* ë è. è 
t è. è è ë č >è ç —_—__;=_____”!”!] yu 9% S % 4g 


pula 之 4 RIESI Ges “u, Y,0)€ A, 部 有 
fim {B(x + f(s, vs y), u + hf(t, thy v), 


y + Agli, x,y),v+Ag(t,u,v)) — Plx, u, ya 0)} 
< X(A) < 0, (7.3.20) 
Tt, MA è > 0, (7.3.1) 存在 满足 (7.3.13) 的 两 个 解 GO), 
y@)), GQ), 7), 对 MT Ten, A T) 一 HT) | + 
IT) —F TP) Ss, WEET >T, ER 
la(T) — ICT) + lyr) — HT) <8, (7.3.21) 
取 6 满足 0 二 6 <6, HM As, A4 如 下 : 
As: TSt<+00, |x| S4, jul S4, |y SB, lel SB 
Ay TESE<Z+0,|x—-u+]|]y—- r| S. 
FEAR dx, u,y,0,1)= MOC, u, yv), KEREN 一 
N(d')> 0 为 一 待定 常数 ， 
在 As 一 A, 中 (由 于 ly — u| + ly — ol > Oo): 
(1) Pa, u, ys 031) > 0; (2) 当 + +0 了 时, fr, u, y, 
v, t) > +00 Jf (x, 4, y, v) 一 致 成 立 ; (3) 对 固定 的 2, dx, 
u, Ys v,t) (x, u, y, 0) € A 满足 Lipschitz BA, 我们 还 有 


lim > {h(x + hf, x,y), + Aft, a, 0), 


y + hg(t, xs y)> v 十 hg(t, us, v), t) — p(x, Us VV, 1)} 
= Hm {eNet [DC + Bl, x y) 0°) 
— Dx, u, ys V)] 十 (et — eN)P(x,u, y, v)} 
= eV lim [Dx + Aft, x,y), °°°) — Dx, u, y, 0)) 


+ NeN'P(x,u,y, 0) <eN[-|XG)| + ND(x,4,y,v)], 
& D 表示 P(x, Us Vo v) 在 A 上 的 最 大 值 ， 如 果 NỌ < | X(8")| , 
则 有 
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Dm {oe + Aft, ds y)» ...) = p(x, YU, V5 > t)}/h <0. 
(7.3.22) 
现在 假定 (7.3.21) 不 成 立 。 如 果 令 A, 表示 集合 [x | 十 
ly 一 v1 二 6; 取 了 ”使 得 
min eMOOT" G(x, “> ¥ov) > max ENG TO ( x, uy Y, v). (7.3.23) 


A-A; 


但 根据 在 引 理 1 中 所 运用 的 相同 的 推理 ,a 可 知 bCx(2), x2), yG@)> 
y(t), 1) Æ (T, T”) 内 为 非 增 函数 ,所 以 
p(x(T"), CT"), y CT"), HT) T”) 
| . <= A(T), x(T), CT), 5(T), T)» 
而 这 与 (7.3.23) 矛盾 ,于 是 引 理 得 证 . 

(d》 由 上 述 两 个 引 理 可 以 推出 (7.3.1) 的 解 的 稳定 性 定理 ， 

GERA o 

= fKr, x, y), y= gt, xs y), (7.3.1) 

mR fs g 在 A: lx| < +o, Iy] < +00, 0&2 < +00 上 连 
续 ; PERRA > 0, B >0, 使 得 每 个 解 都 对 应 着 一 个 tos 当 


:志和 时 ,|x(D| <4, Hol <B; 3 又 着 引 理 2 NRE, 
四 {12 ~ 6) | + 10-30 =0. (7.3.24) 
为 了 证 明 这 个 定理 ， 令 n A t 的 一 个 值 ， 当 2a 时， 解 
(AD RAEE] < A VOl <B. Xe>0, RE 
引 理 1, 存 在 6 > 0, ERRENKAI T > too ]a(T) — KP) + 
ICT) — SD) < 8, WR: STE |M — + ly) 一 
ye) | <6, 另 一 方面 ,由 引 理 2, 如 此 的 工 值 总 存在 ,于 是 定理 得 
(e) 注意 到 ,如 果 假 定 
2 f&r, Ly y) + 2 Da a- 7930) f(£, U s v) 


0D(x,u,y,v) 


十 


gts x;y) + OPCE) 
v 


g(t, uy v) <0, 


(7.3.25) 
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则 引 理 1 的 条 件 4 和 引 理 2 的 条 件 5 都 成 立 . 

Cf) 还 要 指出 , 根据 所 做 的 分 析 ， 如果 PCr, usy, v) 满足 条 
件 1 和 2; 在 会 有 连续 导数 , 且 对 于 (7.3.1) 的 任意 一 对 解 〈x(z) ， 
y@)), COON BCG), uw), yb), v(2)) 是 上 的 非 增 函数 ， 
则 在 Cd) 中 所 证 明 的 定理 成 立 . 

(e) 现在 应 用 刚才 在 Cd) 中 所 证 明 的 定理 , 来 证 明 G. E. H. 
Reuter 关于 方程 式 

t+ Ke + gle) = kp) (R>0) (7.3.26) 

的 一 个 定理 ,其 中 fC), g(x), pG@) 分 别 对 所 有 实 r 上 连续 . 

暂时 承认 G.E.H. Reuter 的 如 下 定理 ,我 们 将 在 $7.1(b) 中 
加 以 证 明 (参看 G. E. H. Reuter [1], p. 538 (a)). | 

i 

F(x) = (" f(s)ds, G(x) = ("e(sdas, P(t) = | p(s)ds, 
REM FORME: (i) 对 所 有 +, 16) > 05M |z| > 十 oo 时 ， 
F(x) sgn x + +œ; (ii) = x =0 时 ， ag(x) > 0; = fel 一 > +0 
his GC) > +005 Cail) PO R pO 在 (0, +00) FER. 

则 存在 与 《无 关 的 常数 x 二 0, vo >0 ;使 得 (7.3. 26) 的 所 有 


120) <x, #4) | S wv. (7.3.26.1) 


下 面 要 证 明 的 定理 (参看 G. E. H. Reuter [2]) 是 Cd) 中 的 
定理 的 一 个 应 用 . 
如 果 * 对 所 有 的 x， g(x) 有 导数 ， g (x), > 8 (x); 且 存在 正 数 a， 
42, 43, a4 E Y(x0) 《与 有 和 无关) ,使 得 
0<4a,< fle) S a 0 < a Sg Cr) <a, | Cx) | < r(x); 
(7.3.26.2) 
又 PG) # [0, +0) LER; 则 当 《 大 于 茶 一 kh>0 了 时， 对 
(7.3.26) BOCES TB x), ale), BA 


* 本 定理 叙述 上 有 补充 。 一 一 译 省 注 
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Jim lx) — ule) | = 0, lim 1408) — últ) | = 0. (7.3.26.3) 


(7.3.26) 等 价 于 系统 
t= y— RF(x), gue glx) + kpG). (7.3.26.4) 
考虑 函数 (在 Reuter 的 文章 中 记 为 Q) | 
Olx, u, y, v) = (glx) — gle) Cr — u) 
. + (y — vY — 2cCx— u)ly— o), ¢ 为 常数 . (7.3.26.5) 
有 P(x, usy,v) Dale — u) + (Cy — 20) — 2e(a — uy — rv), 
由 此 可 知 . 当 c <a, BY, Dx, us y, 0) >O. 
易于 验证 ,(g) 中 第 一 个 定理 的 条 件 成 立 。 因 此 存在 x。 及 vo 
使 (7.3.26.1) RM”. 
现在 设 GO, yO), (ule), 200) 为 (7.3.26.4) 的 二 解 , 且 令 
w(t) = (g(x) — glu))/Cx — u). M(7.3.26.2) 得 到 as Sof < 
ax || < 20073). ED) = RIF) — FV (zx — u), 
再 由 (7.3.26.2) BU ka, S olt) S kaz. 
RS RR Ole), u), YE, o) 对 上 的 导数 ， 由 
(7.3.26.5) 得 到 
È + cd == — [200 — ó — 3cco](x — uY 
+ 2e(o —c)(x — u)(y — v) — ely — vY. (7.3.26.6) 
如 果 取 k42>20Y(20)/(414:), WA 200 — óo >2 kaya; — 204° 
rlz) > 0. 
对 于 每 一 个 这 样 的 值 ,《7.3.26.6) 右 端的 (x — u), Cy 2) 
的 二 次 型 的 判别 式 为 负 ， 只 要 取 lo — eP < c[2 kaya; — 200 > 
7(xo) 一 3ca4] 以 及 0 二 < 二 a 六 ,也 就 是 把 c 取得 充分 小 .因为 对 
于 这 样 的 c 值 , P2> 0, P<0, \MORE (0) 所 提出 的 条 件 , 于 
是 定理 得 证 . 


4. 关于 周期 解 的 唯一 性 与 稳定 性 的 一 个 定理 
ER. RER 


3》 这 小 眉 为 译 考 加 的 ，。 
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= f(z, Z> y)» eee , y) (7-3.1) 


BE COF O) 是 以 om 为 周期 的 周期 解 ， 根据 $3.3 (d) 的 
定理 ,其它 的 每 一 个 解 都 渐 近 于 它 ., 剩 下 的 只 要 证 明 : 如 果 Ga), 
VO) 为 男 一 个 以 w' 为 周期 的 解 ， 则 应 有 o = o, Z) = xC), 
ya) = ye). 

如 果 我 们 已 经 假定 (7.3.1) 满足 唯一 性 定理 条 件 , 上 述 论 断 立 
BUR. 但 是 ,即使 没有 这 个 假定 ,也 可 以 得 到 相同 的 结论 

KERA ERA tA |x(o) | =d4>0, WHF e> 
0, 存在 m>0, 使 得 对 所 有 m> m, A |G + mo) — x + 
ma)l<e. 显然 ， 还 会 有 le) 一 20) + ZG + no) — + 
mo)| <£. Mid — |x + nwo’) — Elt + mo)| <e, 如 果 o 与 
o 是 不 可 通 约 的 , 则 由 于 存在 无 穷 多 对 正 整数 m(>m,), n, 使 得 
lile + no’) 一 3 十 mo)| 小 于 预先 指定 的 正 数 , 就 会 导出 矛盾 . 
反 过 来 ,如 果 o o 是 可 通 约 的 , 8 是 一 个 公 倍 数 , 则 对 于 任意 固 
定 的 :， 任 意 的 es 之 0 以 及 充分 大 的 m, 有 |x) 一 | 一 
z(t + m0)— Ze 十 m0)| < s， 由 此 可 知 i. 定理 
得 证 . 

5. 个 别 解 的 有 界 性 准则 
CERI MER 

+= ft, Ty y), >= gle, Ty y), (7.3.1) 
其 中 Io g TE Ar: 0=<:<+%, |r| < +0, [y] < +00 Le 
FA Jt] < koly] < k: Æ Aa: perso la | Shy | 


e a «e 8 e «6 


在 数 GCN., N) > 0, way bie be, ki < le <M, &< 
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ly] <M, 时 , x, y, 4) > GN, N) > 0 (A 125); (3) 在 A, 
的 每 一 个 内 点 有 
lim {O(a + 4j(1,5,y),y + 4g(t3x3y)1) — Dx,y31)}/42> 0. 


h-0 
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hii ae M>0, PERTTI we > 0; 


AM): x > L(M), [yl SM, 0< +m; 
ASM): + SL(M), |y| <M, 0<¢#< +00 


上 有 定义 且 连 续 ， 并 满足 下 列 条件 : (4) HEA L'> LM) X 
ARALI > 0, ER 
WCL, ys t) > H(L')>0, d(—L',y,t) > H(L') > 0; 
(5) = |x| > 十 co RY » lim@,(x, yt 一 Im 由 (zy 2) = 0 对 
Cy, 4) TRR; (6) d(x, Y, t) 5 Pts ya £) 满足 局 部 Lipsc- 
hie 条 件 ， 而 且 
lim{ (x + hf, y + hg, t+ h)— ilx, ya tm>0， 
i= 1,2). 
使 得 对 于 DeL +00, ,有 I 
7 |x| <4, lD] < B. (7.3.27) 
”如 果 x(t), yG) 为 满足 初始 条 件 C0) = x0, yO) = yn 的 解 . 
不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 | xo| <A, |y < B, itik A > ks B > 
Ra. 
首先 ， 做 为 准备 ， 我 们 证 明 存 在 常数 M>0, ERS 0S 
t< +o ht, |y] <M. 
考虑 假定 (2) 中 的 数 G(A, B), 并 由 假定 (1) 确定 出 数 


M>0, 4 
G(A, B)> sup olr, +M, 2), (7.3.28) 


ricette, gat <t 
我 们 断言 Ol <M. RI. AMAZE , E 
YO =M. ZH $3.1(b) 中 常见 的 讨论 ,可 以 看 出 当 tE (0, :*) 
时 , @(x(e), y), 2) 是 上 的 非 减 函数 ， 因 此 GCA, B) < Dx 
Yor 0) < P(x(#), © Mi #9), 而 这 与 47.3.28) 7/6. 
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和 刹 下 来 证 明 x(z) AR. 
固定 常数 4', 使 得 A >A, A > LCM), 则 由 假定 (4), 有 
pAs y, t) > H(A'), (7.3.29) 
再 由 假定 6) 确定 出 M > 4’, 使 得 
H(A’) > sup pM’, y, £). 


Iyl<M, patct a 
TELE x*(z) < M'.。 设 不 然 , 存 在 六 , 使 x*(:*) 一 M HF 0< 
A < A'<M'", 存在 1** < 1, 使 得 x(z**) = A’. 和 通常 一 样 ， 
BLAS E G**, 1) 内 , dx) yG), 2) FE ERAR. A 
Ho PLA’, y(e**), e) SAM’, 90), 9) < H(A’), 这 与 
(7.3.29) FI. 类似 地 , Ao DER. 可 以 证 明 存 在 常数 一 M"， 
使 得 x) > 一 M”。 于 是 定理 得 证 ， 


6. 由 Masera 定理 推导 周期 解 的 存在 性 的 一 个 准则 。 Mizoha- 
ta 和 Yamaguti 定理 
O HERR 
oa y) ?Eh 7)» (7.3.1) 
且 存在 wo > n. 使 得 ic + o, t, 5. = Voi xs ys ott + co 0; x, 


y)= g(t, x, y). 

RI (73.1) BDH lo HRN IAW. 

这 个 定理 是 $3.5 的 定理 和 §2.4 (b) AU J. L. Massera 定理 的 直 
接 的 推论 . 

(b) 现在 将 用 在 (a) 中 所 证 明 的 定理 来 证 明 S. Mizohata-M. 
Yamaguti AW FAYE ELL. 

定理 . ZAJE 


z+ fet gl) = p(t), (7.3.30) 


Fl) = -fr f(s)ds > +O, 分 别 当 x > +œ nea (7.3.31.1) 
g(x) sgo x 20, 当 lx] >4 (4 为 正常 数 )， (7.3.31.2) 
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p(t + 0) = ple), Co > 0); Mo (az = 0, (7.3.31.3) 
在 上 述 假 定 下 ，(7.3.30) 至 少 有 一 个 以 o o 为 周期 的 周期 解 . 


方程 式 (73.30) 等 价 于 系统 


z= y FG) + PO), 9 = —2@)(PO = | pear), 
如 果 令 
u= ales y) = GG) + 9/2 (GA) =|" gds), 


对 于 充分 大 的 a, b, 定义 函 数 Dx, y, t) 如 下 : 
exp(—%), x >a, |y] < +005 
[c +xr— a), 4 [x] Sa, y >b; 
exp(—u — 2a), Mata, y >b; 
exp(—u — 2ay/b), 4 x < —a, |y| <5; 
exp(—x + 2a), 当 x< —a, y S — b; 
expl(tu— xz + a), % |r| Sa, y S —è, 
对 于 充分 大 的 c > 0, 定义 内 Sd. UF: 
pi e, Bree, 
db, = e", Y r<-c. 
易于 检验 ,上 述 函 数 满足 4a) 中 所 有 的 假定 , 从 而 系统 至 少 存在 一 
个 周期 解 . 
如 果 (7.3.31.1) 和 (7.3.31.3) 保留 而 将 (7.3.31.2》 换 成 较 强 
的 假定 : g(x)sgn x > 0, 当 |x| > 4, 且 潮 一步 假定 当 |x | > +00 


Bf, lim G(x) = +00, 则 所 有 的 解 一 致 有 界 (参看 S. Mizohata- 


M. Yamaguti [1], 111 TI). 
但 是 ,在 这 种 情形 ,也 可 以 由 N. Levinson 定理 [1] 来 证 明 周 
期 解 的 存在 . 
$ 4. HE *=F(x, coso?) 的 异 相 调和 和 解 。F. John 定理 
I. 解 在 整个 (一 00, +0) 上 存在 的 问题 
在 $1.1 中 讨论 强迫 振荡 的 时 候 , 我 们 考虑 了 方程 t= 一 4° 
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(x,y, "| 


x 十 下 sin wt。 如 果 在 其 中 用 zz 十 2x/w 代 换 t, 就 得 到 形 如 
% = f(x) + ccoswt 
NIE. 
M4 f(x) = ax + pe ht, CREAT Duffing 方程 . (SEK. 
O. Friedrichs-J. J. Stoker, [1].) 
现在 我 们 将 介绍 F. John 关于 更 一 般 的 方程 的 结果 (参看 F。 
John [1],[2]). 
wee 
ž == F(x, cost), (7.4.1) 
其 中 F(x, 2) WEM TIRE: G) FC, 2) Y_oo<x<+0, 


o ù s > g a 


一 IS SIAE; Gi) F(x, z) 对 > 和 x 连续 ， Fi, F, FF 


TH 
F, <0, F,>03 (7.4.2) 

(iii) Jim | F(x, 2) = +00, dim. F(x, z) = — © (7.4.3) 
关于 x 一 致 成 立 ; 
Gv) 存在 常数 C > 0， 使 得 当 |z| lol, lel <1 时， 

IFG, DA <C, (7.4.4.1) 
或 者 
Civ’) lim Fx, z)/F(x, z )| = 0 (7.4.4.2) 


Iel++ 
关于 z 和 x” 一 致 成 立 . 
在 这 些 假定 下 ,(7.4.1) 的 每 一 个 解 都 以 整个 实数 加 一 co < : 
一 +oo 作 为 存在 区 域 
(F. John [2], 341 页 ,假定 F(x, =)€ C HF.>k>0{k 
E (7.4.2) 的 第 二 个 不 等 式 (比较 (7.4.4.1)， 且 设 (7.4.4.2) RI). 
对 固定 的 d > 0, 由 《7.4.3) 知 存在 r > 0, 使 得 
F(x, —1) >d, 4x St, 
F(x, D) S —d, Saxo | (7-4-4) 
fe G, «) 平面 上 考虑 两 条 与 二 轴 平 行 且 与 上 轴 的 距离 为 +。 
的 直线 7 5 7’ (图 127). 
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图 127 


设 xl) A (7.4.1) 的 满足 初始 条 件 x(t.) = to, Cr) > OW 
解 , 假定 定理 结论 不 对 , 而 x) 只 在 yp<r<T<+0 LAE 
X. WHase< TH, 不 应 保持 x(z) >. 因为 由 (7.4.4) 的 
第 二 个 条 件 , 积 分 曲线 了 : z= x(z) 将 凹 向 下 ,并 将 整个 在 从 A= 
Cros x) 出 发 而 以 £(t) 为 斜率 的 射线 的 下 方 , 从 而 在 [tos T) 上， 
O) RAR. 由 (7.4.1), 20) Æ [ts T) 上 也 就 会 有 界 . 当 : 一 
了 一 0 时 , x) 与 *(z) 就 会 有 有 限 极限 ,从 而 e) 还 可 以 向 工 的 
右 方 进行 延展 . | 

所 以 ， 假 设 积分 曲线 了 穿 人 直线 ” 的 下 方 . 我 们 将 证 明 : 如 
采 存 在 常数 工 > 0, 使 得 对 所 有 o << TRA re) > — L, JI 
sa) 还 可 以 在 工 的 右 方 进行 延展 .对 于 加 委 上 < 了 , 有 


a(t) = 2(t,) + | F(x, cosor)dr 
< aln) + | F(= L, coswr)dt < C' (C 为 常数 )， 
从 而 «O 就 上 方 有 界 。 FE, MET RARE WEF, xO) 
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E ln T) 上 就 有 界 , 且 在 工 的 右 方 可 以 延展 如果 了 工 无 限 次 与 
相交 ,在 交点 处 的 斜率 将 小 于 C“ 。 如 果 s* HV AWRY C 
斜率 的 射线 ,x 一 aC) 上 点 的 纵 坐 标 就 不 可 能 超过 s* 上 具有 相同 
Bin ROB Shs, Mid x(z) RAR. 

因此 :我们 已 经 证 明了 当 上 一 了 一 0 时 ，limx(a) = — 0, & 
用 类 似 的 推理 可 以 证 明 当 ¢ 一 工 一 0 时 ， lmx(z 一 十 co。 从 而 ， 
a= x) 无 限 次 地 穿 过 直线 5r. 

由 于 对 了 与 或 ”的 每 一 个 交点 ,在 > 或 ”上 对 应 着 一 个 线 
段 ,这 线段 以 交点 为 左 症 点 ,而 不 包含 其 它 的 交点 , 可 以 推出 8B = 
(T, x), B' = (T, 一 x0) 分 别 为 工 与 > 或 ”的 交点 的 聚 点 . 

下 面 首先 假定 (7.4.4.1) WE. 设 & 表示 T MELE + 的 交 
点 的 横 坐 标 ， 耐 上皇 表示 其 后 的 极 大 点 的 横 坐 标 。 显然 有 x(a) 一 
zo (7.4.1), 有 

(a) = — EGO), cos ws ds, 
因为 | 
(E) = r + (E — aa) 十 | E DFC), cosas, 
可 知 È 
O0<ax()— x | (s —a)|FCx€s), coscs)[ds, 

从 而 

0 < rl) 一 z< 委 |FCz(CS)， 一 1 CE — a)/2, 

1 te < [GOD G- aY < e Eno 

x(é) x(5) 2 2 

但 是 ， si. x(E) = 十 co Mm, lim (E — a}/2 一 0， 这 就 导 
NF |B » 从 而 (0) 应 在 整个 [ns 400) 上 存在 . 

另 一 方面 ,按照 F. John 的 条 件 ,假定 (7.4.4.2) RIL, RTR 
证 明定 理 。 如 果 令 

eCe, 2) = | FG, 28, 
则 函数 ga, z) 对 ze [一 1, 1] 为 单调 的 ， 且 对 茶 x, 当 |e] Se 
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Bf, g(r, z) 为 负 ， 旦 绝对 值 为 递增 的 . 因此 ， 当 |x| > +00 Bi, 

lim g(x, z) = 一 co 对 于 z 一 致 成 立 。 下 面 的 极限 也 关于 z 一 至 

成 立 : . | 
km C22) hm fi PACs eat _ am Fr) a9. 
site ges a) ote (ecg, ajag Moto BGs a) 


所 以 ,如 果 有 必要 的 话 , 我 们 可 以 增 大 x。, 使 得 当 |x] > x, 及 对 所 
有 的 z, 有 
g(x, 2) <0, lgs(x, 2)| <elg(z,2)//[CT — aol, 
0<e<1, (7.4.5) 
因为 对 于 rl 之 x 的 所 有 值 ,由 《7.4.1) 可 推出 
d[#/2— g(x, coswt)]/dt = wg,(x, coswt) sin wt, 
我 们 有 


FPO) + Ie) cosi = wo) gG), coscos) sin cid 


+ > 24) 一 g(2(%), cos on). (7.4.6) 


当 [e| Sr lel <1ff, BRM e.(x, 2) DATA 
一 常数 C”; 而 当 |x(s)| Sx, TAMA (7.45) RARO 
趟 ;从 而 ,在 (7.4.6) RiR t Ra) BARBS {taho {ta} 如 
UR, HABA BIB AI, MIE rC) <a), CHI 
2 一 +00 时 , x(z,) > +00), RITE 
Ig(x(5,), coswt,)| $ C”CT — tojo + e| gler), —1)| 
+ #(10)/2 — gxt), cos wt), 
所 以 
I ge), DI < CT — so) Tslg(x(Go)， 一 1)| 
+ #41)/2 — g(x(t), coscos)|, 
TE 
bm lele)» 1)1/|g(x(ts), DI <2, (74.7) 


但 是 ,由 (7.4.4.2), RATE (0 <0 <1,0<0,<1): 
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tim LEG D tim LEG), 1) — 8G), 1) 
notroo(x(t,), —1) ata g(x(fn+1), —1) _ gla(tn), —1) 
= tim EG) + Oirn) — x(t2)}, 1) 
amo F(x(t,) + 0{x(ta41) — x(t,)}, —1) 
= tim PEC) + Ol eC) — eUn), —1) 
ae FCn) + 0{x(2,41) Z x(2)}» —1) 
y rim 2Ps(x(15) + Melina) — x(t)}, —1 + 26) 
aso F(x(i2) + Btx(tato — x(t,)}, — 1) 
1. 
IX 5 (7.4.7) FE. 

这 样 ,我 们 已 经 证 明了 : 或 者 在 条 件 (i) 一 (iv) 之 下 , 或 者 在 
条 件 (i), Gi), (ii), (iv) SF. (7.4.1) 的 解 都 以 (wn; +00) 为 
BER. 因为 在 (7.4.1) 中 用 一 : 换 :, 方程 并 不 改变 、 所 以 
(7.4.1) 的 每 一 个 解 都 在 (一 co， 士 oo ) 上 存在 ,于 是 定理 得 证 . 


2. 关于 异 相 调和 解 存在 的 F. John 定理 


(a) 我 们 将 把 (74.1) 的 解 x(z) 称 为 它 的 一 个 异 相 〈 关 于 
cos wt) 调和 解 ,如果 它 以 2 上 /oo 为 周期 , 且 在 coso: 取 最 大 值 的 点 
t=0, +2e/0, +4a/0, .处 取 最 小 值 , 而 在 cos cot 取 最 小 值 的 
Rita/o, t3c/o,--- ARRAK E. MERIA R CREA. 

假定 存在 这 样 的 解 , 值 2(0)| 称 为 解 的 负 振 幅 , 值 |x(a/w)| 
称 为 解 的 正 振幅 ， 

和 nada (7.4.1) RATER a 之 0, 试 


ii FEE +. cor s, BẸ 1/0 = ps (74.1) 就 变 成 
d°x/d = p°F(x(5), coss) (p> 0). (7.4.8) 
RGAE, TRAE G)—G) (或 者 其 中 的 (iv) 用 
Civ’) RE) 足以 保证 解 的 唯一 性 及 在 整个 实 轴 上 存在 .在 这 些 条 
件 之 外 ,假定 把 (7.4.2) 的 第 二 个 不 等 式 换 成 如 下 的 较 强 的 不 等 式 
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F,>R>0, KANE. (7.4.2.1) 
我 们 立即 看 出 ， 对 于 固定 的 Xy 由 条 件 (i), Cii), (iii) 可 知 当 


x 由 一 oo 变 到 十 oo 时 ,|” F(x,coss)4s 连续 地 由 十 co 递减 到 一 co 


所 以 ， 恰 存在 一 个 值 = 一 “， 使 | F(a, coss)ds = 0, JE e BR 
x 十 a, 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 : 
| PCO, coss)ds = 0, (7.4.9) 
TE WHET cs 0, 有 | 
sgn | F(x, coss)ds== —sgnx (x50). (7.4.10) 
(b) 现在 来 确定 存在 异 相 调和 解 的 必要 条 件 , 首 先 ,我 们 有 


7 0) = xe) 0 Cr = 43/4), (7.4.11) 
由 (7.4.8), 有 


| F(x(s), coss)ds = 0, - (7.4.9.1) 


FA (7.4.10) 可 知 (s) 不 但 取 正 值 ， 而 且 还 应 取 负 值 ， 所 以 
x(0) = —a (a>0), «(a)=b, b>), (7.4.12) 
而 且 有 
*(s)>0,0<s<a, (7.4.13) 
因为 ,如 果 在 茶点 5, 0 二 5 二 ww, 有 x《5) 二 0, x(s) 在 这 点 应 
为 递减 .但 总 可 以 找到 x(s) 为 递增 的 点 ,x(s) 就 会 在 0 与 x 之 间 
至 少 有 一 个 最 小 值 , 而 这 是 不 可 能 的 ， 也 不 能 有 r) = 0, 0S 
;二 w, 因为 ,如 果 这 样 ,由 于 3 不 是 极 值 点 ,就 有 x (s) 一 0。 因 为 
由 (7.4.8) 可 得 
pd3x/ds = F,(x(s), coss)x'(s) — F(x(s), coss)sins, 
(7.4.14) 
MIE (7.4.2.1) 可 推出 x”(5) < 0. 于 是 «DE 5 的 左 方 为 递减 
的 .正如 我 们 已 经 指出 的 ,这 将 推出 在 0 与 之 闻 存 在 x(s) 的 极 


加 这 人 名 话 为 译 者 修改 的 。 一 一 详 者 注 
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值 点 ,而 这 是 不 可 能 的 . 

Cc) 立即 可 知 ，(7.4.11)。(7.4.12)，(7.4.13》 ZIRIT (7.4.8) 
的 异 相 ( 关 于 cos) 调和 解 (局 期 为 2%) 的 特征 . 

事实 上 ,如 果 令 yC:) 一 *《 一 s), WE (=p FCs), coss), 
y(0) 一 一 a,y(0) 一 0， 所 以 ， 由 唯一 性 定理 有 x( 一 s) = x(s). 
IRE, mR Cs) = C2 — s), Wy C) = PFCC), coss), 
yhe) =b, yx) 一 0， 于 是 又 得 到 2e 一 s) = x), MUA 
x(s) = x(—s) = x(2æ — s), WIE, (OU 2x 为 周期 . 

男 外 还 有 两 个 存在 异 相 调和 解 的 必要 和 条件。 因为, 当 0 < :一 
eek, F(x,coss) < F(x, 1) < F(—a,1). 所 以 ;由 (7.4.9.1), 有 

F(—a,1)>0, (7.4.15.1) 

类 似 地 ,有 
其 中 一 a 二 0 二 4. 

Cd) 现在 已 为 证 明 F. John 定理 做 好 了 准备 . 

定理 . 在 ®© 中 所 列 假 设 下 ， 对 每 一 个 使 O 4.15. ALDA 


F(b, —1)< 0, (7.4.15.2) 


ci disk i, #0) = 0 (7.4.16.1) 
omen net : 
O<x'(s), 4O<Ms<a, x(a)= 0, (7.4.16.2) 
AEREE O 为 异 相 亩 各 角 的 充分 条 件 . 
首先 证 明 对 充分 小 的 p,《7.4.8) 的 满足 初 值 条 件 (7.4.16.1) 的 
解 ,也 满足 
x(s)>0, 40<s<a, (7.4.17) 
于 是 ,对 于 这 样 的 值 ，x'(e) > 0. 
事实 上 ，* 的 函数 | F( 一 *，cosr)dr Ys 一 0 时 等 于 0， 而 


当 s 一 工时 为 正 。 它 的 二 阶 导 数 等 于 —F,(—a, coss)sins, 当 
0 一 “一 上 时 ， 这 导数 为 负 ， 所 以 这 个 阴 数 是 凸 回 上 的 陋 数 ， A 


th, 当 0 二 ;二 x 时 ， | F(—a, cost)dt > 0。 
0 


假设 当 -a-1<Sx<ta+1, 0<s<afi, l|F.(, 
coss) <C,C 为 一 常数 . 如 此 确定 s, 使 0O<s<1 昌 sc 一 


| F(—a, cost)dt, 对 于 se (6 sæ), 此 处 5 满足 0 二 5 二 x。 对 


应 于 s, 存在 po > 0, 使 得 当 0 << pH RMA Cs) 一 一 a 十 
p(s), 其 中 当 0 <6 Sah, fp) <e FE RMA 
x"(s) = pF(—a + os), coss) = p°[F(—a, coss) 

+ F,(—a + O(s)p(s), coss)o(s)], 
其 中 0 二 6) 二 1。 所 以 , 当 0 <p Spk sE, w), E 

x(s) = p ly F(— a, cost)dt + Maec|, 
其 中 (AG) < 1. 因此, Æ (6, e) Pe) >0, 如果 必要 的 
话 ,我 们 还 可 以 把 8 取得 更 小 些 ,使 得 当 0<s <3, —a— 8 < 
+ 一 4 十 EE 有时， 有 FOr, cossì)=>C>0, CHE. 又 由 于 
e) 一 六 | FC 一 a + pr), costar > 0, 所 以 推出 在 (0, è] 上 
也 有 x (5) > 0. 

Ce) 其 次 ， 我 们 来 证 明 ， 对 于 充分 大 的 > 0, (7.4.8) 的 由 


(7.4.16.1) 所 确定 的 解 不 可 能 当 0 二 :二 «时 满足 条 件 =(*) >o. 
只 须 证 朋 , 对 于 充分 大 的 p, 如 果 当 0 二 :二 a 时 , x'(s) >0, 


将 有 * (r) <0, 
我 们 看 到 ,在 我 们 的 假设 下 ,由 (7.4.14), 有 
a()<0, <s <r., (7.4.18) 


Ks, E0 <8 < F(—a, 1), 并 确定 e > 0, €,> 0, 使 得 
F(x, coss) > è, 4 —at_ &<Zx<—-a4+ £, (7.4.19) 
[sl < Er 
设 % 为 沿 着 解 = x(s)， 使 得 F(x), coss) = è 的 ?的 最 
小 值 , 而 sa 为 沿 着 同一 个 解 , 使 得 FCG), cos?) 一 0 的 ?了 的 最 
小 值 ， 不 排除 有 可 能 s = +00, 可 知 对 于 所 有 解 ， 有 0 一 wm 二 
sz +00. 
Hi (7.4.8) 可 推出 ; 当 0 < s <a It, p <a") 0< 
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sso ht, x(s) + a > p’R6/2. 

取 M>0, È « >MRINA ze€(—-1,1] 有 F(x,2)<0, 
由 于 p'sid/2 — a < x(so) Æ FCx(5),coss) = 8 > 0, BLA] p’26/ 
2—a < M, FRY s < p[2(M + a)/6]’”, 

当 p* ROKET. At p=> p*, A s<eE <a, H34 0<sS% 
RY, r (s) = p?F(x(s), coss) < p?F(—a, coss) < p°F(—a, 1). 
所 以 | 

a"(s) < pF(—a,1), 0<s SH, (7.4.20) 
Alb O< rls) +a < p*’FC—a,1)/2, Os <u). 

由 于 当 pa p* 时 ， F(x(s)s cos so) = È, oZ 6, EH 
(7.4.19)， 不 可 能 有 C) +a Sen 由 此 可 知 a < (50) + a< 
psiF(—a, 1)/2, BB p > p* hf, s > p*128,/F(—a,1))”. 

Gs << +087,7# 2") > 0, HE x Cs) > #’°( 5), 
So <5 Ss. 再 由 关系 M > xs) > als) + Cs — ne > a 


+ Cs — eg] 2° Cs) = p f” F(x(s), coss)ds > pse, > pò 


[26,/F(—a, 1)}?, 4 s = s Af, hea] M > — a+ Csi — 59) p8 
[2e,/F(—a,1)]'*. 所 以 ， s ARE 
0 <s — s < CM + a)p 6s "[F(—a, 1)/Ce)], 

因此 , 当 p> +o, s Ms, 都 趋 近 于 0. 

现在 rC) 一 0， 再 由 (7.4.14) E (7.4.2.1) AY ascu 
Hi a) < — pi sins, z Cs) < pk(coss — coss). 

因此 ， 

x(n) < phR( sind — scossi) |7, + (4), (7.4.21) 

又 因由 (7.4.8), 有 x"(5) <pF(-a, 1), x"(51) < ps,F(—a,1). 
Æ (7.4.21) 右 端 中 略 去 一 p 况 sins, BB (a) 一 一 PCa — s) 
coss + p°ssF(—a4,1). HFH p> +00 时 , 5, > 0, 这 个 不 等 式 
BA tas p> +00 时 为 负 , 所 以 有 al) <0. 

Cf) 如 果 as, p) 表示 (7.4.8) 的 对 应 于 初 值 条 件 (7.4.16.1) 
的 解 , 因此 , 我 们 已 经 证 明 对 于 充分 大 的 pp，x (sp) KE (0, w) 
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中 至 少 有 一 个 零点 ， 现 既然 对 于 充分 小 的 p> 0， 当 s。 在 《0,*] 
中 时 ,有 rC, p) > 0, 我 们 可 以 考虑 这 样 的 p 值 的 上 确 界 po A 
于 所 有 的 pe (0, po) xC PIA O, a] 中 都 不 为 0。 我 们 再 来 证 
明 , 对 于 解 x(s, Po)» 有 x’ (or po) = 0, Rp Po 就 是 与 事先 指定 的 数 
a 对 应 的 值 ,使 得 (7.4.8) 将 有 一 个 异 相 的 调和 解 . 

为 此 ,首先 ,我 们 注意 到 * 《0， po) = piF(_a, 1) > 0, 所 以 ， 
在 “一 0 的 右 方 的 一 个 区 间 上 ,有 rC, po) > 0. x's, po) 在 《0， 
x) 上 不 会 改变 符号 ,因为 如 果 那 样 , 对 于 充分 靠近 po 的 小 于 po 的 
p, xs, p) 就 会 在 (0, wm) 中 有 零点 ,而 这 不 可 能 . 因此, 在 (0， 
n) 上 有 x(s, Po) = 0. 但 是 ,由 (7.4.14), x’(s, Po) AMI FRI, | 
所 以 当 0<s<a 时 ， x’(s, Po) > 0. 从 而 有 x (mr， Po) = 0, 

E, WR x(n, po) > 0, RII (0,01 上 就 会 有 x's, 


Po) > DD. mB, HT Se CO, e], 有 | F(x(r, Po)» cost )dt > 
0, 晶 如果 对 于 P > Poo 令 x(s, t) = x(s, Po) +o), 则 可 以 重复 
(d) 未 了 的 推 证 方法 ,证 明 存 在 8 > 0, 使 得 对 于 pe [ Po» Po + ô] 
及 sE [0, a], A x'(s, p) > 0, 天 此， Po 就 不 再 具有 定义 它 时 所 
指出 的 性 质 。 所 以 ,最 后 就 应 有 x* (wm,po) = 0. 


$ 5. JEA #+f(a)£+g(x)=p(£) 


1. S. Lefschetz, N. Levinson, M. L. Cartwright 和 J. E. Little- 

wood 等 人 的 结果 l 

公认 S. Lefschetz [1] 在 如 下 的 假设 下 最 先 研究 了 方程 

z + fr) + g(x) = pC). (7.5.1) 

设 f(x) ESE g(x) 与 g(x) 连续 ; 当 * > +00 It, limg(x)/ 
x = +00; plr + o) = p(t), o > 0; pH) 连续 ;上 且 补充 假定 存在 
两 个 两 数 b 及 B, 使 得 [F(x) — bgl) < Bjel, 其 中 F(x) = 
| f(s)ds. Lefschetz 应 用 Brouwer 定理 ($2.1) 证 明了 至 少 存在 一 
个 以 % 为 周期 的 周期 解 . 
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其 后 N. Levinson [2] 游 上 碟 了 更 一 般 的 方程 
z+ f(x, a + g(x) pd), 

ET plz + a) = ple), 它 也 是 应 用 Brouwer 定理 给 出 了 一 个 充分 
条 件 , 以 保证 存在 唯一 的 以 。% 为 周期 的 渐 近 稳定 的 周期 解 , 这 我 们 
将 在 $8.2 中 较 详细 地 介绍 . 

M. L. Cartwright 和 J. E. Littlewood (参看 M. L. Cartwright-J. 
E. Littlewood [1], 也 可 以 参看 M. L. Cartwright [1]) 考察 了 方 
程式 

B+ R(x, k)t + g(x, k) = pCa k) 

的 解 的 有 界 性 ,其 中 和 为 一 参数 ; f(x, kh) 连续 , 且 对 * 满足 Lips- 
chiz 条 件 ; 当 |x| SIN, f(x, 4) 2b, > 0; 而 对 所 有 的 x, f(x, 
k) > — bas g(x, k) Xt r WEI Lipschitz 条 件 ; Ma SIN, g(r, 
R)sgnx > 6, > 0, Hix] ER, ga) < rE), 其 中 r(5) 与 
k ER AIMAR E RWA PG, R 连续 ,|p(z, AT SP. 对 所 


Hts te | p(t, ma <p. 


在 这 些 假设 下 ,存在 常数 B> 0， 使 得 对 固定 和 的 《x。, yo) > F 
在 对 应 于 Cros Yo) 的 t= Alt yo), ERK :2>a HN, WE 
x(0) = xo, #00) = yo HIRE LG), 对 充分 大 的 ,有 [xC2)| <B, 
It) < BC +1), MA AKANE LOI <8, li 一 
B, 


在 $3.6 中 ,我 们 引用 了 S. Mizohata-M. Yamaguti 的 一 条 定理 ， 
它 给 出 了 很 一 般 的 条 件 ， 足 以 保证 (7.5.1) 至 少 存在 一 个 周期 解 . 
在 $5.2 中 , 我 们 将 介绍 A. de Castro 对 于 一 个 定理 的 证 明 , 这 个 
定理 和 上 面 所 引用 的 Lefschetz 5 Levinson 的 定理 是 一 个 类 型 . 在 
65.3, $5.4, $55 中 ,将 要 介绍 同类 型 方程 的 另外 一 些 结果 . 在 $7 
中 ,将 给 出 我 们 已 经 在 $3.3 (g) 中 引用 过 的 ,关于 方程 

z + RfCx) + g(x) = kp), k>0 

的 Reuter SE. 


2. N. Levinson 的 一 条 存在 性 定理 和 一 条 关于 渐 近 稳定 性 的 定理 


Ca) 给 宗方 
z+ f(x)# + g(x) = ple), (7.5.1) 
其 中 f(x) , y《x), ple) 分 别 对 * 与 + 在 (一 ,00) 上 连续 ， 此 外 
还 假定 : (i) pG) allo ERED DEEL. pG +o) = 
pt), 且 对 定义 为 


Pi) 一 | p(5)ds, (7.5.2) 
RPC), 有 
PCa) = | p(s)ds = 0, (7.5.3) 
或 者 ,这 等 价 于 存在 常数 P > 0, 使 得 
|P(W| <P; (7.5.4) 
Gi) 如 果 f(x) > 0, HEX 
F(x) = | f(s)ds, (7.5.5) 


则 存在 常数 。 > 0, 使 得 
Cel > Pts, e>03_ 


这 个 定理 的 证 明 (是 A. de Castro ;告知 作者 的) $2.2 (6) 中 
所 述 方法 的 一 个 应 用 . 
不 失 一 般 性 ,假定 4 > è, HZ 5 (7.5.1) 等 价 的 如 下 系统 


si = y — F(x) + PG), y= —g(x), (7.5.6) 
由 假设 ;对 这 个 系统 ,存在 与 唯一 性 定理 成 立 . 
和 通常 一 样 , 定 义 | 
G(x) = | g(s)ds, (7.5.7) 
BS c 为 如 此 的 常数 ,使 得 
c >2|F(+a)| + 2ae|g(ta)l|. (7.5.8) 
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在 zy 平面 上 构造 一 条 闭 曲 线 了 ， 它 由 下 列 弧 段 所 组 成 (图 128). 


图 128 
T,: y?/2 + G(r) = c?/2 + G(—a), 4 x < —a; 
TD y — elr + a)/(2a)=c, X asa <a, (y > 0); 
Ts: Cy — e)?/2 + G(x) = c2/2+ Gla), 4x Èa; 
Ty; y— 8(x + a)/(2a) = — c, Y-asax<a, (y <0). 
弧 T 和 TT, 分 别 对 直线 7 二 0 及 y= 二 8 对称， 而 线段 T, 与 TT。 
REIT EHET, A Yy BEREH 2e, WEIT Ta 
| 对 任意 的 7, HCH (7.5.6) 的 过 点 《zi x, y) 的 积分 曲线 ,其 
中 《x,y)€T, 而 x 二 一 a. C 也 用 以 表示 由 方程 > 一 0), y= 
YG) 所 表示 的 平面 曲线 . 
因为 
yo + gle)a = —yg(x) + g(x)[y — Fa) + POD] 
= —g(x)[F(x) — P] <0, (7.5.9) 
而 T, 在 任意 点 的 斜率 等 于 一 g(x)/y， 可 以 推出 C 必 与 相交. 
我 们 来 证 有 明 , 当 z 增加 时 , CHEAT. 
首先 ,我们 看 到 ,由 (7.5.6) 的 第 二 个 方程 可 知 y > 0, 因此 ,如 
Ry > 0, 则 由 (7.5.9) 可 知 g(x)x <0, 从 而 xz 0, 再 由 (7.5,9)， 
就 有 0 </a 二 一 glx)/y, TÆ t 增加 时 ,C 进 入 TT，、 这 个 事 
SY y<0,£2>0 FETI, ANIKN EA 9/2 > 0 > 一 g(x)/ 
ys Hy <0, 2 <0 WY, HC75.9) FA 9/8 二 一 g(x)/y <0, 也 可 
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bre CHAT. 如 条》 = 0; WAT > 0, 520, 也 得 到 相同 
的 结论 . 

现在 假定 C 过 了 的 一 点 Cr, y), Hh x > a3 M] Cy 一 s)7 十 
g(r) = — g@)(y — e) + g@[y— FC) + PE] = — g(x) 
[F() PG) — e] <0, BRET, 上任 一 点 的 斜率 等 于 一 g(x)/ 
(y 一 e), 并 考虑 y E e 的 三 种 情形 ,仍然 会 得 到 C RAT. 

在 T， 上 的 点 ，C 的 斜率 为 /x 一 一 g(x)/[y 一 Fx) + 
P). AM t=y — Fa) +P) =c telt a)/(2 a) 一 
F(x) + PQ) >c — |F(ta)|-P> 0, mR» <0, 可 知 当 上 增 
Int CHAT, M4s9>0R, HAFT0<39/4<|g(xta)|/[e 一 
1F( 土 a)| — P] 二 e/(2a)， 可 以 得 出 相 辣 的 结论 . 

对 于 站 (于 平行 于 PP) 上 的 点 A i= —c+6(x 十 a)/ 
(2a) — Fa) +P@)<—c+e+|F(ta)| +P. 因为 c=>2 
|F(ta)| > |F(ta)l + Pe, 所 以 可 知 * 二 0。， 因 此 ,如 果 9 
>O,CREZAT. mk» <0, 则 有 0 </< |ef(ta)]/(e — 2 
|F(+a)|)<6/Qa), 也 得 出 相同 的 结论 . 

用 相同 的 方法 可 以 证 明 : 当 C 过 T 的 四 个 顶点 《一 s， 土 c)， 
(a, te + e) 时 , 当 z 增加 时 , CHEAT. | 

现在 ,应 用 Brouwer 不 动 点 定理 , 即 可 证 得 de Castro 定理 . 

上 述 论证 也 证 明了 : 《7.5.6) 的 任意 解 C: r= xG), y= yG) 
都 是 正 向 有 界 的 .因为 ， 只 要 增加 a 和。, 就 可 以 得 到 闭路 了 , 它 
能 把 任意 事先 指定 的 c 上 的 点 《x(zo), y(to)) 包含 在 其 内 部 ,从 而 
也 就 包含 了 C 上 对 应 于 : St 的 所 有 的 点 。 | 

(b) 在 g(x) = x 的 特殊 情形 ,我 们 依据 N. Levinson [3] 的 广 


PER UERA INNS: 


at è. # eo # 
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且 是 全 局 渐 近 稳 定 的 ， 

为 了 证 明 这 个 结果 ,我们 首先 注意 到 ， 如 果 Gal), n@), 
(x,(¢), yi{t)) 为 系统 

t=y— Fx) +P), 9 = —x (7.5.11) 
的 两 个 不 同 的 解 , 且 定义 一 个 非 负 遂 数 DG) 如 下 
DE) = [Ca — 1G)? + Gils) — (YS, 
则 有 
D = [Cx, — e) — 41) + G2 — 91) 092 — dn) ]/D 
= 一 (za 一 x LF Cr) 一 F(x,)]/D, 
由 此 可 知 刀 委 0. 4 rG) 关 mt) ADO. RY è 增加 时 ， 
DO 减少 . 

现 设 r = x) 为 (7.5.10) 的 最 小 周期 为 wi 的 局 期 解 。 则 由 于 
我 们 排除 了 pls) 为 常数 的 情形 , o = lo, 其 中 1 DIERA. x(z) 
对 应 着 (7.5.11) 的 解 *+ = eG), y= 70). 假定 定理 的 结论 不 对 ， 
WEER Carle), yE), BH 上 一 十 co 时 不 趋 近 于 (x#(z), 70). 

如 果 DG) 表示 点 E), IOM Cole), yol?)) 之 间 的 欧 氏 
距离 ,就 有 

lim Dt) ~ A > 0. (7.5.12) 

inf D.C) 表示 点 (a+ no), yet 十 no,)) (n= 1, 

-)5 FG), YO) 之 间 的 距离 , 则 由 #C) ， yz) 的 周期 性 ,有 

D nea D: + nœ), Mi 

| dm D(z) = (7.5.13) 

inf P, 一 (xno), vn0,)), P = C0), y0), WAF 

{P,} 至 少 有 一 个 极限 点 8, 由 (7.5.13), 有 |OP| = 4. 
Mix), yy) 为 + 二 0 时 过 点 8 的 解 。 则 当 上 之 0 时 ， 
A> DG = [E — #0) + GA) — yO)?" 

> D,(4)— [Cet tno) — 2 (2) P+ Cyt +00,)— (HR. 

(7.5.13) 

于 是 看 出 aCe + no), yt + no) 与 在 + = 0 时 过 P, 的 解 重 合 . 

对 固定 :, 根据 解 对 初 值 的 连续 相依 性 ， 对 任 给 s > 0, 存在 
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n > 0, E4 n= nlr t no) — x C2) + Cyl + no) — 
yI < e, BI, HA(7.5.13) 和 (7.5.13》 可 知 对 所 有 的 上 有 
DLO) = 4, BI DO BRR. AG > «G), MMA ya) 一 
yŒ). HETA 4 = 0. 但 是 我 们 已 假定 4 >> 0. FE. TRE 
理 得 证 ， 


3. 方程 X+g(x) = p(t), p ABAR. G. R. Morris 定理 
(a) 给 定 方 程式 


z+ g(x) = ple), (7.5.14) 
其 中 g(x), pC) 在 (一 00, 十 0) 上 连续 ， g(x) 满足 Lipschitz 条 件 ; 


为 i(mo/2) = 0. 

首先 证 明 如 果 aCe) 为 (7.5.14) 的 满足 x(Rwo/2) = 0 RE, k 
为 整数 , 则 有 (e) = ulko 一 1). HHS ve) = ulko — 1). 于 
是 有 

De) + g(ole)) = tho — 2) + g(ulkeo — 1)) 
= p(kw — 1) = plz), (7.5.15) 

所 以 vl 是 (7.5.14) 的 解 . 现 oCko/2) = u(ko/2), oC keo/ 
2) = —a(ko/2) 一 0 一 妈 kKo/2)， 因 此 ,由 唯一 性 定理 有 «@) = 
v(t), Bl ulko — t) = ule). 

FHI RN RRA. 事实 上 ,如 果 x(z) 是 
以 mw 为 周期 的 满足 #(0) = 0 KORR, 则 由 (7.5.15), x(—2) 也 是 
一 个 解 ， 且 由 条 件 #(0) = 0 可 知 x(—2) = ce) = x(mw + t), 
所 以 一 让 一 1) = lmao + 1), Alt, t= —mo/2 kf, —èCmo/ 
2) = #(ma/2) = 0. 

反 过 来 ,如 果 #(m0/2) = 0, HERD: Wk =m, WE 
x(t) = «(-t) = x(mo + t). 

(b) G. R. Morris [1] 证 明了 如 下 的 定理 , 它 讨 论 了 (7.5.14) 
的 一 个 特殊 情形 : 
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PEIER 
六 十 2x7 = p(r), (7.5.16) 
共 中 pO 为 以 。 为 周期 的 偶 函 数 , 则 对 干 正 整数 mw,(7.5.16) 有 无 


SEA mo 为 最 小 原 期 的 角 


4. 奇 周期 调和 解 。 关 于 具 强 迫 项 的 Duffing 方程 的 W.S. Loud 
定理 


(a) TRA pte) Mo>o 为 周期 ， BARE pG + co/ 
关于 这 样 的 函数 ， 有 如 下 的 性 质 ， 
给 定 方程 
ž + f(r) + glx) = PG), 
If, g, p TEC 0, +00) 上 连续 ， 帮 一 =) 一 f(x), ga) 一 
“EE ME Lipschitz 条 件 ， Pa 为 局 期 为 。 SOTA, 


es ù as 0 eè è» 


x(t + 0/2) = — LO. 

如 果 令 volt) = — x(t + wo/2), 则 yo(t) Dl o AAA, E 
PGE) + ECY) + g(yo) = — pCt + 0/2) 一 p(t)， 由 解 的 唯一 性 
BUA xol) 一 yole) 一 Paoli + 0/2). 

(b) 我 们 介绍 W. S. Loud [1] 的 如 下 的 定理 而 不 加 证 明 . 

给 定 Duffing 方程 

Bt cit zt x = pr), 
BEP 0, P XENO EAL o NITAL, max 
Ip] = 1, c? > 4848, A = min[1+4/c,1+ 4/02, 8- + 4/ 
21, INFATTI OE 

C) 我 们 在 这 里 要 提 及 关于 2+ f(x)* 十 glx) = pl) 的 两 
个 特殊 情形 的 结果 ,其 中 p(—2) 一 — pd). T. Shimizu ([1], 93 
页 ) 证 明了 : MR c>0,4>0, He, d Re 都 充分 小 ， 则 方程 
#+e%x+ cx + d == esin2at/0, 0>0, BAAS ho NE 
期 解 ; A= 1,3, -+-,224+1, 


T. Manacorda [2] 研究 了 方程 式 z+ [TP — BC + x?) )] x 
=p), 其 中 B, T IRR, 0<B? < PS 1/4,p@) ER, HA 
Ale 为 周期 的 奇 周 期 函数 ， 他 用 逐次 逼近 法 证 明了 这 个 方程 有 
唯一 的 以 20 为 周期 的 调和 解 ， 

5。 关 于 方程 式 让 十 f(x)X + Vx = Fsinwt (A>0,0> 0, F> 

0) 的 周期 解 的 DC. Graffi KER 

方程 式 

2+ f(x) + Bx = F sin oo, (7.5.17) 
(4, F, co 均 为 正常 数 ) 
当 f(x) 一 2e 时 变 成 在 $1.2 所 考虑 过 的 线性 强迫 振荡 . 

假定 f(x) 满足 足以 保证 至 少 存在 一 个 以 了 = 2/0 为 周期 的 
调和 解 x(9) 的 条 件 ,例如 f(x) 连续 ,| fs)ds 一 +0, Mr 
+, (S. Mizohata-M. Yamaguti 定理 ,$3.7 OD. 我 们 将 介绍 
D. Graffi 的 几 个 关于 r) 和 x(z) 的 不 等 式 ， 

用 x(z) HE (7.5.17) ,并 用 到 

| zxdft = 一 | dt, | f(x)xzdi = 0, (T = 2r/w) 
就 得 到 
— 2° | x°di + | Xdt = — F | x(t) sin wrdt. (7.5.18) 

将 (7.5.17) 由 0 到 工 积分 ,就 得 到 |" xdt ~ 0， 于 是 ,如 果 将 
xl), i) 展开 成 Fourier 级 数 ( 关 于 这 个 展开 的 合理 性 ， 请 参看 
G. Sansone [1], $3.4, #52 页 ), 有 


m à 
r = > [a cos not + b, sin not], 
an=1 , 


i = ba nwl b, cos net — a, sin wt], 
n= 1 


此 处 
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2 (7 2(7_. 
a, = 2 | xcosncwtdt, b, 2 | x sin notdt, 
T Jo | T Jo 


rH Bessel 恒等式 ( 见 G. Sansone [1], §2.4, 第 47 页 ), 有 


T oo 
| ra Z D, Cah + B), (7.5.19.1) 
0 n=1 
T ol Sate te 
dt = — DI nola + 62). (7.5.19.2) 
0 n=1 


设 wo > hÀ, 就 有 
|" adi — 4° \" Ldt = 一 3 (nw? 一 47)( a2, + 52) 


2 T 
> 工 (o — NE + 81) = (a — x)| eae, 
0 


(7.5.18) ,根据 Schwarz KEA (G. Sansone [1], 第 一 章 $2.2, 第 
4 页 ), 有 l 
(wo? — 23) | x°dt S F i x(t) sin ra 


< F |. za ° (T/2)'"; 


于 是 
T FT | 
| x°dt <= Ilo — 4)? (T = 2r/w). (7.5.20.1) 
我 们 还 有 
T T 
| para] xdt 
0 0 
2(T 
>= ¢ wo? > n( a2, + b2) = QUE dt, 
从 而 2 -一 42 T r 1/2 
et | Xdt <= F [| zar (T/2)?, 
w? 0 0 
由 (7.5.20.1) ,有 
T 272 
,2 w FT T=2 7.5.20.2 
| za < ea (Tm Plo). (15.202) 
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HH(7.5.19.2),(7.5.20.2),4 Tmo’ a2 + b2) < wo F?T/(o? — VY, 
BIL (e) 的 Fourier 级 数 展开 式 的 * 阶 调和 项 的 振幅 注 足 


(al + BY < (n= 1,2, °°). (7.5.20.3) 


__ Fo 
n(w? — 23) 
不 等 式 (7.5.20.1),《7.5.20.2),(7.5.20.3) 就 是 Graffi 不 等 式 . 


$ 6. 方程 式 *+F(4)tx=p(2) 


1. R. Caccioppoli, A. Ghizzetti 和 A. Ascari 关于 周期 解 的 
存在 性 、 唯 一 性 与 稳定 性 的 准则 


(a) A. Signorini 在 研究 舶 波 中 推导 出 如 下 的 方程 式 
e+ F(z) + x= pCt). (7.6.1) 
如 果 F(z%) 和 za) 分 别 对 各 自 的 自 变 量 可 徽 ， 则 根据 第 六 章 $6.1 
中 的 方法 ,可 以 把 (7.6.1) 化 成 在 $5 中 研究 过 的 方程 之 一 ， 

然而 :我 们 放弃 了 关于 可 微 性 的 假设 ,而 在 较 弱 的 条 件 下 来 证 
明 一 个 存在 性 唯一 性 和 稳定 性 的 定理 . 

这 个 定理 是 R. Caccioppoli 和 A. Ghizzetti (参看 R. Cacciop- 
poli-A. Ghizzetti [1]7 的 贡献 ,他 们 在 1940 年 最 先 提出 了 关于 这 一 
类 方程 的 拓扑 方法 ， 他 们 证 明了 : 在 F(x) 是 连续 可 微 的 递增 函 
数 , 而 pC) 是 以 wo 为 周期 的 周期 函数 的 情形 ， 由 正 向 有 界 解 的 存 
在 性 ,可 推 知 存在 以 。% 为 周期 的 周期 解 , 且 其 它 所 有 的 解 都 浙 近 于 
这 个 解 . 

in FCs) 和 plz) 满足 相同 的 条 件 ， 除 了 Fa) 的 连续 可 微 
福 由 条 件 ; 当 1#1 > +00 BY, lim F(z)/e>0 代替， 则 可 以 证 明 
《7.6.1) 存 在 正 向 有 和 界 的 解 , 因 此 也 就 存在 以 % 为 周期 的 周期 解 ,并 
且 其 它 所 有 的 解 都 渐 近 于 它 ， 

我 们 将 以 更 为 一 般 的 形式 介绍 这 个 定理 , 它 是 由 A. Ascari [1] 
给 出 的 . , 
定理 . 给 定 方 程 (7.6.1), 基 中 pe) EA. > 0 为 周期 , 且 

LOIS M, 0 <: < +0, (7.6.2) 
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XL FO) 连续 ,满足 局 部 的 Lipschitz 条 件 ， 且 
Jim Fy) > M, dim FO) < — M, (7.6.3) 


方 三 (7 6) 等 价 于 系统 “ 
ż =y, pm —x— FO) pe. (7.6.4) 
首先 证 明 可 以 做 出 一 个 闭 曲 线 T, 使 得 (7.6.4) 的 过 了 上 的 点 
的 每 一 条 积分 曲线 ,在 x,y 平面 上 的 投影 C 当 Mintz Ar. 
正如 以 前 多 次 看 到 的 ， 由 此 即 可 推出 至 少 存在 一 个 周期 为 "的 周 
mne. 
作为 准备 ,我 们 注意 到 ,如 果 Mo 一 《x。, )o) 是 一 个 固定 点 , 而 
P = (x, y) 是 (7.6.4) 的 积分 曲线 的 投影 C 上 的 动 点 ， 以 P 表示 向 


E MP RR? = (x — + yy. Mi o = pa 
Xo )z + (y 一 yo)7?]. 如 果 7 表示 以 Mo 为 中 心 ， P AEF, Wy 
C 在 P 点 的 切线 的 指向 ( 按 上 增加 的 方向 )， 将 根据 (x 一 zxo) + 
(y — po)g > 0, 一 0 或 二 0, 而 指向 7 的 外 部 ， 与 7 相 切 或 者 指 
向 7 的 内 部 . 

取 5>0, (id y > +00 时 ， limF(y) > M + 4, 而 当 
y 一 一 00 i, limFG)<—-M—h. XML A>, 使 得 


 FU>M+h, By SA, . (7.6.5) 
FO) < —M —h, 4y <A, (7.6.6) 
A 
IFMI<Lg ll <4, (7.6.7) 
Ro = [A+ (L+M +h + API. (7.6.8) 


ZBER r: y 一 4; s: yy 一 一 4， 以 及 分 别 在 半径 为 R> 
R, HI Ce + APH p Mm R, (e hY H y Mm EM T= 
DE, T,= GH, XENIA HEFTXMYR >45y<A4, Hp 
D = (—h — (R — A,A); E = (—h + (R — 42)", 4)3 
G = (h + (R — A, —A); H = (h — (R — A)r, — A). 
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(图 129) 而 线段 EG =r: 和 HD=T, 彼此 平行 ,其 斜率 为 一 4/h. 
我 们 来 证 明 闭 曲线 Tae 7,47, +1 +7, 具有 所 要 求 的 性 


EIDE =T, 上, 由 (7.6.5) 有 : (@+4)2 + yy m ylh — 
Fly) + pA] ylk + M—-F0)]<0, EM GH = Ts 上 ， 由 
(7.6.6) 有 : | 

‘(x — ht + yy = y[—-h — FO) + pa) | 

= |yl [k + FG) — pd] < |y {M +h + Fly] <0, (7.6.9) 

根据 上 述 分 析 ， 其 投影 经 过 T, 或 Ts 的 点 的 积分 曲线 具有 所 要 求 
的 人 性质. 

线段 EG 和 HD 也 可 以 证 明 具 有 所 要 求 的 性 质 ， 所 以 整个 了 
就 有 问题 所 要 求 的 性 质 . . 

对 于 RR 的 每 一 个 值 ， 就 可 以 做 出 一 个 上 述 类 型 的 闭 曲线 , 记 为 
T(R)， 当 R>+ 0 kt, TCR) 在 各 个 方向 都 趋 于 无 限 远 。 这 就 
表明 ,其 投影 C 在 to 时 从 TCR.) 之 外 的 任意 点 P 出 发 的 (7.6.4) 的 
任意 解 x), 7) 都 是 正 向 有 界 的 ， 因此 ， 如 果 我 们 能 证 明 曲 线 
C: x= x(t), y 一 ?CO A TCR) 内 部 的 后 ， WRN EA AE 
从 而 整个 定理 就 将 成 立 。 
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这 可 以 由 下 面 的 考虑 加 以 证 明 . 对 于 在 TCR) ZII CL 
一 点 《x(z),y(z)), 对 应 着 尺 的 一 个 值 , 记 为 RO), 根据 前 面 的 讨 
4 # > + o 时， 它 是 上 的 非 增 函 数 . 如果 C ERA TCR) 内 
的 点 ， 则 当 + co 时 ， 就 会 有 imRG) = R, > Ro C 上 的 点 
Pa = Calta + no), yCto + n0)),n= 0,1, .全 部 在 TCR 之 
外 , 它们 至 少 有 一 个 属于 TCR。) 的 极限 点 ， 不 失 一 般 人 性， 假定 当 
2 一 十 co KH}, limP, = Po. 

设 满足 初始 条 件 +) = ro yC) = yo 的 解 的 投影 为 曲线 
Co, 则 当 : 增加 时 ,Co 将 家 入 TCR) 并 一 直 保 持 在 它 的 内 部 ， 

所 以 ， 由 于 在 时 过 P, 的 (7.6.4) 的 解 与 (x(r),y(z)) BS, 
根据 对 初 值 的 连续 性 , 它 应 该 有 T(R) 内 部 的 点 。 而 这 却 导 致 矛 
Ja. 

(b) 我们 还 有 下 面 的 定理 ， 只 加 以 叙述 而 不 予以 证 明 (参看 
A. Ascari [1], 第 285 一 -287 RI 


e fs eo e © Kai s è ss @ © 
e © è è ai ù oe @ sO o a è dè o Ò è. 
e e @ è a . (0 @ S @#  # a o ò o > 9 


2. 关于 绳索 力学 的 一 个 微分 方程 . J. Cecconi fi F. Stoppelli 的 
”结果 


(a) 再 一 次 考虑 在 第 六 章 $7 中 提 到 过 的 G. Krall HE: 
十 [zi 一 qż + x — pr’ = r sinet, (7.6.10) 
HR p, qars o HRM, p>, r >00, 0>). 
在 4 <0 的 假设 下 ，J. Cecconi [1] 证 明了 : 对 于 充分 小 的 2 
和 7 的 值 ,(7.6.10) 至 少 有 一 个 周期 为 2x/w 的 周期 解 . 
其 后 , F. Stoppelli [1] 考察 了 更 一 般 的 方程 
ž + jzl¢+q@etxe—p@)xi—f@, (7.6.11) 
fib BF 2Z PAD PT AN ERT oo FREE. 
定理 . 如果 p0), 40), 10) HAND) oe NBR, H 
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PG) > 0， 则 (7.6.11) 至 少 有 一 个 周期 为 的 周期 解 。 
我 们 在 这 里 只 给 出 证 明 的 一 个 简要 提纲 . 
为 了 证 明 这 个 定理 ,只 须 证 明 (《7.6.11) 至 少 有 一 个 解 满 足 条 件 
x(0) = x(@), 2(0) = z(w), (7.6.12) 
ž— z = g(t) (7.6.13) 
的 Green 函数 (参看 G. Sansone [2], FAB, 83.2)f& 
GG, 1) = peon — T + c0/2)/(2 sinh (w0/2)),G0<Z:5<r, 
2 T25 Leosh (1 — r — c0/2)/(2 sinh (w0/2)), 4 t<: < o, 
而 (7.6.13) 的 满足 (7.6.12) 的 解 由 
x(t) 一 | GG, ryg(Cryar 
给 出 ,为 了 证 明定 理 , 只 须 证 明 方 程 
20) = | CGI) + PEA] 
— 2x(r) — la(m)la7) — ga(Mi(r)]dr (7.6.14) 
Bi. se _ | 
这 相当 于 要 证 明 : FERITE (7.6.12) RR ra) € C'E (0, 
o)) 的 空间 Z 中 ,把 xQ) 映射 到 同一 空间 的 y(z) 的 泛 函 变换 
T: ?GD 一 | GITA AA) 
— 2x(r) — [a(Ma(T) — gat)z(T)]adr, (7.6.15) 
至 少 有 一 个 不 动 点 , 即 至 少 有 一 个 x*(z) 映射 到 自身 . 
WRH ¢ 表示 有 序数 组 (f, p. 4), W (7.6.15) 也 可 以 写成 


y = F(x, a), (7.6.16) 
ify [a] Jeg SS AR TE RA EEC r, 使 得 | 
x= F(x,a), (7.6.17) 


如 果 在 中 引进 * 的 模 [|x|] = max] x{ + malt], HE e | 
成 空间 3 的 一 个 元 素 ， 在 I thla] == max[f] + max{p| + max 
la| > 则 根据 T. Leray-J. Schauder [1] 的 方法 ,可 以 证 明 所 考虑 的 变 
换 工 是 全 连续 的 ,连续 依赖 于 a, 且 存 在 元 素 ww, 对 于 它 , (7.6.17) 
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EARME ASD T S E EREC. 1) ZERI 
的 其 它 条 件 ( 参 看 C. Miranda [2]). 


y 7. 关于 方程 式 #tkf(x)ttg(x)=kp(t) 和 EARE(4) 
+g(x)=kp(1) 的 G. E. H. Reuter 定理 


1. 方程 X+ Rf(x)x + g(x) = kp(t) 


(a) 在 研究 方程 
x + R(X) + gla) = kp), 
% + kF(4) + g(x) = kp) 
的 时 候 , 如 果 f, F,g,p 满 足 某 些 性 质 , 这 些 性 质 在 力学 中 有 明显 
的 物理 意义 ， 刚 可 导出 一 备 保 证 解 正 向 有 嘲 的 充分 条 件 ， 这 种 有 
界 性 还 与 参数 《无 关 . 

这 类 定理 见于 在 $5.1 中 所 引用 过 的 M. Cartwright-J. E. Little- 
wood 的 论文 中 , 也 见于 M. A. H. Newman 和 G. E. H. Reuter 的 论 
文中 . 

(b) 已 经 在 833 (e) 中 引用 的 G.E.H. Reuter 的 第 一 个 定理 
是 关于 方程 | | 

天 十 ki + g(x) = kple) (7.7.1) 
的 ， 其 中 假定 f £> p> k 满足 下 列 条 件 : (i) He)» te) = 
(i) A SERHS GEG) EENG RIR LE Lice & 
FF. a 


我 们 定义 E 
PE) = | podde, (7.7.2) 
我 们 说 «O 是 (7.7.1) 的 解 ， 如 果 x(z) 在 每 一 个 使 PG) = 
p() 的 点 都 满足 方程 (7.7.1). 
定义 | 
F(x) = | EO (7.7.3) 


0437. 


于 是 (7.7.1) 等 价 于 系 绕 
#= y + RPC) — RFC), 9 = — gle). | (7.7.4) 
根据 条 件 (i) 一 (iv), 对 于 (7.7.4), 存 在 与 唯一 性 定理 成 立 . 
Reuter 定理 现 可 以 叙述 如 下 : 
定理 . 如 果 在 上 述 定理 的 条 件 Gi)—Gv) 之 外 ， 还 假定 : (v) 
当 t+ SOR PG) AFR; Wi) 当 * >+ co 时 ， lim F (x) = +00; 4 
xz 一 To lim F (x) = — 003 (vii) = la | > xo if, xg(x) > 0; 


LCt) = to, Z(t) = to (7,7.5) 
所 确定 的 (7.7. DOR OIT ee (to, +0), i 


© es e è es a e @ ò II IîÎT°’8muu® y @ & o «@ 
s es ù asia  @ @  _____ a & @ 4 


rl <B, || < BC +1). (7.7.6) 
”为 了 证 明 这 个 定理 。 只 须 证 明 系 统 (7.74) 的 解 有 人 性质 
lOl <B IOl <BAR+ 1). 因为 ,由 (7.7.4) 的 第 一 个 方程 
Fis) 为 有 界 这 一 事实 ,可 以 推出 . | 
le] < ly] + ROP) + IF) 
< BCk +1)+ Bk < B'(k+ 1). 
Cc) 我 们 可 将 Reuter 的 证 明 步 又 简 述 如 下 。 
= IPO S 4,3 (7.7.7) 
并 选取 横 坐 标 n > xo (图 130) ,使 得 
F(x) sgn x > Ay, *g(a) > 0, Mel Dar (7.7.8) 
[FCx)| < A Ie@Ml<A4, 4 [xl <a, (7.7.9) 
及 A,= (A; + 1)(4, + 42). (7.7.10) 
FH (vi), (vi), 存在 x; > a, 使 得 
F(x)sgn x > A, + Aq, GC r) Sam, 4 h| > nnr. 
(7.7.11) 
x 
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As = 2(A; + 1)x, + 2 max [G(x:), G(—x,)] 


+ (x,/44) + 1. | (7.7.12) 
UV A>1fi,a=1; GO0<KZSIM.;a= A, (7.7.13) 
b= kA, (7.7.14) 


Hix yo 如 下 : 
MASI, y = b+ 45, 当 0 二 《所 1 时 ， ya = Ai + As, 


(7.7.15) 
图 130 
因此 对 任意 >> 0, 都 有 He E+ As | 
WREX E 
o u= 5,9) = 47/2 + G(x), (7.7.16) 


#6 (7.7. 4 的 任意 解 ， 有 
ú = yo + g(x)e = kg [PG) — F(=) A 
于 是 ， 由 (7277 (7.7.8) ,有 
<0, 4 |r| >a. (7.7.17) 
(d) Fer Par 0 <a Sa, AN, NARA Po = (0,90) 
的 弧 : | 
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Ti: u — ax = y2/2, (7.7.18) 
它 在 Pi (x1, y) 穿 过 直线 com X15 其 中 


gi = y3 — 2G(x.) + 2ax(>&). (7.7.19) 
THEM 
T.: y?/2 + G(x) y2/2 + axı (7.7.20) 
位 于 直线 ?了 一 2 的 上 方 ， BER P: = (235 y2) 穿 过 直线 x = Xis 
其 中 
yi yi + 2ax,— 2G(x). (7.7.21) 
设 Ts 为 过 点 P 而 位 于 半 平 面 x > n WHEY 
Ts: zx 一 27y 一 zz，y2) — by. (7.7.22) 


BIN. H x 增加 时 ，? 减少 . T, Æ P, =m (x;, b) SÅR Y = oh 
ZE ,满足 
GCx;) = GC.) + Cy, — 6)/2. (7.7.23) 


Tr, 分 为 关于 直线 y = 5 对称 的 两 个 弧 BP 与 PP。 Ë 已 一 Cn, 
y4)» 由 对 称 性 可 知 | 
ya 2b ya. i (7.7.24) 
设 P, (0, — yo) ESIBÌ Py 的 曲线 «+ ar = yi/2, BB 
一 次 交 直线 x — r, F Psm Cr yo)» 其 中 
ye = —(y3 — 2axı, — 2G(x)), (7.7.25) 
Si PS BIT u = 57/2 + GC) 第 一 次 交 直 线 xz 一 2 FA RP — (x, 
Ys)» 可 以 证 明 
ys < Va. © (7.7.26) 
把 线段 PP4 记 为 Te. HEER” Soh, HP = pP 开 
始 , 在 (7.7.4) 中 把 r, y ari 一 zx， 一 》， 得 到 一 个 新 的 系统 ,对 于 这 
NARA BD HS Tis +++, Ts 相对 应 的 缴 Ti, <<<, Te. 
弧 的 组 合 rer, +. “十 Te 十 T 十 。 “十 Ts 是 一 条 闭 曲 
线 , 它 具有 这 样 的 性 质 : LENE x(t), PA tek #5 4A 
Fe Jia > FN, CRRA T OAR, RSE T SE BASE. 
(e) 利用 M. L. Cartwright 和 J. E. Littlewood 【1] 的 结果 ,可 
以 建立 如 下 的 定理 : 
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定理 . 如 果 在 Reuter 定理 的 条 件 中 ,把 (vi) 换 成 假设 (vi 
C—O , +00) f(x) > 0, PG) 在 [a +00) LAR, 则 存在 与 
《无关 的 常数 B， 使 得 (7.7. 1) 的 每 一 个 解 当 t 充分 大 时 都 满足 

POI <B, [H| <B. 

(f) M. H. A. Newman ([1] ,定理 37 证 明了 : 如 果 在 (7.7.1) 
中 f(x) 对 所 有 * 连续 ; 当 [x] > a 时 f(x) > 24 > 0;g(w) 对 所 
有 xz 连续; 当 |e] >a Hi, xg(x) > 0; 当 lel > +o, 
Ig) |>+0%; BZ (0,40) | p@), POER 421, WEE 
与 无 关 的 常数 B， 使 得 每 一 个 解 G), Ht 充分 大 时 ， 有 性 质 
lx] < B,|2@)| < Bk. HF am 0 的 情形 ， 存在 B, 对 于 充 
分 大 的 1, lx) < B, EOJ <B. 

这 个 结果 的 证 明 的 基本 思想 是 拿 (7.7.1) 和 方程 + hE + 


g(x) = 0 EER. i 


2. 方程 #+ AFG) + g(x) = kp(t) 


Reuter 运用 与 4$7.1 (a) 相 类 似 的 论证 方法 , 证 明了 如 下 的 定 
理 ( 参 看 G. E. H. Reuter [3]): 
定理. BEDE 
x + KEG) + g(x) me kot), Q. 7.27) 


sil- FO). sgny 一 +003 Gii) tO OREN or <k 
<i. OE 


FAT < Bia EOJ < < Ba 
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3 8. 方程 #+f(x,#)xtg(x)=p(t) 


I. H. A. Antosiewicz 关于 和解 的 正 向 有 界 性 的 准则 


H. A. Antosiewicz [1] 所 建立 的 两 个 定理 推广 了 G. Sestini [1] 
的 结果 . 我们 来 证 明 这 两 个 定理 , 其 中 头 一 个 定理 接着 被 P. San- 
toro [1] 推广 了 . 

(a) 定理 .给 定 方程 | 

xX + Je x)x + es) m= p(t), (7.8.1) 
TREED Lipa RH X IG» 2) 550) TARR 
Kes +) > 0, “lel < +0, |z| <+, (7.8.2) 


G(x) = f g(s)ds > 0, Br 05 lim GG) = +00, 
0 bd xl> to 


(7.8.3) 
RAO EO, +00) EER AS 
PCG) = | Ie) laze, (7.8.4.1) 

IPA) <S M < +o. (7.8.4.2) 


在 这 些 假定 下 ,《7.8.1) 的 每 一 个 解 G) 和 它 的 导数 iG) 都 
ENER. | 
方程 (7. 8.1) 等 价 于 系统 | 
+= ya pe f(x, y)y 一 g(x) + p(t), (7.8.5) 
而 所 列 条 件 足 以 保证 解 的 存在 性 与 唯一 性 。 为 了 证 明 这 个 定理 ， 
只 须 证 明 沿 着 每 个 解 ,函数 
u = u(x, y) = y?/2 + Gx) (7.8.6) 
AR. 事实 上 ,我 们 有 
ú = y[—f(x, yy + pC) < ylle), 
dl /dt < |p) [ly]G?/2 + GCz))/2] < 2-4 |p), 
从 而 沿 着 从 (xo, Vo) 出 发 的 解 , 有 
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VM ulxsy) NV xy) + 275M. . (7.8.7) 
Cb) 如 果 f(x, 2) 一 了 (xr) 十 f(x)#, 其 中 f(x) RIE, Wi 
(7.8.2 不成立。 然而 ,在 这 个 情形 有 如 下 的 定理 : 
定理 .给 定 方 和 
+ dea) 十 heel + gla) - p(t) (7 8. 8) 


条 件 . 令 

a(x) = exp ( hds), bx) = (scones (7.8.8.1) 
BUE | 
alx) A< +00, 4 |r| <+, (7.8.9) 
b(x)g(x) 20, | (7.8.10) 


G*(x) = | a(s)e(s)ds > 0, 4 x20, (7.8.11) 


还 假定 pls) 连续 , 且 由 (7.8.4.1) 所 定义 的 PO) 满足 (7.8.4.2), 

PREMIT: CINE) 及 其 导数 2G) BER 
ER. 

由 (7.8.8.1) :方程 (7.8. 8) 等 价 于 系统 

t= [y — b(x)]/aCx), 9 = —alx)[g(x) — pC2)]. 
如 果 类 似 于 (7.8.6) 那样 定义 ulr, y) = 77/2 十 G*(x), WER 
SO, A a a(x)p(e)y 一 a《x)bCx)g《x)。 而 由 (7.8.9) 和 
《7.8.10) ,可 以 推出 
/ ulx yy) < V/ ulr yo) + 2 2AM. 


注意 到 ,如 果 f《x) = 0, 则 aCe) = 1,2) = | Ads, R 
们 就 得 出 方程 
x + fi(a)x + g(x) = pee) 
的 解 的 有 界 性 的 准则 , 它 是 87.1 (a) 的 Reuter 方程 的 一 个 特殊 情 
形 。 
2. N. Levinson 和 C.E. Langenhop 关于 周期 解 的 存在 性 的 准则 
(a) 我们 在 $5.1 中 提 到 过 的 N. Levinson 定理 如 下 : 
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定理 .给 定 方程 
z+ fla, #2 + g(x) = pC), (7.8.1) 
Ea TARRE: G) Ft |x| < +00, |y| <+, f> y) 和 


t ss ù 8 o% “a 


jG > m0, 24 Ja | >a, jy] >a, (a> 0), (78.12) 
f(x,y) > —M(M > 0), di le <a, lol < +, (7.8.13) — 
(iii) gx) 满足 


xe(x) > 0, 当 |x| >a, (7.8.14.1) 
lim, le(a)| = +00; (7.8.14.2) 
(iv) + 
G(x) = | g(s)ds, (7.8.15) 

yi 
im g(x)/G(x) = 0; (7.8.16) 


Cv) p() BREW o > 0 为 周期 . 
CIALE F.(781) EDGE AU VII. 
方程 (7.8.1) 等 价 于 系统 | 
my, p= —f(x,y)y — g(x) + pee), (7.8.5) 
证 明定 理 的 方法 是 作 一 个 闭 曲线 了, 使 得 ,只 要 系统 (7.8.5) 的 解 在 
rsy 平面 上 的 投影 C: x a), y = yG) 在 :一 如 时 过 工 上 的 一 
wa WS t> nifs 就 完全 被 包含 在 之 内 


和 通常 一 样 ， 考虑 函数 


ua, y) = 7/24 Cla)» | | (7.8.17) 
于 是 沿 C 有 | 
ú = — fle, y)? — p@)y. (7.8.18) 
4 | 
pe max lC). (7.8.19) 


如 果 必 要 ,可 增 大 a, 使 得 
ma > 2p. (7.8.20) 


其 次 ,确定 Xo > ay 使 得 当 |x| > ef. 
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g(x) > 2(Ma + p), > z) | 
g(x) <—2(Ma+p), <— ws (7.8.21.1) 
lg) > 2mM 《max |g(2) + p), (7.8.21.2) 
G(x) > 16aMm='e(x),( |x| > x), (7.8.21.3) 
G(x) > 16aM p/m + 644a7M? + 403 + 84M + 2G(2). 
(7.8.21.4) 
考虑 曲线 (图 131) 
y = igl) 十 p]/m, (x > x). (7.8.22) 
y Py 
Ji 
Rf i ai. 
sE 
| | 
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这 曲线 位 于 第 四 象限 ， 且 当 zx 一 十 co 时 ,一 一 oo。 在 自生 二 家 


— Ñ P, = Cris Wi 使 和 x, > Xo A 


= [g(x4) + pl/m > 3a. (7.823) 
考虑 曲线 | 
u(x, y) = ulr, VO > y <0) (7.8.24) 
上 由 PP 出 发 的 弧 T HEREUt5 y= a 的 交点 Ps = (x3, 


一 a), Hij 
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a?/2 + G(x;) = yì/2 + GCs). (7.8.25) 
FH(7.8.18)A1C7.8.12), A #<-—-my + ply| = — my*[1 一 
p/Gm\y|)]. PAX ly] >a, (7.8.20) BE < — myfl — p/ 
(ma)] < —my’/2<0. 从 而 , BRM PP, 上 一 点 出 发 的 曲线 C， 
当 : 增加 时 将 在 这 个 开 弧 的 上 方 . sE | 

现 设 Pa = (25,0), 而 T AY Pa FOP; HH RARE, 于 是 ， 
在 开 线段 PP, LAA, Ae <0, Minit BP; 上 的 点 的 曲线 C, H 
t 增加 时 由 右 方 穿 向 左 方 . 

在 第 一 象限 中 考虑 曲线 y?/2 十 G(x) 一 (Ma + pla = G(x) 一 
(Ma 十 Pp)xs。 它 经 过 点 P;, HF x > x, RH, d[ G(x) 一 《Ma 十 
p)x]/dx = g(x) — (Ma +p)>0, AUS Ha RhE x, 时 ， 
> 增加 ， 只 要 指出 G(x3) 一 (Ma + p)Cxs 一 x4) 一 G(x) > 42/ 
2, 就 易于 验证 当 x = x,y > a. (BH (7.8.211), GC) 一 G 
Cx) > 2(x, 一 tMa + p)» 所 以 ， 只 要 证 明 [G(x;) 一 G(x,)]/ 
2> 49/2 RBS, 或 者 , 由 (7.8.25)， 只 要 证 明 y4 — a > 202 就 行 
JT. 而 这 是 (7.8.23) 的 一 个 推论 . 于 是 ,可 取 T, 如 图 131, 

,在 任何 一 点 的 斜率 为 4y/dx = [—g(x) + Ma + pl/y, i 
CHEM T, 的 点 时 的 斜率 为 dy/dr = [— Ke, yy — g(x) + p 
(2)]/y < [Ma — g(x) 十 pl/y, 所 以 ， 当 zt 增加 时 , CHIA 
BEAR. . | | 

我 们 已 经 作出 了 所 要 求 的 闭 曲线 的 一 部 分 PPP Pr. 其 余部 
分 ，Levinson 的 作法 如 下 . 

T,%5* 轴 平 行 的 线段 P,P;， 其 一 个 端点 为 P,， 另 一 个 端点 
为 Ps = (a, y4); 7 为 方程 为 ?一 2MCz 一 a) + y, IRR, 其 一 
个 端点 为 Ps 一 (一 a，ye); M Ts = PP, 在 第 三 象限 ， 其 方程 为 
y?/2 十 G(x) 二 /2 + G(-a), 一 个 端点 在 Po 男 一 个 端点 在 
P; = (x7, 一 a). 

T, = BPs 的 方程 为 ?2/2 十 GG) + (Ma + p)x = 0/2 + 
(27) 十 (Me 二 tp)xz7 它 在 第 三 象限 ,一 个 端点 为 Pr, 另 一 个 为 Ps = 
Cxss 0). Ta = PsPy 为 平行 于 轴 的 线段 ， 一 个 端点 在 Pe 另 一 个 
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在 P= (xas a); Tom BBP。 是 方程 为 97/2 + GCx) = 0/2 + 

G(xs) 的 曲线 的 一 段 弧 , 在 第 二 象限 ,一 个 端点 在 PB，、 而 男 一 个 在 
Po = (—a, Yw); Ty = PrPu 是 方程 为 y= 2M(x +a) 十 Vio 的 
线段 ,一 个 端点 为 Pw, 而 另 一 个 端点 在 局 ;一 《ce， Yu): Tu = bP, 
是 方程 为 y°/2+ G(x) = yi/2 + Gla) 的 曲线 在 第 一 象限 中 的 
一 段 弧 ,一 个 端点 在 Pus 而 另 一 个 为 Pa = (£1234). 

Levinson 证 明了 : WR x 充分 大 , 则 xy < r 而 由 线段 TT 一 
PP, 封口 的 闭 曲线 — T + eee 十 Ty 就 其 有 如 下 的 性 质 : WT 
上 的 点 ( 包 插 顶点 Pis tetee > Po 在 内 ) 的 曲线 C, 当 : 增加 时 , 完 
SET MAM. | 

(b) C.E.Langenhop [1] 把 Levinson 的 方法 稍 加 改进 :证明 了: 


如 果 条 件 (7.8.16) 代 以 Tm E 一 +00, MEECLI)ESE 


x 
-AHA 0 ELSA Z. Opial [4]). 
(c) 关于 周期 解 存在 的 其 它 条 件 , 见 本 章 的 补充 . 


$ 9. 具有 次 调和 解 的 非 线性 系统 

1 RAR 

(a) 我 们 在 $1 中 已 指出 , 在 线性 情形 有 所 谓 存 在 次 调和 解 的 
现象 。 这 种 现象 在 非 线性 情形 也 会 出 现 。 关于 它 的 一 些 特殊 情 
形 , 例 如 可 参看 L. Minozzif1] ,他 作出 了 具有 事先 指定 个 数 的 次 调 
和 和解 的 Liénard FW. 也 可 参看 A. Rosenblatt [1],[2] 和 A. M. 
Kats [1]. 

考虑 Liénard 型 方程 
| ž + of(x)x + cx = —2wsin (4n + 3)cot, 
其 中 与 wo 为 常数 , 0>0,n=0,1,2,---,E 


f(x) -人 N > yan — (7 Na TER 


* ASM. — REE 
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+ (© 9) x31 — x)? 一 。。。 一 人 + $ (1 -一 rH, 


_\4n + 3 
方程 等 价 于 系统 
è= y, = — af(x)y ~ wx — aw sin (4n 十 3)cot。 
右 端 对 :具有 有 周期 2w/[(4n + 3)w], 而 系统 有 2 十 3 个 次 调和 
解 : | 
x = cosl: + 2/x/[(4n + 3)eo]), 
y = —osin w(t + 2la/[C4n + 3)w])， 
(l= 0,1, °-°, 27 + 2), 
它们 全 以 2x/w XAH. 
(b) 关于 系统 

x f(t, xy), 9 FO X» SI 
的 次 调和 解 的 个 数 ，N. Levinson [1] 提出 了 一 个 定理 ， 此 处 假定 
系统 右 端 为 关于 : 的 最 小 周期 为 中 的 周期 函数 . 这 类 定理 也 见于 
J. L. Massera [1], [2] 的 论文 中 , 在 $9.2 和 $9.3 艇 了 一 些 必 要 的 
准备 之 后 ,我 们 将 在 $9.4 中 介绍 两 个 这 种 类 型 的 定理 


2. D 类 系统 


给 定 

+= fi, Lo y)> y= g(t, T, yY), (7.9.1) 
Hr {RIE [i] < +00, [x[<+00, ly] < +0 时 有 定义 ， 
对 e, x, ER * AY Ae EAN tid SK» ATT ts 是 以 1 为 最 

小 局 期 的 周期 函数 , 即 

{+ i, x,y) = ft, x,y), gG Hl, x,y) = g(t, x, y). 

(7.9.2) 
按照 N. Levinson 和 J. L. Massera 的 说 法 , 把 系统 (7.9.1) 称 为 
D 类 系统 (或 者 称 为 对 于 大 位 移 的 耗 散 系统 ), URE x, y 平面 上 
存在 一 个 以 O 为 加 心 , R> 为 半径 的 圆 域 ,以 及 整数 N>0, 它们 
具有 如 下 的 性 质 ， £ x(#), y() 为 系统 (7.9.2) 的 任意 解 , 它 在 xy 
平面 上 的 投影 有 C 内 的 点 , 且 洛 存在 时 刻 4 使 得 (xz(to)， y(4)) € 
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CH WTA > nt N, BA GG), DEC. 


3. D 类 系统 的 变换 的 不 动 点 的 分 类 


| (a) Æ (x Yo) Ax, y FEDER — Ai x 一 x(£3 Xo» Yo)» 

y = y(t, Xos Yo) 为 (7.9.1) 的 由 初 值 条 件 x(0, ros yo) = xos y(0, 
xu 和) 一 入 所 确定 的 解 ,我们 考虑 ©, y 平面 到 其 自身 的 变换 , 它 把 
(xo. Yo) ESEI Cris yi, IRE an = xC, Xos Yodo yı = YC , zas 
Yo). | 

变换 工作 用 在 C 的 点 上 ,有 这 样 的 性 质 ， 当 » > NN, TCS 
C. 由 此 可 知 (参看 $2.2,，$2.3)C 至 少 存在 一 个 不 动 后 ， 相 应 地 ， 
《7.9.1) 也 就 至 少 存在 一 个 以 1 为 周期 的 解 . 

(b) 现在 ,我 们 将 对 变换 工 的 不 动 点 进行 分 类 . 

设 《xo, Yo) 为 x,y 平面 内 的 一 点 , 它 在 变换 了 之 下 的 像 为 (xi， 
Y1)» BE Cros yo) 的 面积 为 J。(Peano-Jordan 意义 下 的 ) BIDET hv 
(ay) 的 面积 为 1; 的 邻 域 ， 在 分 析 中 已 熟知 ， 当 1—0 时， 
比值 1,/1, 的 极限 值 为 雅 可 比 (Jacobi) 行列 式 : 


Ox/Ox, dx/0yo 
Att) = de (357 Oxo Oy/ ay.) 
r= 1 时 的 值 . 


对 于 系统 (7.9.1), 我 们 有 (参看 第 一 章 , $3.5 (b) AG) = (6f1/ 
Ox 十 9g/8y) | AG). HA ACO) = 1, 可知 
d(x1,91) em de Ox,/Ox9 Ox1/Oyo 
| d(x03Y0) | (0/0. Do 
= exp (È TACE ON OGSA TORTO»: D) (7.9.3) — 


设 (#0: Jo) 是 这 样 的 点 ,使 得 (7.9.1) 的 由 初 值 条 件 *0) = x, 
FCO) = 和 所 确定 的 解 x 一 IC), y = FG) 以 1 为 周期 , 即 
= #01) = #00), X1) = XO. (7.9.4) 
换 名 话说 ,(*(0), JO 是 工 的 一 个 不 动 点 ， 
如 果 用 (x(0) + a, JO) + v1) 表示 在 工 的 作用 下 CGO) 十 
uos (0) + vo) 的 像 , 我 们 希望 用 uos vo 把 us vi 表示 出 来 。 
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如 果 a = xli), 一 y(t) 是 (7.9.1) 的 由 初 值 条 件 (0) = 
ECO) + uo, y(0) = JCO) + vo 所 确定 的 解 ， 则 根据 zC), yC) X$ 
于 wo 和 vo 的 连续 性 和 可 微 性 ,有 | 
x(t) = TCE) + cuoli)vo + corCe)v0 + Owol + | vol), 1195) 
y(t) = FC) + canali) + c6,2()vo + OC] uo] + | vo]). 

由 于 x(1) = (0) + usy) = 900) + 21, 7E(7.9.5) HS = 1, 
再 由 (7.9.4), 可 以 推出 | 


u, = quo + duo + OC |uol + vol doy (79.69 
v, == cuo + duo + OC luo) + | ool), o 
其 中 
a= 8u,/Ouo| => b 一 Peal Post emu (7.9 7) 
c= Ovi/Ouo| s d = Ov /Ove| =. di 


但 是 , x = 200) + ws yi = FCO) + vis 所 以 ,由 (7.9. OMC. 9.3) 
可 知 
dry s) due) 
Toni ~~ G(sto5%) 


一 exp (| TOO FO) + gi, FG), FAI), 
Mig ad — bc #0. | 
如 果 ps 和 o 是 方程 


4 一 P 


= ad — be 


b 
c d_ pi 


的 两 根 ,我 们 有 psp; > 0. 我 们 假定 所 讨论 的 是 简单 情形 ， 即 方程 
KARA 1 的 根 ， 否则 就 需要 更 为 广泛 的 检验 (参看 T.Levi Civita 
+ [1]). 
对 于 简单 情形 ， 有 下 列 可 能 性 : G) lel <1, lol < 1; Gi) 
lo. >1, lal > 13 Gidea > 1 >> 03 Gv) paip < 
0. | 


在 情形 G) 不 动 点 (0), FO 的 面积 P 充 分 小 的 每 一 个 
邻 域 都 映射 成 围绕 同一 个 点 其 面积 为 pypz1o < Io KIRK. 如果 对 
uo, vo 作 仿 射 变换 ， 则 当 aa ALAN, 系统 (7.9.6) 可 以 写成 
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SERE §1) : 

一 pito + OC | + Ivol), va = pavo + OClwol. + Ivo)» 
a p = r + is 5p ™r —SNRREM O < Pt < DE 
《7.9.6) 可 以 写成 

us = ruo + stp + OClug| + vol), 

v, = suo — rvo + O(|uol + |vol}. | È 
从 而 ， 如 果 do Sd, RAM GO), FOD IMA GO) + wo, 
y(0) + vo), (x(0) 十 ty, g(0) + 01) 的 距离 ， 这 隔 个 点 是 变换 
之 下 的 对 应 点 ,就 可 以 得 出 di < do. 

逐次 运用 了 ， 并 用 P, 表示 Po Æ T" Fa, 可 以 证 明 当 
n 一 toot, Pa, > Po. 

因此 , 在 情形 G, 我 们 说 不 动 点 及 其 相应 的 (7.9. DEA 

是 完全 稳定 的 . 
| BAM, ERE (i), 我 们 说 不 动 氮 及 相应 的 局 期 解 为 完全 
RAR: EMG), RENLEP PEERY Oo), WE 
们 是 逆 不 稳定 的 . 


4. N. Levinson 和 J. L. Massera 关于 次 调和 解 的 个 数 的 定理 
KT DBR RNA EH N. Levinson RI J. Le Masserà 的 
定理 ,我 们 只 予以 叙述 而 不 加 证 明 . 
SEB. (N. Levinson [1], J. L. Massera [2]). 如 果 系 统 
ż = f(t, x,y), J= g(t, x, y) (7.9.1) 
是 D 类 系统 , 且 $9.3 PRENER T UDDA T” 的 不 动 


e ¢ è ë ọọ òo ò o a ù Ò y 9 
o è. > @ @ @ so g @ @ @ fo G D G S e gas o y da “o 
ce e ë + a @ @ 


so ss e 0 fF e o o 8 
t ses ë @ 8 +s 


se > @ @9 è>  — > e o ù è 9% 9 


解 . 而且, 系统 的 所 有 的 急 都 在 [0, +00) 上 存在 : 
我 们 还 有 : WR ING) < +00, MRED RAM, 
对 于 受 扰 的 van der Pol 方程 # + Ke — Da +e = HRA 

cos (Xz 十 gp) 的 次 调和 解 的 稳定 性 与 不 稳定 性 ( 按 $3.3 (d) 的 意义 》 

的 研究 ,参看 M. L. Cartwright-J. E. Littlewood [1], M. L. Cartwright 

[1], J. G. Wandel [1], G. Colombo [1] 考虑 了 临界 情形 b= 2/3, 

1 一 3,g9 一 /2， 且 证 明了 ,对 于 充分 小 的 《， 此 方程 有 不 稳定 的 

次 调和 解 x 一 2cos t, 

S. Lundquist [1] 运用 M.L. Cartwright. E. Litlewsod 1 的 方法 > 
假设 e, F ,为 正常 数 , Mx) + f(—x) = 0, f(zx)/x S05 fx) 
FEH s 充分 小 ， 给 出 了 计算 方程 + 十 x — el F sin (pt + a) 一 
kt — f(x)) 的 次 调和 振荡 和 位 相 的 近似 公式 ， 


§10. 关于 周期 解 的 一 般 讨 论 


1. 自治 系统 
(a) 自治 系统 可 以 用 向 量 符号 记 为 

x = X(x), (740.1) 
要 确定 它 的 局 期 解 的 问题 相当 于 (第 一 章 $5) 确定 其 闭 轨 线 : Ri 
点 和 环 ， 
EE TRIE A LER E X(x) 一 0， 机 此 通常 并 不 因 
ME. i 
关于 环 的 确定 ， 已 经 对 n= 2 的 情形 (第 四 章 §3) 进行 了 很 广 
ETTI, 且 已 经 给 出 了 环 存在 与 不 存在 的 准则 . 我 们 特别 提 到 
Poincaré-Bendixson 定理 ， 在 第 六 章 中 我 们 经 常用 它 来 证 明 二 阶 方 
程 的 周期 解 (非常 数 解 ) 的 存在 性 ， 这 些 方程 在 应 用 上 是 很 有 意义 
(b) 如 果 系 统 (7.10.1) 的 方程 的 个 数 n > 2, 困难 就 变 得 相当 
大 了 .这 一 方面 是 因为 便于 运用 的 Poincaré-Bendixson 定理 不 能 进 
行 推广 (参看 H. Poincaré [1], 197 页 及 其 后 的 部 份 六 另 一 方面 也 
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是 因为 当 ” 之 4 时 ,几何 直观 再 也 无 效 了 . 

RT n= 3 的 情形 ,我 们 要 提 到 G. Colombo [2] 的 结果 ,而 对 
于 2 之 4 的 情形 ， 则 要 提 到 G. Colombo[3], [4] 和 A. de Castro 
[2]. | 

关于 这 样 的 系统 的 周期 解 的 周期 的 下 限 问 题 ， 可 参看 D. Gra- 
ffi [2],[3]., 

关于 n= 3,n 一 4 情形 的 参考 文献 ,参阅 G. Sansone [3]. 


2. 周期 的 非 自 治 系 统 


在 这 一 章 里 ,我 们 已 经 广泛 地 研究 了 在 n = 2 情形 下 ,系统 
z= f(t, x), | (7.10.2) 

i Hite, x)= f(t, x), (o>0) © (7.10.3) 
的 周期 解 。 在 这 些 研究 中 ,如 果 假 定 解 对 初 值 条 件 的 唯一 性 成 立 ， 
此 外 还 存在 一 个 有 界 解 , 且 所 有 解 都 在 0 委 上 一 十 oo 或 一 co <t 
<0 LAM, Hi J.-L. Massera 定理 在 保证 存在 以 ”为 周期 的 周 
期 解 上 ,起 着 基本 的 作用 . 

然而 ,如 果 n > 2, 尽管 系统 (7.10， 2), (7.10.3) 满 足 所 有 上 述 
条 件 , 也 可 能 并 不 存在 周期 为 w 的 解 . (参阅 J. L. Massera (11, 定 
FE 8.) 

在 这 种 情形 ,我 们 分 别 有 如 下 的 J.L. Maser 定理 ([1], 定理 
3) 和 B.Viswanatham 定理 [1]。 

定理 . TAC. 10.3) 成 立 ， 则 (7.10. 2) 有 用 期 为 = wo 的 解 的 充 要 


e e e 和 « 


e 3), E yp) 中 有 一 1 个 以 w 为 周期 
定理 .如 采 (7.10.3) 成 立 , 且 (7.10. 2) 有 一 个 在 0 过 1 二 十 co 
BR — O<£<0 LERDE Go r 7)» 则 系统 有 周期 为 o 


关于 这 方面 的 进一步 的 结果 可 以 在 下 列 文献 中 投 到 ， R. Ca- 
ccioppoli-A. Ghizzetti [2 ]; D. Griffi [4],[5]3 G. Aymerich [1],[2]; 
S. Mizohata [1]; G. Colombo [5]; A. de Castro[2]; L.Amerio [1], 
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$o x 


1 具 强 追 项 的 广义 的 Liénard FR 


在 $5 中 考虑 过 的 具 强 迫 项 的 广义 的 Liénard 方程 
ž + f(x) + g(x) = eG) (1) 

是 一 些 文章 的 主题 ， 我 们 在 这 里 介绍 其 中 的 一 些 结果 . 共同 的 优 
设 为 : AI ele), Ce) 分 别 对 实 的 * 及 * AERA ER, H 
设 解 对 初 值 的 唯一 性 定理 成 立 。 

于 是 我 们 有 下 列 定理 

(a) 有 界 性 定理 . 

设 存 在 三 个 正 数 c, 5, E, 使 得 

[f(x)| Sc, g(x) SS, le) E. 

如 果 还 假定 (0) 一 0, HeC) 局 部 有 界 , 则 (1) 最 终 有 界 , 更 确 
切 地 说 ,对 (1) 的 任意 一 解 x(z), 对 应 着 数 o, 使 得 当 : Sak. A 


. 4E de 
xD < min E, 4, E 4 AA KOJE- 


(W. S. Loud [3].) | 

设 当 Soh, #XE>0,È 
. | eCz)| < E, (2) 
及 | 
dim g(a)D> E, dim ga) <— E. 
Izl>te Iziet o 
和 通常 一样, 令 PO) = (1065, BE 

lim F(x) = +00, Jim F(x) = —0, 


以 及 对 某 个 p,0 <p < E/2, | 
lim (F(z) — 2p|F(x)| — 4E[z|J > — oœ, 


1x1- + œ 


RI 1 > +00 At, (1) 的 每 个 解 都 有 界 〈Z. Opial [21). 
(b) 周期 解 的 存在 性 . 
如 果 在 G) 的 假设 之 外 ,强迫 项 还 人 以。 为 周期 , 即 
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elt tw) = elt), (3) 
则 方程 (1 ) 至 少 有 一 个 以 w 为 周期 的 解 . 

W. S. Loud [2] 以 及 K.W. Blair 和 W. S. Loud [1] 给 出 了 
RTF Q) 存在 渐 近 稳定 的 o- 周 期 解 的 准则 ， 他 们 详细 地 讨论 了 
Kx) 一 常数 的 情形 . 

Mz. Zlámal [1] 在 如 下 的 假定 下 , 证 明了 (1) 存在 一 个 (指数 
式 ) 渐 近 稳定 的 以 为 周期 的 解 ， 即 假 定 存 在 四 个 正 数 c, 0, Li, 
La, 满足 6G>c>0, cL, + L< e/o — c, HB 

H) 一 2c| < La, 
lg(x) — gle") — BCX! 一 2 S Lala — x". 

G. Seifert [1] 提出 了 男 一 个 关于 存在 浙 近 稳定 的 o- 周 期 解 的 
准则 ; 他 在 {2] 中 还 考虑 了 当 fCx +22) = f(x), gle 二 27) 一 
g(#) 时 的 同一 个 间 题 , 即 在 相 柱 面 空间 上 来 考虑 这 个 间 题 . 

M: Urabe [1 提出 了 一 个 与 Lefschetz 准则 (45.1) 密 切 相关 的 
存在 性 定理 . 他 假定 存在 正 数 4, p, 使 得 
A + 4u° > uF(x)/x > Ga) 二 1 二 0， 


其 中 > p, GC) = | 04. 
R. E. Gomory [1] 考虑 了 f(x) 5 £( ° 为 多 项 式 的 情形 ， 


fx) = > a,x’, g(x) = a b yx”, 


AFH STREE RAR, OECTA RENO 
作为 这 个 研究 的 应 用 , 他 证 明了 : 当 *# 为 奇数 , 而 5 > 0 Him % 
奇数 不 同时 成立 时 *,(1) 存在 I. 

体 干 其 它 的 准则 可 参阅 A. Halanay [1]. 

(c) 具 强 迫 项 的 保守 系统 . 

有 相当 多 的 文献 讨论 了 具 强 迫 项 的 保守 系统 , 即 讨论 了 (1) 当 
f(x) 一 0 时 的 情形 : 


*) 此 处 按 Gomory [1], 118 页 定理 作 了 修改 。 一 一 译 者 注 
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+ g(x) = eli), : (4) 
其 中 G. Seifert RI Z. Opial 的 结果 很 有 意思 。 
G. Seifert [3 ] 在 证 明 (4) 存 在 w 周期 解 时 ,在 条 件 (2) 与 (3) 外 ， 
还 假设 g(x) 是 递增 函数 , g(x) = 0, 4 |x| 充分 大 时 , |g(x)| > 
E. 
Z. Opial [3] 得 到 了 同样 的 结果 ,他 假设 xg(x) > 0, 4x 0; 
当 |x| > colt, lim| g(x)| = 003 HER e) 的 周期 o 满 足 不 等 
A 0 二 w < To, To 满足 To/4 < lim T(x), BP T(x) 定义 为 : 


lxi- 


a x >00 时， T(x) = "st 
V 2 | V G(x)— G(s) 
Mex <0 有 时， Tix) = LL i 
V2 | V G(x) 一 GG) 
关于 方程 (4) 的 其 它 结果 (特别 是 与 次 调和 解 有 关 的 结果 ), 可 
参阅 T.J.Harvey [1], G.S.Hsu[1], T. Shimizu [2], R. M. Rosen- 
berg [1]. 


2. J. E. Littlewood 的 某 些 结果 


J. E. Littlewood 发 表 在 Acta Mathematica 的 两 篇 长 文 ,特别 详 
细 地 研究 了 含 参 数 《, b, a 的 方程 式 
è + kf(x)a + glr) = bke(t + a). (1) 
这 两 篇 文章 的 第 一 篇 [1] 讨论 了 van der Pol 方程 GG) = 
—(1— 2), g(x)=x) 的 特殊 情形 ,强迫 项 el + a) = pcos (pz 十 
a) 多 含 一 个 参数 u. 在 第 二 篇 文章 [2] 中 ,对 (1), 假设 对 于 所 
有 实 x 与 1, ,8 ,<。 BFC, H e(t 十 «二 2x) = eta), 
| e(s)ds = 0, e(t tata) = —eG +a), f(x) = f(x) = 
0, (x +1, f(t1) = 0), g(-x) = —g(x), e) > 0. 
在 这 些 附加 的 假设 下 , J. E. Littlewood 证 明了 (该 文 第 84 TA), 


存在 两 个 集合 Bi, Ba, 它们 的 并 集 是 《0，2) 的 真子 集 , 且 使 得 ,如 
ROE B, 则 方程 (1) 有 一 族 解 ， 当 i—> 十 00 时 ,都 趋 近 于 一 个 以 (2 
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= 一 1D)2x 为 周期 的 解 ,而 当 5 6 B; 时 ,方程 (1) 有 两 族 解 ， 分 别 趋 
于 两 个 以 (2a 一 1)2x 和 (2z + 1)2x 为 周期 的 解 。 


3. 具 强 迫 项 的 Levinson-Smith 方程 


.在 通常 的 关于 Cauchy 问题 解 的 存在 与 唯一 性 定理 的 假设 下 > 
具有 强迫 项 的 Levinson-Smith 方程 | 

£ + f(x, £)% + g(x) = eG) (1) 

也 已 经 广泛 地 被 研究 过 了 ， 忆 Opal [5] 证 明了 ， 如 果 {G y)» 

a(x), c(t) 连续 ; xg(z) > 030), | le) < 二 co; 且 存 


在 函数 h(x), 使 得 si | 
f(x y) — hly > 0042 + >o kj) 


以 及 O0<a(r)<A< +00, 
fim, | a*(s)g(s)ds = +00, 
其 中 a(x) 一 exp( |" id， 


则 对 于 (1) 的 任何 解 , 有 
dim RASO, + 27(2)} = 0. 
在 附加 假设 
elt + co) = elt) 
>F, R. Reissig[4], W.R. Utz [1] 以 及 I. Barbalat [1] 给 出 了 关 
FORE A AED Ree fE co~ Fa) SAE AS EE 


4. REGAN Rayleigh 方程 
只 强迫 项 的 Rayleigh 方程 一 般 指 方程 


a+ FG) + g(x) = eG), (1) 
这 已 在 $3, 1 人 HIET. 它 的 特殊 情形 | 
+ F(a)+x= elt) o (2) 


也 已 在 $5 中 考虑 过 了 。 通常 都 假定 Cauchy 问题 的 解 满足 唯一 
tE. i 
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R. Reissig [2] 在 假设 SE 
elt + co) = e(t) (3) 
之 下 ,得 到 了 很 多 关于 方程 (2) 的 有 意思 的 结果 . 特别 是 ,他 证 明 
了 (1) 存 在 一 个 渐 近 稳定 的 w- 周 期 解 .其 中 , 他 假设 F(z) 连续 ， 
递增 ， F(0) == (), e(z) 连续 , 且 

lim [F(v) 一 F(—v)] >M — m, 


其 中 M = max elt), m = min e(t). 

Z. Osinski [1] Hh BRAE). 

对 于 方程 (1)，R. Reisig [3] Æi FAR PIER T EDA 
在 一 个 最 小 周期 为 o 的 解 : 设 F(v), g(x) 和 elz) 分 别 对 所 有 实 
v, x 和 zz 连续 ; 设 m KOM, AREER) ERSA SV, 
| F(v) >(M—m)r+é>d, 0<r<1,82>0, 
Mo<Z- VA | 

F(v)<-(M-m)1—-r)<0. 
F = max F(v)> 0, {= min F(0)<0; 
[-V,P]. [-V,V] 


又 存在 正 数 X, 使 得 当 x SX, 
g(x) > (M — 1) + n, (a> 0), 
当 x XAT, 
g(x) <(m— F)— n. 
其 它 的 关于 (1) 的 解 的 有 界 性 的 结果 ,还 可 参阅 R. Reissig [1]. 


5. 关于 一 般 系统 之 一 f(t,x,y),y=g(t, x,y) 的 周期 解 的 存 
在 性 
C. Olech [1] 提出 了 一 个 关于 一 般 系 统 
”i t= f(t, x, y), 9™ gts z, y) (1) 
的 很 有 意思 的 结果 ,此 处 
KiF o, x,y) =, x,y), g(t + wo x, y) = g x, y), 
在 某 种 意义 上 , 它 是 关于 (1) 存在 o- 周 期 解 的 Massera 定理 的 补 
R. 他 的 存在 定理 (推广 了 Z Opa 的 一 条 讨论 特殊 情形 1 一 y 
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的 类 似 的 定理 ) 要 求 Cauchy 问题 解 的 存在 性 与 唯一 性 , HEDE 
在 一 个 有 界 解 ,以 及 fs 8 分 别 对 >y 和 x 为 非 减 的 简单 条 件 . 

和 R.E. Gomory [1] 的 早期 工作 相 联 系 ，J. Cronin [1] 运用 
拓扑 度 的 概念 ,对 

ft, x,y) = X(x, y) + EG), gli, x,y) = Y(x, y) + E.) 

的 情形 ,研究 了 确定 (1) 的 o- 周 期 解 的 最 少数 上 内 的 问题 。 

关于 二 阶 的 一 般 方 程式 

2 == g(:, x, £) 

的 有 和 界 性 与 局 期 解 存 在 性 的 进一步 研究 , 可 看 H. Ehrmann [1] 和 
T. Yoshizawa[5]. 


6. 各 式 各 样 的 二 阶 的 有 阻尼 或 无 阻尼 的 方程 


ARIETE + HIRAE 
& == olt, x) 
的 诸如 有 界 性 ,稳定 性 , 振动 性 , 周期 性 等 等 浙 近 性 质 已 被 许多 学 
者 研究 过 ， 参阅 F. V. Atkinson [1]; Choy Tak Taam [1], [2]; 
Choy Tak Taam-E. S. Johnson [1]; H. Jeffreys [1];Lakshmikantham- 
B. Viswanatham [1]; T. Manacorda [1]; J. Valat [1]. 
RAHE + NIE 
z= g(t, x, è) 
的 很 多 特殊 情形 ， 也 被 不 少 学 者 研究 过 : 参阅 A. de Castro [1], 
[2], H. Ehrmann [1], R. Faure[1], N. A. Zheleztsov [1], J. J. 
Levin-J. A. Nohel [1], H. Morimoto [1], W. R. Utz [1], T. Yos- 
hizawa [4]. l | 
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第 八 章 线性 系统 


在 这 一 章 里 我 们 扼要 地 探 深 讨 一 下 线性 系统 的 经 典 结果 ， 作为 
第 九 章 提出 Lyapunov .稳定 性 理论 的 引言 。 此 外 ， 还 将 对 正则 系 
统 的 某 些 新 近 成 果 加 以 说 明 ， | È | 


$1. ERAH. T. Wazewski 不 等 式 


1. 伴随 系统 
(a) 采用 在 第 一 章 $3.4 中 所 引进 的 矩阵 记号 , 线性 系统 可 以 


写成 
zm ACt)x + a(t) (8.1.1) 
的 形式 ， 如 果 系 统 是 齐 次 的 , 则 可 以 写成 | a 
y= ACt)y (8.1.2) 
的 形式 . 


A(t) 表示 n X n FEB, al) 表示 n X 1 矩阵 (AIM). 
这 里 ， 我 们 假设 AG) Mal) 的 元 素 是 实 变量 * 的 实 或 复 的 函 
BONTHA tos BIJE t > t LER. 

” 设 有 表示 一 矩阵 , 它 的 元 素 与 矩阵 4 的 元 素 a HB, A 表 
示 4 的 转 置 矩阵 ,而 A 表示 矩阵 (4), 则 系统 | 
è = — d'a (8.1.3) 
称 为 (8.1.2) 的 伴随 系统 ， 

(b) 如 果 aT 表示 1Xz BK HAR), 它 是 由 转 置 x- 列 向 
Ba 的 元 素 而 得 到 ， 则 积 aTh = ba 与 两 向 量 a 与 ?的 纯 量 积 相 
同 . an a’ = (a). 

& u = ult), v = 00) 是 两 可 微 的 盖 列 向 量 ， 并 设 人 oa) = 
ü — Au, m(v)= è + Av, Wij Lagrange 恒等式 
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(NTA 


v'I(u) + mv = d(v'u)/di 
成 立 , 并 且 , 如 果 w = y 是 (8.1.2) 的 解 ,v = z 是 (8.1.3) 的 解 , 则 得 
到 
-yz = WM. (8.1.4) 
再 次 使 用 第 一 章 $ 3.4 中 的 记号 , AY = YG) 是 (8.1.2) 的 基 
本 解 矩 阵 , Z = Z(t) 是 伴随 系统 (8.1.3) 的 基本 解 矩 阵 , 即 Z = — 
A'Z, W 
YZ=C, (8.1.5) 
其 中 C 是 元 素 为 常数 的 x X nie. 
又 如 果 Y 是 (8.1.2) 的 基本 解 矩 阵 , 而 J 了 一 Y*, 则 JY 一 1, 其 
hi din Xn MARE. Mig, O = JY + JY = JY +-JAY. 因 
此 ,如 果 dety #0, WRN J = — J4, J = 4J. 


A=— A’, 
则 系统 (8.1.2) 称 为 自 伴 系 统 . 这 时 由 (8 1.4) 推 知 yy = 常数 ， 并 
且 因 为 - 


yy = lyj? = > EAE 


我 们 可 以 断言 , 自 伴 系统 的 每 一 个 解 当 f 变化 时 ， 其 模 ly] 均 为 入 
数 . 

在 几何 上 ， 自 伴 系统 的 所 有 解 均 位 于 一 个 以 z 轴 为 轴 的 圆柱 
士 . 如 果 Y Ze PER AEA A RY YY 一 C. 


2. Wazewski 不 等 式 
(GD By =D) 是 系统 (8.1.2) 的 任 一 解 ,并 设 

PO = =D [nil = yy. 
微分 上 式 , 得 到 206 = yy + yy = y Ay + ydys, WR ABE 
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HG) = — A(z) + Z A'O), (8.1.6) 


则 有 206 = 2y’Hy, 

因为 HG) 对 于 每 一 个 上 值 都 是 Hermite FOR, RE? I 
特征 根 都 是 实数 . MRA) 5 40) 分 别 为 HO) 的 最 大 与 最 小 
的 特征 根 , 则 


2G) = min 222 x He 
az 


<< , AG) = max È - 
xx « xx 


(84, H. L. Hamburger-M. E. Grimshaw [1], $ 14. 也 可 参看 G. 
Julia [1], SER). Hii, de < 6 << hp 积分 这 个 式 于 ， 就 得 
到 Wazewski 不 等 式 《T.Wazewski [1], 48—59 页 ， 也 可 参看 A. 
Winter [1], AZ): 


ICa) exp (| aar) < ON 


< lly Co) ll exp (| AJar)» ty <z. (8.1.7) 


(b) 对 于 伴随 系统 (8.1. 3), 用 类 似 的 方 兴 可 以 推出 ， 它 的 所 有 
解 都 满足 不 等 式 


leco exp (一 | AG ar) < la) 


< Dz(z0)|| exp (- | aar), tot. (8.1.8) 


我 们 注意 到 ,如 果 (8.1.2) 是 自 伴 系 统 , 则 HO 是 x x 2 BH 
阵 ， 从 而 2) 一 AG) = 0 恒 成 立 ， 并 且 由 (8.1.77 或 (8.1.8) 青 次 
得 知 , 自 伴 系统 的 每 一 个 解 的 模 均 为 常数 ， 

Cc) 把 Lagrange 不 等 式 3; | aj0;|? < 2) Er vl)? 以 及 不 
等 式 2\pq| Slej + |a}? 应 用 于 Hermite 型 YEy， 当 ||| < 
AI 时 ,我 们 得 到 |Ty’Hyl < [Aly < 4] vl 3 | liyat l 
di < Alby < Ally]. Ait, 最 后 可 以 得 到 不 等 式 (参看 Z. 
Butlewski [1]) (% S £) 


ly Gall exp (一 |" lacolar) 
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< [yl < lale, |" AI): 
lly C20) [I exp (— | aC)lar ) 
< 


< lly) < llyGodllexn( |" aller). 


对 于 考虑 异 于 lal, lAl 的 各 种 模 所 得 到 的 其 它 的 不 等 式 ,也 
可 参看 : H. Toyama [1], T.Kitamura [1], 


52. 常 系数 线性 自治 系统 
1. 标准 基本 解 矩 阵 


”在 本 节 中 我 们 研究 齐 次 系统 (8.1.2); 其 中 AG) BON Xa 
常数 矩阵 C， 也 就 是 研究 自治 系统 
= ý= cy, | = (8.2.1) 
在 $2.1, §2.2 中 假定 C 的 元 素 是 实数 或 复数 ， 而 在 $2.3, §2.4 
中 假定 它们 均 是 实数 . 
根据 和 矩阵 计算 原理 ,如 果 MM 是 一 个 n X n 矩阵 (常数 或 z HI BK 
数 ), 我 们 用 下 述 级 数 定义 矩阵 M., 


e" -1+ EM +> Mt tM" bos (8.2.2) 


如果 MM 和 它 的 导数 M 可 交换 ， AMM 一 MM, NU 
deM/dt = Me = eM. 
特别 是 ， 如 果 M = :C ,其 中 C 是 常数 矩阵 ， 则 MM = MM, 
从 而 def /dt = Cet == eC, 
在 矩阵 方程 了 = CY HAWARA e, 可 得 


et 一 De “Cm ¥G)¥~(0); (8.2.3) 
因而 e 是 (8.2. 1 的 标准 基本 解答 时 U(z) = e 《第 一 章 ,§ 3), 
所 以 ,(8.2.1) 的 通 解 可 由 
y(t) = ety? | (8.2.4) 
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给 出 ,其 中 是 任意 常数 nF A. 
容易 证 明 Ce") = e7°, MIR 
U`) = eC (8.2.5) 
和 
UCDU r) = e479 m U(t — r). (8.2.6) 


2. 齐 次 系统 解 的 形式 。 特征 指数 。 型 数 


在 $ 2.1 中 已 看 到 齐 次 系统 (8.2.1) 的 通 解 的 形式 如 (8.2.4). 

由 矩阵 理论 知道 (例如 ,可 参看 Julia [1], BOB, $3), 存在 
一 个 非 退 化 的 常数 矩阵 T, E44 TCT 是 Jordan 标准 型 

TCT 一 Pi >. 
O, 

其 中 Mi, Mas +++ M, DAUE kikas > Re WAREM ki + ka + 
00 tk mn, 1 <s Ss, 其它 的 所 有 元 素 均 为 零 。 

M; 形 如 


其 中 si 一 0,1, 而 入 是 c 的 一 个 特征 根 , 即 和 将 征 方程 
det(C — Al) == 0 (8.2.7) 

的 一 个 根 . 

Bm Wein, me; FER 重 特征 根 , 则 M; ER; 阶 方 阵 。 

此 外 ,如 果 考 虚数 

hi == n — rank(C — 4,1) 

( 称 为 C 一 21 的 零度 或 简称 为 2, 的 零度 ), 它 满足 <<<, 
则 我 们 将 有 : 4 hk; = kit, s; m 05 24 h; < k AT, el. 

如 果 C 是 实 常 数 和 矩阵 而 4 是 复 特 征 根 a+ iv, WARK 
复数 元 对 应 着 两 个 矩阵 
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at 18 E; a T 18 Es 
a+ if e, a— iB €, 
a + ip a— ig 
RATA LU MS pi ME M; 


( Es ) 
a—i 


来 考虑 ， 可 以 证 明 存在 一 个 实 的 非 退 化 变换 ， 它 将 上 述 和 矩阵 变 成 


1 


a — f 
B at E, 
a —8 
B a 一 E, ? 
a _ 
f 一 


而 使 ] 中 所 有 其 他 的 M; RARE. 回来 讨论 CARRY 
一 般 情 况 ， 我 们 用 变换 y= Ts 来 代 换 (8.2.1) 的 和 解 y， 其 中 工 是 
上 面 提 到 过 的 和 矩阵. 于 是 我 们 有 += TCT: = Jz， 从 而 根据 
(8.2.4), z e/2°, 其 中 对 是 任 一 党 数 n- FI, 最 后 得 到 
y= Telg, 

总 之 (8.2.1) 的 通 解 是 一 IA, 它 的 元 素 是 的 元 素 的 
遂 系 数 线性 组 合 . 

此 外 ,容易 验证 (例如 ,可 参看 Coddingron-Levinson [1], 第 三 
Be, § 4) HKE 


et | 


|e: | 


ef! == 


其 中 
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. 2 1 
21 


] 
(k: 一 1)! 
| Leti. è è 1 gti? e l;t ° 


(Ri — 2)! 


è 和 和 


和 
和 


“由 于 为 以 一 种 方式 在 系统 (8.2.1) 的 通 解 表达 式 中 出 现 ,所 以 
称 为 系统 (8.2.1) 的 特征 指数 .特征 根 u 的 实 部 称 为 该 系统 的 
型 数 . a 


3. RGB 
(a) 我 们 来 研究 线性 非 齐 次 自治 系统 
= Crte, à (8.2.8) 
其 中 c 与 < 分 别 是 。 X 4 与 a X 1 的 实 常数 阵 . | 
如 果 方 程 组 
Cx 十 c 一 0, (0 是 x Xx 1 Bi) (8.2.9) 


没有 解 , 则 系统 (8.2.8) 无 奇 所 . 
inf x 是 (8.2.9) 的 一 个 解 ， 即 为 (8.2.8) 的 一 AFA, 则 变换 
x = y + x (8.2.8) HORE x 变 成 
y= Cy “(8.2.1) 
的 解 y, 特别 是 将 奇 点 * 变 成 (8.2.1) 的 衣 点 OIE). 
因而 我 们 可 以 只 注意 奇 点 0 的 邻 域 就 行 了 . 
(b) 现在 假设 
det C = 0, (8.2.10) 
这 相当 于 假设 特征 方程 detCC 一 11) = 0 RASH. | 
这 时 我 们 有 如 下 几 种 可 能 性 : (1) 所 有 特征 根 具有 仙 实 部 


。472 。 


(或 正 实 部 );(2) 存 在 具有 人 负 实 部 的 us MERNANI i AEX 
部 ;《3) 存 在 具有 负 实 部 (或 正 实 部 ) 的 如、 而 所 有 其 余 的 4 IX 
部 均 为 零 ;(4) 存 在 具有 仙 实 部 的 如 与 正 实 部 的 2, 同时 也 存在 
SMASH 43 G) 所 及 的 实 部 均 为 零 ， 最 后 这 种 情况 仅 当 
(8.2.1) 的 方程 个 数 n 是 偶数 时 才能 出 现 (REG 正 象 所 假定 的 那 
样 是 实 常数 阵 的 话 )。 

在 情况 (1), 所 有 的 解 当 > +co( 或 一 oo) 时 均 趋 于 直线 y= 
0, 因 而 存在 O 点 的 一 个 邻 域 ,使 得 通过 该 邻 域 中 的 所 的 所 有 轨 线 ， 
当 上 一 十 oo( 或 一 oo) 时 都 趋 于 0.。 

EWC), WRR RO << n) 是 只 负 实 部 的 2; 的 个 数 ， 
WET Ce, x) 的 欧 氏 空间 Sasa 中 存在 一 Shar OR Soe 中 的 一 个 
k+ 1 维 超 平面 )， 它 被 当 :一 +0 时 趋 于 直线 y 一 0 的 解 所 充 
满 , 同 时 还 存在 一 Ssns CRY :一 一品 时 趋 于 y 一 0 的 解 所 
充满 。 在 相 空 间 ( 即 点 x 所 在 的 空间 S) 中 存在 着 一 个 当 2 > 十 
co 时 趋 于 0 的 轨 线 的 集合 S 和 一 个 当 1 一 一 co NBT OM RR 
的 集合 5,-*+*。 所 有 其 余 的 轨 线 在 O 点 的 每 一 个 邻 域内 仅 能 停留 有 
限时 间 . : 

Al G), & 58,3 — iB1，"'*, ifp， 一 180 是 实 部 为 零 的 
2p <n) 个 特征 根 ， 而 令 24 是 这 些 特征 根 的 对 应 的 初等 因子 的 
TR. 我 们 分 如 下 的 (3') R (37) 两 种 情况 加 以 讨论 : 情况 (3'); 
2p 一 24， 即 所 有 初等 因子 都 是 线性 的 . 这 时 在 点 (ty *) 的 空间 

San. PARE ME RAR RS Sors 它 可 能 含有 有 周期 解 的 一 个 
WETE H.Bohr BLT ARR, Fld, WEA G. 
Sansone [1], RAR, $9)0. 还 存在 一 个 当 > +0 时 (或 趋 于 
一 C0 时, 如果 其 余 的 特征 根 均 具有 正 实 部 的 话 ) 趋 于 直线 y 一 0 的 
解 集合 Spry. MARTRE 2 > 十 co (R-— co ) 时 , 均 渐 近 
于 这 些 殉 周期 解 . 情况 (3 ): 2p << 29. 这 时 至 少 有 一 个 初等 因子 
的 次 数字 1， 在 Susi 中 存在 一 个 殉 周 期 解 的 集合 Santa 还 存在 一 


O 也 可 参看 B. M. FIR, ONE: PIRATE, 1956, 
者 注 | 
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个 当 1 +0(1> 一 oo) 时 趋 于 直线 . y = 0 的 解 的 集合 Sire 
和 一 个 渐 近 地 趋 于 这 些 殉 周期 解 的 解 的 集合 Srann. ARAR 
在 直线 y 一 0 的 每 一 个 邻 域内 只 能 停留 有 限时 间 ， 
”在 情形 (4? 中 ,用 ?表示 实 部 为 负 的 特征 根 的 个 数 , 用 4 表 
示 实 部 为 正 的 特征 根 2, 的 个 数 , 用 * 表示 实 部 一 0 的 相 异 特征 根 
4 的 个 数 。 这 时 存在 一 个 当 :一 十 co 时 趋 于 直线 y 一 0 的 解 的 
集合 Spars 一 个 当 t 一 一 co KHAT y = 0 的 解 的 San 集合 和 一 
个 殉 周 期 解 的 集合 Su 于 是 存在 两 个 渐 近 地 趋 近 于 殖 周 期 解 的 
集合 , 即 , 当 ;一 +00 时 的 渐 近 解 的 户 十 : 维 流 形 和 当 ! 一 一 co 时 
的 渐 近 解 的 9 + RIG. 所 有 其 余 的 解 在 直线 y 0 的 任 一 邻 
域 中 仅 能 停留 育 限 时 间 . 1 va 
MEG): 如 果 所 有 的 初等 因子 均 是 线性 的 ， 则 所 有 的 解 均 是 
殖 局 期 的 (在 特殊 情况 下 ,全 部 是 局 期 的 或 部 分 是 局 期 的 )，、 相 反 ， 
如 果 至 少 有 一 个 初等 因子 其 次 数 大 于 1， 则 至 周 期 解 就 形成 某 一 
超 平 面 而 所 有 其 它 的 解 在 直线 y — 0 的 每 一 个 邻 城内 仅 能 停留 有 
限时 间 . 

(c) 现在 假设 sa 
det C = 0, (8. 2.11) 
即 设 C vai <n, WEH d RRC HK, 我 们 将 分 别 讨论 4 = n— 
.1,4 一 2,.…,2, 1, 0 等 各 种 情况 . o 

总 之 ， 0 不 再 是 孤立 奇 点 。 它 将 属于 5。 的 某 一 个 完全 由 奇 点 
所 构成 的 * 的 集合 S. (对 于 ”一 2 的 情形 ,参看 第 二 章 ,$ 1.) 
”确定 出 奇 点 的 所 有 的 空间 ， 然 后 在 那些 只 含有 孤立 奇 点 的 方 
便 的 子 空间 中 研究 雪线 的 形态 ,就 可 以 将 奇 点 进行 完全 的 分 类 ， 


A. n= 3 的 ( 实 ) 情 形 


在 本 节 最 后 我 们 来 讨论 Poincaré 线性 系统 (Poincaré (11) 

| 二 is (l = 1, 2,3), (8.2.12) 
及 其 轨 线 在 奇 点 0 = (0, 0, 0) 邻 域 中 的 性 态 ， 其 中 系数 a0, 
R=1,2,3) 为 实 常数 ， 这 样 我 们 就 可 以 得 到 23 中 一 般 情 形 的 
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一 个 模型 。 
(a) 如 果 系 绕 能 够 化 成 标准 型 


#2 pr, 9 — py, 2™ ort, (8.2.13) 
其 中 pi, py, ps 是 符号 相同 的 不 为 零 的 实 常数 ,我 们 有 
x = ceti, y = cel, g = cet, (8.2.14) 


因而 当 #-> +o 《如果 pj 过 0, p <0, p <0) R :一 一 co 
《如 果 p > 0, p> 0, p > 0) 时 , 轨 线 趋 于 0, Poincaré O AK 

(b) 假设 在 系统 (8.2.13) 中 pi» P29 Pp; 均 不 为 零 ,但 不 同 号 . 例 
如 mm > 0, 0,> 0 p < 0. 如 果 cs 一 0; 则 由 (8.2.14) 知 对 应 的 轨 
线 属于 平面 z 一 0, 且 当 :一 一 2 时 都 趋 于 0: 对 于 平面 z = 一 0， 
从 而 对 于 (8.2.13) 中 前 两 个 方程 所 构成 的 系统 ，O 点 是 结 点 ( 参 
看 第 二 章 , $ 1). 每 一 条 其 它 的 轨 线 (cs, 关 0)， 在 点 的 每 一 个 
“ 邻 域内 仅 能 停留 有 限时 间 . Poincaré 把 点 0 称 为 系统 (8.2.13) 的 

(c) 在 (8.2.13) 中 如 果 根 Pi 是 实 的 旦 不 为 零 ， 而 P2 与 P3 是 一 
对 共 力 复 根 ， 即 p= r is, p = r — iss > 0), WRAAE 
解 能 够 写成 实 函 数 形 式 

xm ce’, y = crei cos s(t 一 力 )， 
z= ce sin s(t — 10), | (8.2.15) 

其 中 cis cs 和 是 任意 常数 . 

假设 + SOR op 与 7 同 号 ,例如 po > 0,y>>0. 则 对 于 <: 一 
0 ,由 (8.2.15) 我 们 得 到 : xe cei, ym z= 0, 换 句 话说 ， 两 条 
半 轴 x 0 及 + 二 0 是 轨 线 ， 如果 c 一 0,c; 志 0, 对 应 的 轨 线 属 
于 平面 «= 0 且 当 :一 一 时 螺旋 状 地 环绕 点 O 并 渐 近 地 趋 于 
它 ， 所 有 其 余 的 轨 线 〈c: 0, ca 关 0) 螺旋 状 地 环绕 * 轴 ， 且 当 
:一 一 co 时 趋 于 0。 iki, Poincaré 把 点 0 称 为 焦点 (图 132). 

(d) 和 (c) 中 一 样 ， 假 设 0, 是 非 零 的 实数 ， 且 o= r tis, 
pi = r — is > 0), 但 现在 设 eo Sr 异 号 ,例如 , ow >0,r<0, | 

ca = ORL, HG8.2.15) THERE «> 0, * 二 0 仍然 是 
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HARR Sic 一 0 但 e < 0 时， 我 们 得 到 位 于 平面 = 0 AN 
Be, O 点 在 平面 上 形 如 吸引 焦点 ,但 它 却 与 所 有 其 它 的 轨 线 保持 
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着 正 的 距离 ,这 时 ,Poincaré RAO SERA. 

(e) 最 后 ,假如 和 Cc), (d) 中 一 样 , 设 ps 是 非 零 实 数 , 但 = 
is, p = —is(s > 0), WAP BHO OR xe <0, HOR 
仍 是 该 系统 的 两 条 轨 线 ; 对 于 = 0, 780, A821IDRMN 
得 到 属于 平面 * 一 0 的 轨 线 (以 CO 为 中 心 的 圆 )。 所 有 其 它 轨 线 
(ci 0, c2 = 0) 都 在 半径 为 |c:| 的 环绕 x 轴 的 圆柱 面 上 .。 HE 
当 z 一 一 oo 时 ,这 些 轨 线 渐 近 地 趋 于 这 个 柱 面 与 yz 平面 的 截 口 。 
IXE, Poincaré KK& O 为 中 心 (图 133). 


53. 线性 周期 系统 


1. 标准 基本 解 矩阵 ，Floquet 定理 和 Lyapunov 定理 


(a) 考虑 齐 次 系统 
y= A(t)y, (8.3.1) 
其 中 ACs) 是 连续 的 、 周 期 的 ( 实 的 或 复 的 ) 2 x n KH, AH a 
(最 小 周期 ), 就 是 说 ,存在 数 o > 0, 使 得 
ACi + o) = A(t), (0<L1< +00). (8.3.2) 
如 果 UC) 是 (8.3.1) 的 p. £ m COREE AR RE), MUC + è) 也 
Ef m (EARS). 因而 ， 存 在 常数 矩阵 C 《第 一 章 )， 使 得 
UL + w)= U(#)C. 
但 当 1 一 0 时 ，U(0) 一 7 从 而 有 | 
U(t + wo) = U(1)U( 0). (8.3.3) 
(b) AX Uo) 是非 退化 的 ， 故 它 有 对 数 ( 例 如 ， 可 参看 R 
Bellman 【1] ,29 一 31 TH), 也 就 是 说 , 存在 一 个 用 logU(w) 表示 的 
矩阵 ,使 得 
eles) 一 U(w0). (8.3.4) 
我 们 有 如 下 的 定理 《 见 G. Floquet [1]). 
定理 2. 如 果 (8.3.2) 成 立 , 则 (8.3.1) 的 pf m 可 表 为 
U(t) = PCz)Jeo Hos (8.3.5) 
其 中 PC) P SLAVE. E PCO) = 1. 
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为 了 证 明 这 个 定理 , 令 
P(t) = U(t)e™ Bes), (8.3.6) 
WW PG) 是 非 退 化 的 ， 且 由 于 ehte m ehd o eh, BID A, BI 
EW SUH, 2, h 均 是 常数 ,我 们 就 有 
P(t + o) = Ult + oœ) e 97! ta)logU(c) 
一 UU (coe EU eeo) 一 P(t), 
(c) 我 们 有 如 下 的 定理 ( 见 A. Lyapunov [1], 396—399 Ti). 
定理 3。 设 PG) 是 由 (8.3.6) 式 定义 的 矩阵 , 则 线性 变换 


e *® 8s a O% S/Y as se è . 


y = P(4)z (8.3.7) 
GEIR RAG D 632) SEERA 
z= «|! log U(w)z. (8.3.8) 


为 证 明 这 一 点 ,微分 (8.3.7) 式 两 端 ,得 BC(z)z + PCU = ACG) 
P(z)z, 从 而 zz = [POOOR 一 P72)B(z)]z。 另 一 方面 ,我 
们 注意 到 ,如 果 C 是 常数 阵 , 则 C 与 cf 可 交换 ,由 (8.3.6) 可 得 

P12) AC)PC) 一 PGPG) 
一 eo tog) 7-1 2) 42 )U eT —irtogUta) 
— e otogU WTI) ACU )e™ ~itlogU lw) 
— wo U2) log U Ceo )e 7 Ho) ] 
一 cg tee oU- YU (2) log UCw eR 
= wl! log Uw). 


2. 特征 指数 .型 数 
(a) Æ $3.1 中 我 们 假设 是 40) 的 一 个 周期 , 但 并 不 一 定 
是 AG) 的 最 小 局 期. 


因此 ,如 果 AG) 是 常数 矩阵 , 则 ww 可取 任何 正 数 .由 于 ($ 2) 
当 A(t) =C 是 常数 矩阵 时 ， 我 们 有 U(r) = e, TH, WEE 
o>0, RA UCo) 一 °°, BHES (8.3.4) 比较 ， 就 得 到 C = 
«log UC). 

上 述 讨论 表明 ,如 下 的 特征 指数 定义 是 合理 的 . 

定义 1， 如果 AC) 满足 条 件 (8.3.2), 则 把 自治 系统 (8.3.8) 的 
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FS GE te (BI AGP log U(co) 的 特征 根除 以 o) 称 为 系统 \8.3.1) 的 
特征 指数 . 
(b) 我 们 来 证 明 下 述 定理 . 


ek. KIRN a. A = SBS, Wi] det [B — p1] = det S7! det 
[B — pI] det S = det [S-!(B — pI)S] = det [SBS 一 SIS] = 
det [4 一 p1]; 由 此 可 知 ,对 于 任 一 非 退 化 矩阵 5, 有 
det[U(co) — p1] 一 det[ e!) — p1] 一 det[S-lclos Was — pI]. 
TER, PRE AEE k, (SIRS) = SIRIS, BAI, Set 
S eS RS ， 因而 | 
| det[U(w) — p1] = detf eS * 108 Us 一 ell.” 

如 果 我 们 选择 $ 使 得 Slog U(w)3 是 Jordan 标准 型 ], 则 矩 
PE e! 的 主 对 角 线 以 下 的 所 有 元 素 均 为 零 ,而 主 对 角 线 本 身上 的 元 
EI eh, Hh, 是 J 了 的 特征 根 v*， 即 是 ST log U(u)S È log U(co) 
的 特征 根 ,因而 ，det[U(w) 一 p1] = Ile — e)ti, 结论 得 证 . 

(c》 由 定理 4 可 得 ,因为 U(w) 的 特征 根 是 复数 ， 因 而 这 些 根 
的 对 数 仅 能 确定 到 相差 模 2kx;， 从 而 系统 (8.3.1) 的 特征 指数 仅 能 
确定 到 相差 20, 的 一 个 倍数 ， 但 由 于 这 些 对 数 的 实 部 是 唯一 确定 
的 ,故我 们 可 给 出 如 下 的 定义 : 

定义 2， 如 果 AC) 满足 条 件 (8.3.2), 则 (8.3.1) 的 特征 指数 的 
实 部 , 即 UG) 的 特征 根 的 对 数 的 实 部 除 以 wo 称 为 系统 (8.3.1) 的 型 
数 . 


1) 如 果 RA Jordan 标准 形式 ($2), 它 可 表 为 
Jo | 


Ei 


J= ! | 。 
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如 果 AC) 是 常数 阵 , 则 它 的 型 数 就 是 常数 阵 AG) = C 的 特 
征 根 的 实 部 (参看 , § 2.2). | 

Cd) 我 们 注意 到 ,如 果 AG) ERY, MUCO) 也 是 实 的 . A 
方面 ,一 般 来 说 log U(w) 却 是 复 的 . 这 时 ,注意 到 WCw) = UC) 
WR U(0)U(w) = U(20), 为 了 将 (8.3.1), (8.3. 2) 化 成 具有 实 系 
数 的 自治 系统 ,只 要 作 变 换 

O) = U(s)e —27 hols logU wo) tog Ua) 

就 可 以 了 . 

OG) 是 实 的 且 以 2o 为 周期 

(ce) MRAM AG) 连续 的 假设 换 成 仅 假设 它 在 每 一 个 有 
限 区 间 上 可 测 或 了 可 积 , 则 上 述 结论 仍然 正确 。 | 

(f) 为 子 求 线性 自治 系统 的 特征 指数 ， 我 们 必 Te 方程 de 
(C 一 pol) 一 0, 其 中 C 是 系统 的 系数 矩阵 ,因而 是 已 知 的 . 

当 系统 不 是 自治 系统 而 是 周期 系统 时 ,为 了 求 特征 指数 ,我 们 
就 得 解 方程 : 

det (U(0) 一 ol) 一 o ci 


其 中 Jo 是 元 这 为 Ais Aa; “et, Za 的 对 角 阵 。 i. A EST LECL 则 形 
BO Ji = Angeles + Zr, 其 中 四 是 wi X ri 的 单位 阵 ,而 Za RE I 


Di 


的 riXsi 的 矩阵 .由 此 立刻 可 知 ， 


eli | 


eli 
el = | | . > elo = a . ; 
”。 eik 


els 
1 1 1/2} ce 1/Gil 
eli = “| 1 1/21 _ ria)! | 
' 1 


* 480 » 


因而 要 预先 求 出 UCw), 这 时 计算 相当 复杂 (参看 Sansone [1], 38 
四 章 ，42 ;也 可 参看 L A. Artem’ev [1]). 


$4 可 约 系统 


1. 可 约 系统 .特征 指数 和 型 数 


(a) 下 面 定 义 一 类 把 周期 系统 ， 特 别 是 把 自治 系统 包含 在 内 
的 系统 (参看 A. Lyapunov [1], 241—242 T). | 

定义 3， 我 们 说 系统 = 

| | y= Ay 7 (8:4.1) 
是 一 个 可 约 系统 ,( 其 中 A(t) 对 给 定 的 los 在 t 加 上 连续 )， w 
果 存 在 2 X n 的 所 谓 Lyapunov G8 SCG), 它 具 有 下 述 性 质 : (1) 
在 1 > bk, SQ) 及 其 导数 有 定义 且 连 续 ;(2) SC) BE SC) 
E t >in F5RA: 即 存 在 正 数 S, 使 得 o i 

ISO] <S, Rao) <S, Li < +00; © 
(3) 关系 式 
S(t) + SHIA) — CSG)= 0, (o 为 nXn r BIER), (8. 4. 2) 
或 
SC) + SDC - 一 NEVA = ©. 4, 3) 
成 立 , 其 中 C 是 常数 矩阵 . 

如 果 (8.4.2) 或 (8.4.3) 在 C = O 时 成 立 , 则 称 系统 (8.4. 1 为 上 与 
等 可 约 的 . I P. Erughin 在 他 的 长 文中 中 对 可 约 系统 的 理论 进行 
THE. 也 可 参看 V. A. Yakubovich [1], C. E. Langenhop [1] 

最 近 对 于 定义 在 整个 实 上 轴 上 上 的 40) 引 人 了 完全 可 约 性 的 概念 . 
Ob) 在 上 述 定义 中 采用 可 约 这 一 术语 的 原因 在 于 这 样 一 个 事 
X: 如 果 存 在 Lyapunov 年 阵 ， 即 如 果 (8.4.1) 是 可 约 的 ， 则 变换 
y = SG)z (其 中 z = Sy) 恰好 将 系统 (8. 4. 1) 化 成 目 治 系统 
z= Cz, oy i 

Cc) 注意 到 $ 3.1 (c), EM 3 亦 可 改 述 为 : 

定理 3 . WERE. 3. 27 的 周期 系统 (8 4.1), 借 助 于 与 46) 
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(ay 让 此 我 们 可 给 出 下 述 定 文 

定义 4. 我们 把 可 约 系统 (8,4. 1) 所 化 成 的 自治 系统 之 一 的 特 
征 指 数 称 为 可 约 系统 (8.4.1) 的 特征 指数 。 可 约 系 统 (8.4.1) 的 型 数 
就 是 这 些 特征 指数 的 实 部 。 这 一 定义 的 合理 性 在 下 一 节 中 将 得 到 
充分 肯定 ， 那 时 我 们 要 证 明 型 数 并 不 依赖 于 (8.4.1) 的 特殊 的 可 约 
(e) 如 果 一 个 系统 是 可 约 的 ， 则 它 的 伴随 系统 显然 也 是 可 约 
的 . 

”(f) 可 约 系 统 , 特 别 是 那些 与 零 可 约 系统 ， 将 在 第 九 章 $ 2 加 

以 讨论 ， 


§ 5， 函 数 的 型 数 。 刀 相似 关系 
L 函数 的 型 数 l 


(a) 我 们 已 经 对 一 类 比较 更 为 一 般 的 系统 《自治 的 , 周期 的 ， 
可 约 的 ) 引 人 了 型 数 的 概念 ， 现 在 要 把 它 推广 到 系统 9 一 ACY 
上 去 ,其 中 AQ) BERS. HEE, 我 们 由 定义 5 在 这 里 引 
ARR f(z)( 数 或 矩阵 ) 的 型 数 的 概念 , 它 是 由 O. Perron [1] 提 
HAI. 

EMS WE ORELE t St < 十 oo 上 的 实 变量 z 的 函 
数 ( 数 或 矩阵 ), 且 恒 不 为 零 , 则 我 们 将 数 
x = XQ) = lim log | fC) | 

定义 为 函数 f(z) NWR. Hon, 

Xew) 一 e, X(e-soti0t) = —1/e, XC2*)—+00, XG) = 
—0o, 如果 站 = OC"), 如 是 非 负 的 整数 , 则 X(f) = 0, 

(b) XY 是 f(z) 的 型 数 的 充 要 条 件 是 : NATE 4>%, 
lim |) |e" = 1, 而 对 每 一 个 a 万 X, 则 存在 一 发 散 的 序列 {1。} 
使 得 1(4,)e- 是 发 散 的 

Cc) WR XG) > Xe), WAG g) = ACs WR X 一 
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Xe) MIXO +g) <%Q). 

(d) wR fg 在 1 和 8 ERR ARATRAW mS NE 
数 时 它 表示 普通 的 积 , 则 Xe) <LO + Xe). 《符号 < 可 能 成 
立 , 例 如 = erti, g 一 ese) RS RAT ”是 非 负 整数 ， 
则 LG) = nX). 

(e) 如 果 了 是 一 个 数 ， 则 X(P XAD (符号 > 可 能 
成 立 , 例 如 ,1 = enti!) AG) + AD 等 于 零 的 充 要 条 件 是 lim 


log |fl ZE. 

如 果 FEAA BXG)+2(1/f)= 一 0， 则 对 任 一 g (BR 
HERE), X(fg) = XCF) + Xe). 

O 如 果 FA) 一 大 并且 XG >So, WCF) SLAR 
XC) 二 0 并 且 还 有 lim FG) = 0, II XCF) < XO). 


2. t- 相 似 关系 (或 运动 相似 ) 


(a) Bn X ”和 矩阵 AG), BG) Ht St < +0 上 连续 ,如 果 
存在 具有 下 述 性 质 的 矩阵 SC): (1) SG) 及 其 导数 SE) Et St 
LES: (2)5@) ER SM 均 在 t Sey LARG) 或 者 关系 
式 

S(t) + SCD AC) 一 BCDSCD = 0 
成 立 , 或 者 关系 式 
S(z) + SHB) 一 AGS) 一 O 
成 立 , 其 中 0 是 > X n SHAM, MN RA L. Markus [1], 把 矩阵 4@) 
与 BO) 称 为 过 动 相似 或 志 -相似 
由 定义 立刻 可 知 , -相似 关系 是 对 称 的 、 自 反 的 和 可 传递 的 . 
我 们 说 系统 | o 
y = Ay (8.5.1) 
上 -相似 于 系统 
ż = B(jz, (8.5.2) 
in AG) 5 BC) He eis. 
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因而 , 丙 个 系统 是 二 相似 的 ; 当 且 仅 当 存在 一 个 满足 上 述 定义 
中 条 件 (1) 和 (2) 的 SG), ERRER z = 5(z)y Ry = SA) 将 
一 个 系统 的 解 》 变 成 另 一 个 系统 的 解 z. 

(b) 根据 (a) 中 的 定义 可 知 , 可 约 系统 ($4) 是 t- 相 似 于 自治 


3. 非 零 解 的 型 数 


(a) MR y = y(#) 是 系统 
y= Aly (8.5.1) 
的 不 为 零 的 解 ， Heth A(z) 在 总 和 县 上 < 十 co 上 连续 , 依 定义 5 ,对 此 
JRT BY Be 


X(y) = dim t™ log |y. 


4 y 在 系统 (8.5.1) 的 所 有 解 的 集合 内 变化 时 , 数 XCy) BR 
一 个 有 限 集合 (下 面 定理 6), 即 系统 (8.5.1) 的 所 有 型 数 的 集合 . 

容易 验证 ,如 果 (8.5.1) 是 自治 系统 ,周期 系统 或 是 可 约 系统 ， 
则 (8.5.1) 的 型 数 就 分 别 是 在 $2.2, $3.2 和 $4:1 中 所 定义 的 数 。 

(b) EIE 5. As (8.5.1) 的 型 数 和 任 一 与 它 -相似 的 系统 的 
型 数 相同 . 

(参看 A. Lyapunov [1], p. 241, 值得 注意 的 是 Lyapunov 的 
“ 示 性 数 ” 是 我 们 所 定义 的 型 数 加 人 负 号 ， 也 可 参看 ; S. P. Diliberto 
[1],14 页 ; Diliberto 的 对 应 于 我 们 的 型 数 的 述 语 是 特征 指数 ; 工 
Markus [1] 的 定理 1 和 2.) | 

事实 上 , 设 (8.5.1) 和 (8.5.2) 是 二 相似 系统 ,7 = y(z) 是 (8. 5.1) 
的 任 一 解 ，x 一 sC) 是 (8.5.2) 与 之 对 应 的 解 , 即 z = 5(z)y。 则 


Xz) = X(SG)y) = lim log |S@y| < lim log | SG) | 
tf ++ i>» 二 器 
+ lim #7 logly] = lim |S] + XC). 
f++co foto 


因为 5(z) 根据 假设 是 有 界 和 的 ， 由 此 可 得 X(z) Sx. BF 
Hi, y= SG): 和 SG) 根据 假设 也 是 有 界 的 ， 从 而 ZO) < 
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x(a), FERJET XO) = X(2) . 换 句 话说 ,在 A 
两 个 解 , 对 应 着 相同 型 数 . 

(©) 定理 一 个 不 毕 的 理 数 的 个 数 不 起 过 

令 yP”, "°° yP Cp <n)F(8.5. DREIES Xis X °°, 
Xp 分 别 是 它们 的 型 数 .。 WR X < X 二 …… 二 Xp KP MEER 
性 无 关 的 ， 也 就 是 说 , y®, 09 的 任意 不 恒 等 于 零 的 线性 组 
SAR DG MX Xa 0003 Xp 中 的 一 个 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 
们 注意 到 ， 如 果 cx 0, Mj Mey) 一 Xi。 Pra, WR ea * 0 
(85.1 (c)), WY XCey? + cry? =X Cory) =%2, 从而， 如果 c =$ 
0, XCery + cay P + cay?) = X,, 等 等 。 最 后 ， 因 为 (8.5.1) 的 
十 工 个 解 总 是 线性 相关 的 , 故 命 题 得 证 . 
(d) 从 Wazewski 不 等 式 (8.1.7) 可 以 推出 


log | yo) | + | a(sds< log | yz) | <log | y(t) | +I Aas, 
从 而 对 (8.5.1) 的 每 一 个 解 y(?) 有 
im ha ads < X0) < Ïm r “YS, Ads.  (8.5.1") 


4. 正规 解 组 ， 数 Sci 

Ca) 48 y= AD (8.5.1) 
的 某 一 基本 解 组 . 

我 们 在 这 里 和 在 $6 中 都 假设 系统 (8.5.1) 的 全 部 型 数 均 是 有 
限 的 ， 特 别 地 , 当 AG) 在 SERA, 就 出 现 这 种 情况 (参看 
O. Perron [1], 750 页 ). 

属于 这 基本 解 组 的 + 个 解 上 其 有 z 个 不 同 的 型 数 ， l SI <p, 
其 中 p 志 4 是 系统 的 型 数 的 个 数 (定理 6). 

mE gq 二 pp， 则 这 些 解 的 适当 的 线性 组 合 将 确定 出 系统 
(8.5.1) 的 其 余 p 一 9 PRR. 

如 果 所 考虑 的 基本 解 组 具有 如 下 的 性 质 :- 它 的 部 分 或 者 全 部 
解 的 任意 的 非 零 系数 线性 组 合 的 型 数 ， 都 等 于 在 这 个 非 零 系数 线 
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性 组 合 中 出 现 饮 的 解 的 最 大 型 数 ， 则 称 这 个 基本 解 组 为 正规 的 ,( 参 
看 A. Lyapunov [1], 233 T). 
Bi: 已 知 系统 (2 = 2)4 = 一 2 hm — Ie, 易 见 在 它 的 两 


个 基本 解 组 
C 0 a) f 1-4 ) 


(b) 对 系统 (8.5.1) 的 任 一 基本 解 组 y, ++, yy 都 能 确定 
一 个 数 
So DI XG), 


i=l 


这 个 数 依赖 于 同一 个 基本 解 组 ,并 随 之 而 变化 。 我 们 将 证 明 , 如 果 
解 组 是 正规 的 , 则 它 的 S 有 最 小 值 . 

事实 上 ， 如 果 满 足 条 件 XG) << = XOM) 的 解 组 y®, 

> y9 不 是 正规 的 , 则 存在 线性 组 合 rP = cy +--+ 十 cp: 

yP, 其 中 cp = 0, EBX) < AP) ($5.3). H y, + 
yr yP, ---, yH 也 是 基本 的 ， 并 且 这 一 解 组 所 对 应 的 
WS 比 原 解 组 所 对 应 的 5 小 。 

因为 Ss 只 能 取 到 有 限 个 值 ($5.3 (c)), 在 经 过 有 限 次 上 述 运算 
之 后 ，、 化 简 手 续 即 告 结束 ， 因 而 最 后 得 到 的 基本 解 组 必定 是 正规 
的 . 

我 们 用 Smin 来 表示 5 的 最 小 值 , 它 是 给 定 系统 (8.5. 1) 的 所 有 
的 正规 解 组 的 公共 的 5 值 . | 

(c) 每 一 个 型 数 X; 在 正规 解 组 中 出 现 的 次 数 对 于 所 有 正规 解 
组 来 说 是 相同 的 。 我们 称 这 个 数 v: 为 X; HBR, 

如 果 把 每 一 个 型 数 的 重 数 算 作 它们 的 个 数 ， 则 我 们 可 以 说 系 
统 (8.5.1) 恰 有 2 个 型 数 。 因 而 , 想起 由 假设 X 是 有 限 的 ， 我 们 就 
得 到 


P P 
>, vi n, DI viX; = S mins (8.5.3) 
i=l 
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其 中 ?表示 相 异 型 数 的 总 个 数 ， 


5. 关于 San 的 不 等 式 、 非 正则 常数 


(a) 根据 第 一 章 $3.4 (b) 中 的 Jacobi-Liouville AÑ, 对 每 一 
AEA RABE YG), RITA 


exp( |" t,A(r)dr ) == ¢ det Y(t), 


其 中 < 为 一 常数 .由 此 可 得 《$5.1，(c), (D 〈《 另 一 证 明 可 参看 
S. P. Diliberto [1], 14 页 )， 


x (exp ({" ZOL) <s. 


并 且 , 由 于 上 式 左 端 与 所 考虑 的 基本 解 矩 阵 YQ) 的 取 法 无 关 ， 我 
们 还 可 得 到 
+ (exp (\" A(t Jar )) < S min. 
但 是 | 
x ( exp (I, ACr)ar )) = lim! log exp 人 小 ralr)ar)| 


om Jim 1log exp (2 y ZOL 一 lim ae |" we dar, 
因而 ,我 们 有 si | 


Sam > meta" ud, (854) 
当然 也 就 有 不 等 式 
ird(e)ari . © (8.5.5) 


如 令 se | 
Smin 一 lim | trA(t)dr = c, 
ft fo Ò 


Bo > 0 称 为 系统 (8.5.1) 的 非 正 则 常数 . 
(b) Lyapunov 所 给 出 的 下 述 例子 表明 不 等 式 〈8.5.4)， 从 而 
(8.5.5) 可 以 是 严格 的 不 等 式 . 


BARE US 十 oo) 
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#, = (cos logt)x, + ( sin log z)x2; 

#, = (sin logt)x, + (cos logt)z25 | 
对 于 它 有 
| Tin 8" uA = V2. 
这 一 系统 有 两 个 解 

gtin logt etc logt È 
Ci at)? | (_ — 

它们 的 型 数 都 是 1, 因为 这 两 个 解构 成 了 正规 解 组 ， 从 而 可 得 
Smin =1+1=2>4 2. 


SCENZA 


1. 正则 系统 
(a) 根据 Lyapunov ([1], 第 236 页 及 以 后 百 ) 的 定义 ;系统 
y= A(t)y (8.6.1) 
S mia = lim 17 LAN Ae), -. (8.6.2) 


tot 


即 ， 如 果 (8.5. ;) 式 中 的 等 号 成 立 ， 或 非 正则 常数 等 于 零 . 

(b) $ 5 末 的 例子 证 明了 非 正 规 系统 的 存在 性 . 

如 果 能 够 证 明 每 个 自治 系统 都 是 正则 的 ， 就 可 以 推出 正则 系 
统 的 存在 性 。 事 实 上 ， 对 于 系统 = Cy, C 是 常数 矩阵 ， 如 果 用 
2 表示 C 的 特征 根 ,我 们 就 有 (参看 (8.5.3)); 


Snia = Dj Ahs = Arc = = Him ot al’ tr Cdr, 


更 一 般 地 我 们 还 能 够 证 明 
定理 7。 TARARE. 
事实 上 ,假设 借助 于 y 一 SCe)z, (8.6. DAT 
z= Cz, | (8.6.3) 
其 中 SC) 是 一 个 Lyapunov 和 矩阵。 如 果 Shin 是 对 应 于 (8.6.3) 的 
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Sa， 则 根据 定理 5 有 | 7 
S min = Smine | (8.6.4) 
另 一 方面 ,有 | 
So = Z trC. si (8.6.5) 
但 是 ， 如 果 Y(z) 是 (8.6.1) 的 基本 解 矩 阵 ， 则 Z0) 一 SC 

x ¥(2) 是 (8.6.3) 的 基本 解 和 矩阵， 从 而 7 


det Z(#) = cl exp (| tr car) 
， ty on 


== det ST!) det Y (1) = det S“'(e)c,exp ({' tr Aar), 
HET SRI S 是 有 界 的 ,从 而 可 得 
Ruc = lim R | tr A(t)dt, >| (8.6.6) 


totes 


于 是 从 (8.6.4),(8.6.5),(8.6.6) 便 可 推出 结论 . 
(c) 下 述 例子 表明 ,存在 不 可 约 的 正则 系统 ,换言之 ， 正 则 系 
统 类 比 可 约 系 统 类 更 广泛 ， 因而 定理 7 的 逆 定 理 不 成 立 。 | | 
系统 (n = 1) o 
Je 15, (I 一 :一 400) n (8.6.7) 
显然 是 正则 的 。 事实 上 ， 它 的 每 一 个 解 均 具 有 形状 y = ce, K 
而 (只 要 < 关 0) 它 具 有 非 零 型 数 
dim t logi = lim CAI A(t)dr, | se 
但 是 (8.6.7) 却 是 不 可 约 的 。 因为 ， 如 果 存 在 函数 SC) 和 常数 < 
使 得 $ 十 cS 十 17!5S 一 0, 就 会 推出 l se 
log SG) /SC) 一 一 | (ce + rar = —c(t— 1)— logs. 


因而 , SCe) 一 SCI) te, Ki 5@) 与 SG) 就 不 可 能 同时 
BAI. 

(d) Hh (8.6.4), (8.6.2) 可 知 ,如 果 系 统 (8.6.1) 是 正则 的 ， 则 
我 们 有 


t 
Smin = lim 2! Æ | tr A(t)dr, 
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反之 亦 然 . 


2。Perron 定理 


我 们 在 这 里 以 及 在 $6.3 中 所 给 出 的 某 些 定理 的 证 明 , 建议 读 
者 参看 原始 论文 。 特 别 是 我 们 将 提 到 O. Perron 的 两 个 定理 ， 

关于 下 述 的 定理 可 参看 O. Perron [1] 的 定理 3， 也 可 参看 
S. P. Diliberto [1] 的 定理 B. 

定理 8, WR XS SX, 是 系统 


y= Aly. (8.6.1) 
HORT MS A 是 伴随 系统 
g=— A’z 
的 型 数 ， 则 
XFX Z>0 (Gia 1,2, +n) (8.6.8) 


下 述 定理 可 参看 O. Perron [1] HEH 4, 也 可 参看 S. P. Dil- 
iberto [1] 的 定理 C. 


X% t X; = 0 (i= 1, 2,-- Dea " 8.69) 


3. 三 角形 矩阵 


下 述 定理 可 参看 A. Lyapunov [1], 第 237 TA. 
Gs) NO. IEEE AG) ETRE, MNT >i A 
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Yi = dim a af a(t). 
这 时 7; 是 系统 (8.6.1) 的 型 数 . 
(b) 上述 定理 10 论 及 少数 几 种 情形 之 一 ,在 这 一 情形 中 。 可 
以 用 简单 的 方法 求 得 给 定 系统 的 型 数 . 
鉴于 型 数 关于 t- 相 似 关 系 的 不 变性 。 我 们 就 易于 理解 下 述 定 
理 在 确定 具有 非 三 角形 十 阵 的 系统 的 型 数 问题 中 的 重要 性。 (2 
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看 O. Perron [2], 465—473 页 ; 也 可 参看 S. P Diliberto [1], Œ 
E 1. 2,{2]; 5 R. E. Vinograd [1].) 
定理 11. (DER AQ) 总 能 本 相似 于 一 个 甚 元素 bini 


ses è eo è} è oo ù @ E @ ð # A o @ 6 


SG) + SCOB 一 AS = 0, 
其 中 BO RS ATI, bu REM. 
RESO 可 以 取 为 正 奖 阵 ， 同 时 ,只 雪 AG) AR, BO 也 
a. : | 
(c) 与 本 节 材 料 有 关 的 其 它 论文 ， 可 参看 V. P. Basov [1], 
Yu. S. Bogdanov [1], B. F. Bylov [1],J. C. Lillo [1], K. P. Per- 


sidskii [1], S. N. Shimanov [1], R. E. Vinograd [1], [2]. 


$7. 周 期 解 


1. 线性 齐 次 系统 


(a) 线性 齐 次 系统 
y= At)y (871) 
总 有 一 个 周期 解 , 即 平凡 解 . 

现在 我 们 希望 建立 当 A) 是 周期 矩阵 ， RIX o > OR 

A+ 0) = Alo) (8.7.2) 
时 ,使 (8.7.1) 有 非 平 凡 周 期 解 的 条 件 。 

为 此 ， 暂 且 不 假定 (8.7.2)。 我 们 注意 到 ， 因 为 对 于 (8.7.1) 的 
任 一 解 y(#), A ya) 一 UG)y(0), KH UG) 照例 表示 标准 基本 
FERS, 由 此 可 知 ， 如 果 y(z) 对 每 一 个 w > 0 F y(o’) = y(0)， 
be CU’) 一 站 7y(0) 一 0， 而 如 果 y(0) 关 0， 则 det [U 
(w) 一 7] 一 0. 反之 亦 然 换言之 ,我 们 有 如 下 的 定理 . 


sa a ë o » 


os è asa 8 p è 0o ò s o è S S o e a 


— det[U(o") — pI] = 0 (8.7.3) 
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BLATTER p= 
(b) 我 们 注意 到 ， 对 于 (8.7. 1 ) 的 伴随 系统 ， 方程 (8.7.3) 可 号 
成 det [ZC(w ) — eI] = 0, 其 中 Ze) 表示 UG) = (UM) WE. 
if RTRT (8. 7. IERI RA MAI. MET RE 
1 REL SWS AMA. ARA (8.7.1) 及 其 伴随 系统 或 
者 同时 有 或 者 同时 都 没有 在 1 一 0 和 i = 时 取 相同 人 的 非 平 凡 
解 . 
(c) 如 果 (8.7 DARI, 由 于 关于 初 值 问题 解 的 唯一 性 定理 ， 
由 定理 12 可 知 ,存在 周期 为 w = ko Ch 是 正 整数 7 的 非 平凡 解 的 
| FB AEE IT E . | 
de Uke) - 一 ol}: m=O (374) 
至 少 有 一 个 根 等 于 1. se 
但 根据 (8.7.2) RITA (83) UG + o) = - UCU), 从 而 
U(kw) = Uro), (8.7.4) 也 就 可 以 写 为 
det [U*(w) 一 pl] = 0. 
另 一 方面 , 如果 o e o4 表示 Pp 的 个 根 ， 干 是 有 分 解 式 
Ut 一 el = (U — ol) (U —o,!1), 从 而 有 下 面 的 推论 . 
统 (8.7.1) 有 周期 为 ko ONE 方程 
det [U(a) — cl) =0 | (8.7.5) 
CRIED OIL VEMA , 
AR (8.7.2) ARM, wt log |o) 《其 中 o È (8.7.5) 的 一 
AIR BGO? DA CANIN (53), 于 是 我 们 有 © 
推论 2. 如 果 (8.7;2) 式 成 立 , 则 (8.7.1) 有 局 期 为 Xo (RIE 
一 正 整 数 ) 的 非 平凡 解 的 必要 条 件 是 ， CEN 一 个 型 数 等 于 零 . 


2. 线性 非 齐 次 系统 
(a) 线性 非 齐 次 系统 
z= Ax + alt) | (8. 7.6) 
可 能 没有 周期 解 ， 其 中 0) 不 恒 为 零 。 例如 ， 系 统 è= l, 
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(n= 1). 
为 了 求 出 (8.7.6) 有 周期 解 的 条 件 ， 我 们 回想 (8.?7， 6) 的 通 解 可 
LIRA 
x) = UCAC + 6), (8.1.7) 
其 中 | 
b(t) = | UU Gar 878) 
从 而 ,我 们 有 


©. ë . 0 è è» 


IU). 一 ie = = — bÇ’) (8.7.9) 
ee. È 
(b) 现在 假设 , 除 | 7 
AG +o) = AG), (— co <1 +0) 
外 ,还 有 


alt + w) = alt), (~œ < t< +o). (8.7.10) 
由 于 对 初 值 问 题解 的 唯一 性 条 件 成 立 , 从 定理 13 可 推出 如 下 

的 推论 . 
推论 1. 如果 (8.7. 2? 5 (8.7.10) RY DIRÀ STO REN 


sa &¢ a ti es 9% so $ 


" [UCho) — I]: = BR) (8.7.11) 
gE. 
(c) 上 述 推论 可 以 男 述 成 如 下 的 形式 (参看 J. L. Masera 
[1]). 
定理 14. In (8.7.2), (8.7.10) 式 成 立 , 则 《8.7.6) 有 周期 为 
AROFERTE: COMPEDÀE AG + MR 
必要 性 是 明显 的 。 我们 用 反 证 法 来 证 明 其 充分 性 ,为 此 ， 假 
定 (8.7.6) 没有 周期 为 。 的 解 。 于 是 。 根 据 推论 1。 方程 组 [U 
(wo) 一 Ta? = 一 b(0) 无 解 ， 所 以 , 存在 一 个 党 数列 矩阵 wm 使 
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得 
"[U(@)_ 1] = (8.7.12) 
其 中 0 是 1 X + Bem 
aTb(w) 0. (8.7.13) 
如 果 了 表示 变换 x, = U(0)x + blo), 并 将 它 应 用 r 次 ,就 
得 到 
rm ™ Tro 一 U"(x0) + [U2 (0) + .+ 1]b(0). 
村 是 ， 只 要 用 z” 羔 以 上 式 并 应 用 由 (8.7. 127) 所 推出 的 关系 > 7 
Co) = 27, 就 得 到 2x, 一 zTxo + mz7b(w)， 但 是 ,由 (8.7.13) 可 
以 推出 当 m > +oolt}, 27x, 一 十 co。 然 而 这 是 不 可 能 的 。 因为 
如 果 将 xo 取 为 有 界 解 A (0), WUE ATA, tm 一 x《mw) 
RAS. | 
(d) 推论 1 可 表 为 如 下 的 另 一 种 形式 . 
ERRADH, 方程 组 (8.7.11) 有 解 的 充 要 条 件 是 : 对 每 
[UCkw) — IT2° = 0 


的 2 HA 
b (ko)z’ = 0, 
这 两 个 等 式 可 分 别 写 成 
| a’(s)U'-*(s)U’(keo)2°ds = 0 
与 
UK) = 2%; 
从 而 - 


| a (S)U'*()2°ds = 0. 
HT, U's )2° 是 伴随 系统 
Za — A’ (i)z (8.7.14) 
的 周期 为 ko WSR. HE 1 可 重 述 如 下 : 
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N LAI = 0, (8.7.15) 


Alia 4 = fh oy Be BE. 
(1) 平凡 解 是 (8.7.1) 的 唯一 的 以 ko HARARE, ACERRA IAT 
样 如 此 .因而 ， 对 于 满足 (8.7.10) 的 aCe), (8.7.15) 显然 成 立 。 
(8.7.11) RAF 2° = — [U(ko) — 站 -22Cko)， 从 而 (8.7.6) 的 唯一 

的 以 kw 为 周期 的 解 就 是 

Í ale) = — UGLU Cko) — 11C ko) + bC). E 
(ii) (8.7.1) 及 其 伴随 系统 (8.7.14) 均 有 周期 为 kw 的 非 平凡 解 ， 
IN (8.7.15) 式 成 立 。 于 是 (8.7.6) 具有 一 族 周期 为 ko WE. 
(iii) (8.7.1) 及 其 伴随 系统 均 有 周期 为 ko 的 非 平凡 解 , 但 al) 不 
满足 (8.7.15)。 于 是 (8.7.6) 不 存在 周期 为 kw 的 解 ,或 者 等 价 地 ， 
《8.7.6) 的 所 有 解 都 是 无 界 的 (定理 14). 

这 就 是 已 在 第 七 章 SLI 的 特例 中 磁 到 过 的 所 谓 共 振 情 况 。 
(BA W.B. Fite[1], F. Underwood[1].) 


3. HSE RARI EEE 


所 谓 拟 线性 微分 方程 组 是 指 形 如 
X= Alt)x + g(t, x) (8.7.16) 
的 系统 , 其 中 g(:, x) 是 在 整个 t, x 空间 上 有 定义 且 连 续 的 w- 列 
向 量 。 并 满足 某 种 意义 下 的 “ 弱 ” 非 线性 条 件 ， 这 我 们 在 以 后 将 加 
以 说 明 . 
假设 A) 是 一 个 定义 在 整个 上 HELERI n X n ARE $i 
A(t), g(t, a) WA © HAM, BE 
Alt + o) = dC), (8.7.2) 
gC + o, x) = g(t, x). (8.7.17) 
(3.7.16) 的 周期 为 ko RES 1 的 整数 ) 的 解 的 存在 性 问题 ， 
可 以 用 类 似 于 对 线性 系统 所 用 的 方法 来 处 理 。 为 简单 起 见 ， 我 们 
只 指出 《一 1 的 情况 (调和 解 的 存在 性 》. 
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Y(t) 照例 表示 简化 线性 系统 


y= A(z)y (8.7.1) 
的 基本 解 矩 阵 . 
容易 验证 ，(8.7.16) 的 每 一 个 解 也 是 


x(t) = YC)Y -1(0)x(0) + | YG)Y 4s) eCs,xCs))ds (8.7.18) 


的 解 , 反 之 亦 然 . 
男 一 方面 ,如 果 ro) = x(0), Weld 是 一 个 调和 解 , 反之 亦 
然 ; 因 而 ,这 样 的 解 必 满足 (8.7.18) 以 及 
[Y(o)Y-(0) — 1]2(0) 十 | YCo)7-(DgCs «Md = 0, 
| | | (8.7.19) 
反之 亦 然 .所 以 ,我 们 必须 求解 含有 两 个 非 线 性 积分 方程 (8.7.18)， 
(8.7.19) 的 方程 组 . 
首先 我 们 假定 
 D=Y¥(e)¥"(0) 一 7 
是 非 退 化 的 ,这 相当 于 假定 (8.7.1) 除 平凡 解 外 没有 调和 解 。 
从 (8.7.19) 可 得 
(0) = — D+ YI, x(s))ds, 
将 它 代 和 (8.7, 18), 得 到 
r(t) = | CC, s)g€s, (Yds, (8.7.20) 
其 中 GCG, x) 是 如 下 定义 的 Green 矩阵 : 
YY- — YAOYHMOD'Y(0)Y!G), 
0s Sto, 
— Y(DY COD Y Co JY (o), 
OSL Ss So, 
为 简单 起 见 ,假设 g(:, x) 是 有 界 的 : 
IgG, x)| <r, (8.7.21) 
方程 (8.7.20 ) GE ae FB SRD ERB, Dl FS Re. 
事实 上 ,容易 证 明 : 如 果 (8.7.21) 式 成 立 , 则 算 子 
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GG, ©) = 


Tx = | G(£, ‘gls, x)ds 


把 在 [0, o] 上 连续 的 w- 列 向 量 x = x(z) 的 Banach 空间 映射 人 
其 自身 ， 其 中 x) 的 模 取 为 max lels 且 这 算 子 是 基 的 和 连续 的 . 
此 外 还 将 球 
max lxi < orr. 
映 入 其 自身 ,其 中 是 一 个 大 于 1G(z, s)1(z,s€10, w]) 的 常量 . 
根据 一 条 著名 的 定理 (参看 J. Schauder [1])， 即 可 知 存 在 不 动 点 
x 使 得 Tx = x, 
可 以 用 各 种 方法 大 大 减弱 条 件 (8.7.21); 例如 ,我 们 可 以 假设 
FERNER Y, rr, 使 得 
Ig x)| S Ye (xl = r) 
及 
oly, <r 
RM. . 

在 这 些 假定 下 算 子 工 将 球 ma lel < > 映射 到 含 于 其 内 的 球 
max |æ < orr, 之 中 ,仍然 可 知 存在 不 动 点 . 

当 D 是 退化 的 时 候 ( 即 当 (8.7.1) 有 非 零 调 和 解 时 )， 为 了 证 明 
(8.7.16) 存在 调和 解 , 可 用 广义 Green 秆 阵 将 问题 化 成 求解 一 个 
积分 方程 (参看 W.T. Reid [1], D. C Lewis[1], Smogorzhevskii 
[1]》。 这 时 必须 附加 基 个 相 容 性 条 件 , 在 某 种 意义 上 来 说 ,这 一 条 
件 相 当 于 在 线性 系统 中 所 碰 到 的 条 件 《8.7.15)。 详 细 的 讨论 ， 见 
I. Barbalat-A. Halanay [1], R. Conti[1], J. Cronin [1]. 很 多 作 
APEAREN A BE. 例如 ， 见 M. A. 
Krasnoseli’skii [1]; 对 于 ”一 2 的 情形 ,网 J. Cecconi [1], F. Stop- 
pelli [1], M. Volpato [1]. 

在 适当 的 假设 下 , 方程 (8.7.20) 也 可 以 用 能 够 计算 出 周期 解 
的 扩 巧 来 求解 ,如 象 逐 次 百 近 法 . (CSA M. Muller [1].) 
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型 数 的 稳定 性 、 

给 定 线性 系统 

y= A)y. 

在 本 章 内 我 们 已 经 看 到 ,只 在 极 特 殊 情 况 下 , 它 的 型 数 才 可 以 不 积 
分 该 系统 而 直接 由 4(z) 确定 。 因 而， 确定 当 A) 发 生 很 小 变化 ， 
时 其 型 数 是 否 保持 不 变 是 很 有 意义 的 。 不幸 的 是 ， 人 们 看 到 (K. 
P. Persidskii [1], I. G. Markin [1], § 80), 40) 的 任意 微小 的 变 
化 都 可 能 引起 型 数 的 有 限 变 化 。 因 而 就 提出 了 这 样 的 问题 ， 要 确 
定 出 哪 种 系统 的 类 型 , 它 的 型 数 在 某 种 意义 上 是 稳定 的 ，A4(z) 是 
常数 的 系统 就 是 这 样 的 类 型 之 一 ,从 而 当 4@) 是 可 约 的 ， 特 别 是 
周期 的 系统 也 是 这 样 的 类 型 (K. P. Persidski [1].). 这 对 于 正 


则 系统 就 不 再 正确 了 ， 除非 再 加 些 补充 条 件 (I. G. Markin [1], 
$ 81; B. F. Bylov [1]; D. I. Grobman [1]; Yu. S. Bogdanov[2]), 
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SAE wa Xx 性 
41. 了 函数 方法 


1. 引言 


(a) 整个 这 一 章 我 们 将 主要 讨论 稳定 性 ， 偶 而 也 涉及 到 一 些 
在 前 几 章 的 许多 特例 中 经 常 遇 到 的 其 它 渐 近 性 态 ， 庄 如 有 界 性 和 
最 终 有 界 性 . 

各 种 形式 的 稳定 性 问题 ,可 以 按 几 种 不 同 的 方法 进行 研究 ， 而 
其 中 最 重要 的 要 算 Lyapunov 第 一 方法 和 第 二 方法 以 及 所 谓 按 一 
次 近似 判定 稳定 性 方法 . 

最 后 这 个 方法 我 们 将 在 $ 3 中 详细 讨论 。 相反 地 ， 我 们 将 不 
讨论 Lyapunov 第 一 方法 ， 因 为 它 纯 属 解析 性 质 . 有 关 它 的 内 容 
可 参阅 Lyapunov 的 基本 论文 [1] BY S. Lefschetz [1] (BAB, $4), 
L. Cesari [2] (99—101 TOM V. I. Zubov [1] (第 三 章 ) 诸 书 中 的 
较 新 近 的 论述 . 

Lyapunov 第 二 方法 (也 称 “ 直 接 方 法 ”) 是 本 章 的 主题 ， 它 基于 
系统 地 运用 某 些 纯 量 函数 , 即 Lyapunov 函数 ， 可 以 在 关于 平衡 稳 
定性 的 Lagrange 定理 的 位 势 函 数 中 找到 它 的 模型 。 Lyapunoy 最 
初 的 成 果 包 括 四 个 定理 ， 用 适当 的 了 函数 给 出 了 关于 稳定 性 ， 渐 近 
稳定 性 以 及 不 稳定 性 的 充分 条 件 . 

这 个 基本 思想 的 重要 性 被 明显 地 忽视 了 大 约 四 十 年 ， 直 到 
1930 年 后 , AHH I. G. Malkin, N. G. Chetayev, K. P. Persidskii 
等 人 的 工作 唤起 了 数学 家 们 的 兴趣 ， 从 此 开始 发 表 了 儿 百 篇 论文 
和 出 版 了 N. G. Chetayev [4], I. G. Malkin [6], V. I. Zubov [2], 
W. Hahn [1], N. N. Krasovskii[ 1] 等 人 的 一 大 批 著 作 . H. A. Anto- 
siewicz[2] 对 于 Lyapunov 第 二 方法 作 了 一 个 非常 有 益 的 综合 报告 。 
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与 此 同时 ， 了 函数 的 应 用 已 扩展 到 稳定 性 以 外 的 其 IR. 
但 相当 奇 径 的 是 ,这 样 的 7 函数 与 Lyapunov 函数 之 闻 的 密切 关系 
并 不 总 能 被 人 们 所 认识 . 
我 们 在 这 里 亨利 用 V 函数 来 讨论 稳定 性 及 其 它 的 渐 近 性 质 ， 
把 Lyapunov 的 经 典 定理 包含 在 一 个 比较 广 的 体系 之 中 。 我 们 的 
讨论 将 紧密 地 按照 C. Corduneanu [4] 新 近 的 -一 篇 文章 的 内 容 进 
行 ( 也 可 参看 G. I. Mel’nikov [1]). 
(b》 今 后 我 们 将 讨论 方程 | 
è = ft, x), (9.1.1) 
其 中 了 是 定义 在 半 直 线 I: TSt, SHES: 0</xr{<r,<+0o0 
的 乘积 7 X S 上 的 实 w- 向 量 . 显然 ， 假 定 了 一 0 不 是 真正 的 限 
制 ， 因 为 我 们 总 可 以 用 T RE t 而 并 不 在 实质 上 改变 (9.1.1), 
所 以 今后 就 假设 1: 0 科 上 上 
我 们 还 假设 了 是 连续 的 ， 并 且 通 过 [XS 上 的 每 一 点 (to 
x), 存在 唯一 解 , 记 为 * = x(z, 004°). 例如 只 要 f 属于 c' 类， 
就 能 办 到 这 一 点 . 
在 研究 位 于 已 知 解 x = p) 的 邻 域 中 的 解 的 性 态 时 ,不 失 一 
般 性 ,可 以 假设 
f(z, 0) = 0, (9.1.2) 
H x =p) 就 是 (9.1.1) 的 零 解 。 这 是 因为 ， 变量 代 换 x =y + 
9p( 将 (9.1.1) 的 解 变 成 方程 
y= g(t, y) 
的 解 ， 其 中 gli, y) =f, tp) IG 9), MA eG, 
0)= 0, 而 解 x = op) ERTS. 因而 ， 从 现在 起 我 们 就 在 条 
件 (9.1.2) 之 下 来 研究 系统 (9.1.1) ORE Ri. 


2. V AM 


下 面 我 们 要 讨论 定义 在 1 XS LOZAMVG, 2), 它 满足 
局 部 Lipschitz 条 件 ( 至 少 关 于 r). VG, x) 进一步 所 满足 的 某 些 
假设 待 以 后 说 明 。 对 于 任意 的 这 样 的 函数 VG, x)， 通 过 f 我 们 
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A UE Nin FRI AA: 
Wt, x) = lim [VG + h, + AfG,x)) 一 V(,x)]/h,(9.1.3) 


FEST 


Wi, r) 一 lim [VC + hax + 4f(t,x)) — VG,x)]/4, (9.1.4) 


h+0+ 


根据 Lipschitz 条 件 ， 容 易 证 明 : ”对 于 每 一 点 G, #2) EI X S, 
Wt. x) SVG, x(t, tos x) 在 上 一 加 点 的 右 方 下 导数 相等 ,就 
是 说 ,与 
[VCto + h, alto + hy tos x°)) — V Cios V/s | 
当 加 一 0 十 时 的 下 极限 相等 . 
事实 上 ,上 式 可 以 写成 


u= [ (e+ hy £+ Do f(s, x(s))4s) 


— V+ hy x + Af ty, 2*))| /h 
5 
v [VC + h, x + hf(to, x°)) 一 了 (hy x°)1/h 
的 和 。 并 且 根 据 Lipschitz RIPA 


jal <L |+ FE Ke, zxCD)a 一 Kas I 
从 而 由 f 的 连续 性 , 当 4 一 04 有 时 ,lim w 一 0， 从 不 等 式 


lim u + limo < lim(w + v) < limu + limp | 


就 得 到 
lmr < lim (a + v) < lmr, 
从 而 结论 得 证 ， | 
特别 地 ,如 果 VE, r) 属于 CRM WE, x) 和 Wit, x) 均 
5 


W(t, a) == Ve, x) + > Va;(4, x)fi(4, x) = 87 + Vif» 


(9.1.5) 
相等 ,其 中 了 ,，7。 RIEV RREA Vif 是 了 的 梯度 V, = grad 


V 与 了 的 数量 积 。 当 了 是 二 次 型 
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V(t, x)= x DG)x (9.1.6) 
时 ,其 中 D = D 是 可 微 的 nxn 和 矩阵 ,就 有 这 种 情况 。， 这 时 VV = 
2Dx 而 
W(t, x) = x Dx + 2x Df. 
如 果 了 是 线性 的 , (CG, x) = AGr, WI 
Wt, x) = [D+ 2DA]x (9.1.7) 
也 是 一 个 二 次 型 . D = I(nX 4 单位 阵 ) 是 更 为 特殊 的 情况 ,这 时 
我 们 有 | 
V(t, x) = xx = ||x]P (9.1.8) 
和 
W(t, x) = x (4 + 4)a. (9.1.9) 


3. T. Wazewski 引 理 


下 面 的 引 理 是 T. Wazewski 的 一 个 比较 一 般 的 结果 的 一 个 特 
殊 情形 ,在 后 面 我 们 将 反复 地 引用 它 ， | 

引 理 . 设 oG, u) 是 定义 在 (z, u) 平面 内 的 集合 Q: 0 < 4， 
Sucr +00 EASE ae PARK. Be (io, u’) 是 任 一 后 ， 0 < 40 
0 << r, fe 0) 是 定义 在 pec ERROR 
”县 满足 


b(t) Zu, (9.1.10) 
Delt) S wt, 4O)), Mini (9.1.11) 

(其 中 Did RRO WAG PERO. WA 
ú 一 ‘w(t, w) (9.1.12) 


的 通过 点 Cos 1°) RIREZIE LEAT) u = suli, to W) 在 <i < 
4 EIE WE 


ble) = uult, 1030), e Sth. (9.1.13) 

如 条 将 (9. l. 10) 及 人 9. 1.11) 代 之 以 
P) = w, (9.1.14) 
Dipl > wt, P))s << (9.1.15) 


( 基 中 5 RRI DEIJ GO HL, RE (9.1.12) 的 通过 点 
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(tos u?) 的 最 小 解 (在 右 侧 》 U = Um(t, tos 0°) 在 fot LiF 
在 ， 则 (9.1.13) 就 代 之 以 

PE) > tals, tos 4), StS Hh, (9.1.16) 
其 证 明 请 看 T. Wazewski [1]. 


4. 稳定 性 的 充分 条 件 


(a) 首先 我 们 回忆 (第 一 章 ,$ 3.3)， 如 果 对 于 任 一 满足 条 件 
OSa 0CEC 7 HRY 4, €, 存在 正 数 5 一 dy, e), EH 
jx | 二 6, to SERA |x, to x°)|<e, 则 称 解 4 二 0 当 :一 十 co 
时 是 稳定 的 ， 进而 ， 如 果 8 与 xz 无 关 , 6 = de), 则 称 x 一 0 是 

为 了 给 出 稳定 性 的 头 一 个 条 件 ， 我 们 还 需要 一 个 定义 .对 于 
函数 VG, x), MRE Su 二 > 上 的 连续 ,递增 函数 alu), E 
a(0) 一 0， 使 得 

aC |r|) < VG, x); 
则 称 V(t, x) 是 正定 的 . 
我 们 来 证 明 下 面 的 定理 (参看 C. Corduneanu [4]); 
定理 1. 假如 : fa) PEE LES: os ose r 上 的 连 


ü = w(t, u) (9.1. 12) 
EE-E (b) 在 1 x S PERSE Liphiz 条 件 的 台数 


VG, x), 使 得 (iii) VG, 0) = 0; Gv) VG, x) 是 正定 的 ， 0) 
不 等 式 


Wt, x) S ot, VG, x)) (9.1.17) 
Ri. 而 且 还 有 (vi) (91.12) 的 解 w = 0 是 稳定 的 , 则 《9.1.1) 
的 解 < 一 0 是 稳定 的 . : 


给 定 & 之 0(s <r), 对 每 一 个 4 之 0, 存在 > 一 7(n 6), 使 
得 对 于 lel 二 7, tt, 根据 (vi) 有 ult, tos w)<ale). 根据 
Cii) 和 VV 的 连续 性 ,存在 5 一 SC E), 使 得 对 于 |x"| 二 6 有 V(b， 
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<r, 我 们 现在 再 来 证 明 对 于 |x] <8, i <t 不 等 式 |G, 
tos x+")| < £e RY. 

事实 上 ,根据 (9.1.17), 只 要 rC, to, x") 有 定义 ,就 有 

DV Ct, x(t, tos x°)) 雪人 CC， xCts toy x°))). 
È = V(n, x), M < yr. 根据 Wazewski 引 理 ， 只 要 x, 
too x°) WEE RA VG, xlt, tos x0)) <u, tos 0). 因而， 根据 
(iv), aC {x(t, tos x°)|) < ale), Reali, tos x )| 一 es. 这 就 是 说 
x(t, tos x ) 对 于 所 有 > t。 有 定义 ;事实 上 , 当 。 二 ?时 ， 若 存在 
JE ty > to E |C jz)| > ©, (HR SEI JE. 

(b) o = 0 是 最 简单 但 又 是 最 重要 的 情况 ， 它 对 应 着 下 面 的 
事实 。 当 V(t, r) 满足 一 些 附 加 的 正则 条 件 时 ， 这 个 结果 就 构成 
了 关于 稳定 性 的 经 典 的 Lyapunov 第 一 定理 M I, 223 TH): 

VG, +), VG, 0) = 0, 并 使 得 wee 2) <0, mG. t1) 的 外 
= 一 0 EREN. 

只 须 注意 到 不 等 式 WE, x) < 0 40.1.7), á = 0 的 解 
u 一 0 是 稳定 的 就 够 了 . 

(c) 对 于 函数 VG, x), 如 果 存 在 某 个 定义 在 Osu<r ER 
递增 的 连续 函数 (au), LO) = 0, 使 得 

Vt, x) < bC\x|) 
成 立 , 则 称 VG, x) RAIDER. 

于 是 我 们 能 够 证 了 肖 ( 参 看 C. Corduneanu [4]) 

ERI MR (2,4), VG, r), 满足 定理 1 中 的 条 件 
(一 (v), RAIRE (vii) VG, o 具有 无 穷 小 上 界 ， HERE 


由 于 (vii), (viii), has 要 能 够 证 明定 理 1 的 证 明 中 的 è 可 以 
选择 得 与 o 无 关 就 可 以 了 . 根据 Gii), 7 与 无关 ， 男 一 方面 ， 
根据 (vii) 我 们 能 够 找到 5 = o(e), E4 [a] < a R Ae 
7 成 立 。 


(d) KH, w = 0 的 情况 对 应 于 K. P. Persidski [3] 的 下 述 定 
理 ， 
定理 4. AER VG, a 它 满 足 定理 2 的 全 部 条 件 并 县 


as è. 和 


5. 稳定 的 必要 条 件 . 逆 问题 


上 述 诸 定理 使 得 有 可 能 根据 纯 量 函数 VG, x) 和 与 它 有 关 的 
W(t, x) 或 WO, x) 的 性 质 来 推导 (0.1.1) 的 零 解 的 稳定 性 . 因 
为 这 完全 取决 于 V 和 已 知 向 量 f 因而 问题 就 是 如 何 构造 (1， 
x). 为 此 目的 ,已 经 作 了 不 少 的 努力 . 

i [FRE K. P. Persidski 的 论文 [2] 提 出 来 的 . 在 某 种 意 
MES 他 给 出 了 定理 2 的 逆 定理 ; 实际 上 他 证 明了 : 如 果 (9.1.1) 
的 解 z 一 0 已 知 是 稳定 的 ,此 外 , f ET C, s 是 正 整数 ，( 即 ， 
f 具有 直到 * 阶 的 连续 导数 ), 则 可 以 确定 出 一 个 VG, x), VG, 
0) 一 0, 它 是 正定 的 , WG, +) <0 HEV 也 是 属于 CR. 

E, T. Yoshizawa [1] i 证 有 明了, 如 果 已 知 x 一 -0 是 稳定 的 ， 
则 对 于 仅仅 是 连续 的 函数 1 (这 样 ， 甚 至 连 (9.1.1) 解 的 唯一 性 都 
不 能 得 到 保证 ) 我 们 就 能 构造 出 这 样 的 VG, r), CEEE. 党 
着 (9.1.1) 的 解 是 非 增 的 ,， V(t, 0) = 0, 并且 它 仅 在 点 G, 0) 处 
连续 . 

证 明定 理 2 所 用 的 条 件 (1 连续 并 保证 解 的 唯一 性 ) 介 于 Per- 
sidski 的 较 强 条 件 Cf 至 少 属于 C 类 ) 和 Yoshizawa 的 较 弱 条 件 Cf 
连续 ) 之 间 。 因 而 ,这 两 个 结果 都 不 能 看 成 为 定理 2 的 严格 的 逆 定 
E. 

定理 2 是 定理 1 的 一 个 非常 特殊 的 情形 ， 因 而 也 是 * 一 0 的 
稳定 性 的 一 个 非常 特殊 的 充分 条 件 . 这 个 事实 可 以 说 明 ， 要 求 得 
属于 经 典 形式 的 Lyapunov 第 二 方法 的 各 个 定理 的 严格 的 道 定 理 
的 难度 (也 许 是 不 可 能 的 )。 这 就 提出 了 由 寻求 像 在 定理 1 中 出 现 
的 了 和 来 推广 逆 问 题 ， 

上 述说 明 也 适用 于 定理 3, 在 f 属于 C! 类 的 假定 下 ，N. N. 
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Krasovski 与 J. Kurzweil 获得 了 定理 3 的 部 分 的 逆 定 理 ( 得 到 了 属 
T C 类 的 函数 7). 

对 逆 问 题 感 兴趣 的 读者 ,建议 参阅 前 面 提 到 过 的 H. A. Anto- 
siewicz [2] 的 综合 报告 与 了 L. Massera 新 近 的 报告 [3]. 


6. 渐 近 稳定 性 


(a) 我 们 记得 (第 一 章 ，$ 3.3) (9.1.1) 的 解 x = 0 称 为 是 渐 近 
稳定 的 ,如 果 解 x 一 0 是 稳定 的 并 且 存 在 7 = 7G) > 0, 使 得 对 
于 a < TCi), 4 t-> +o Bt, Æ [xG, tos x°)| 一 0. 

<= 0 渐 近 稳定 相当 于 : f «= 0 是 稳定 的 并 且 存 在 7 = 
rt), 0 < YCt) Sr, 使 得 对 每 一 对 1 之 0, e >>0， 存 在 Tle, 
to), 1824 la] < YC), t >t + TCE, 4) AY » 有 |x(z, tor) < 
E, | 

现在 我 们 用 V 函数 与 o 函数 给 出 渐 近 稳定 的 一 个 充分 条 件 
(BA C. Cordunenu[4]): 

定理 5. PIERA va u) AVC, EES 1 中 条 件 


x == 0 的 稳定 性 可 以 由 ix) 与 定理 1 推 得 .采用 定理 工 的 证 
明 中 用 过 的 符号 ,根据 (iz) 可 推 得 , 如 果 le] FE rC), 则 
当 上 一 十 oo Ff, uz, 加 yi) 一 0， 从 而 根据 Wazewski 引 理 ,如 果 
late] <7), W VG, Crs to #2) 0. 同时 ， 由 
aC{x|) S VC, x) 可 推出 , 当 1 一 十 oo 时 , [eC tos x)| > 0. 

(b) 情形 o 一 0 可 以 不 必 再 考虑 ， 因 为 二 0 的 解 x 一 0 不 
是 渐 近 稳定 的 .然而 我 们 可 以 考虑 满足 

w(t, x) = — ple)e(u) 

的 Ws 其 中 ， c(u) 是 定义 在 0 <Su<r 上 的 连续 .递增 且 满 足 条 件 
c(0) 一 0 的 函数 ,而 函数 p) 则 是 非 负 .连续 且 满 是 


be 
| p(t)dt = +0, 
0 
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于 是 不 难 证 明 方 程 
ù = — p(e)e(u) (9.1.18) 
(c) MR (9.1.1) 的 零 解 一 致 稳定 ,并 且 存 在 7 >0(0<7r < 
r), 以 及 对 任意 8 > 0 (s <r), FETC), 使 当 |e] 天 >， 之 
torT Ce) 时 ,有 |x(z, tos x)| 一 s， 则 称 (9.1.1) 的 零 解 是 一 致 渐 近 
稳定 的 (第 一 章 ，§ 3.3)《〈 请 比较 在 渐 近 稳定 定义 后 面 的 说 了 肯 ). 
下 面 是 一 致 新 近 稳 定性 的 一 个 准则 ( 参 厦 C. Corduneanu[4]): 
定理 6. HOR ASE w(t, u), V(t, x), ICE 3 Gobi 


sa " se 0o # »s H 


x= 0 ME 3 推出 . jae (x), 存在 n > 
0， 使 得 对 任意 8 > 0Ce < r), FHT) > 0, 使 当 lvl <y, 
t> tot TCE) HA (1,10, 0) < ale), RRW7 BURE or) < 
n RBS. 

(d) MERZ C) 的 例 中 我 们 取 gp = 1, 不 难 证 明 (9.1.18), BI 

| ú = — c(u) | 

的 零 解 是 一 致 浙 近 稳定 的 。 因 而 ,如 果 存 在 VC, x), CREER 
4 中 那样 满足 条 件 
alle) S Vlr) S Clet) (9.1.19) 
以 及 | 
W(t, x) <—c(VQ, x)), (9.1.20) _ 
其 中 alu), blu), clu) 在 0<4<r LEE, ZH. (0) 一 
600) = c(0) 一 0， 则 可 以 肯定 ,x 一 0 是 一 致 渐 近 稳定 的 . 

在 这 一 段 论证 中 ,可 以 用 

W(t, «*)<=—d(|xl) (9.1.21) 

代替 (9.1.20), 其 中 d(x) RASH alu), bu), c(u) 相同 的 性 质 ， 
事实 上 ， 若 取 Kxzl) = cCaClel)), RIH (9.1.19), (9.1.20) 可 
推出 (9.1.21); AR eV) = — d(d(V)) (A è 的 反 函 数 ) 则 由 
(9.1.19), (9.1.21) 可 推出 (9.1.20). 
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ZE Cd) 中 的 内 容 相 当 于 I. G. Malkin [5] 和 J. L. Massera 
[2] 中 的 定理 ,他 们 都 改进 了 稳定 性 的 经 典 的 Lyapunov 第 二 定理 
([1],p. 261), 这 个 定理 在 比 (9.1.19), (9.1.21) 更 严格 一 些 的 假设 
下 ,肯定 了 x 一 0 的 (简单 的 ) 渐 近 稳 定性 . 

(e) 关于 渐 近 稳定 的 送 定 理 的 情况 , 可 参看 H. A. Antosiewicz 
[2j 和 J. L. Massera [3] 的 报告 以 及 J. L. Massera [1], [2], E. 
A. Barbashin [1],I. G., Malikin [5],N. N. Krasovskii [3],J. Kurzweil 
[2] 等 人 的 工作 . 


7. 全 局 渐 近 稳定 性 


(a) 因为 解 的 稳定 性 只 与 位 于 给 定 解 的 某 一 邻 域内 的 解 的 性 
态 有 关 ， 所 以 它 是 一 个 局 部 性 质 。 但 是 线性 系统 在 这 方面 却 是 一 
个 明显 的 例外 . 这 一 点 我 们 将 在 $ 2 REAL 

然而 ,对 于 非 线性 情形 ,在 应 用 中 经 常 遇 到 下 述 情况 (例如 ,在 
自动 控制 系统 理论 中 ): 已 知 解 按 上 面 给 出 的 定义 它 是 稳定 的 ,可 
是 ， 因 为 根据 所 考虑 的 系统 的 物理 性 质 所 人 允许 的 初始 扰动 不 能 充 ， 
分 “小 ”, 这 个 解 实际 上 却 不 是 稳定 的 . 

这 就 要 求 有 全 局 新 近 稳 定 的 概念 ， 这 一 概念 为 E. A. Barb- 
ashin-N. N. Krasovski [1], [2] 考虑 过 了 . 即 , 在 [1 中 全 局 渐 近 稳 
定性 的 概念 是 令 渐 近 稳 定 定义 中 的 rC) = r 而 得 到 的 , 而 在 {21 
中 全 局 一 致 浙 近 稳定 的 概念 (第 一 章 , $ 3.3) 也 类 似 地 是 令 一 致 渐 
近 稳 定 定 义 中 的 > 一 7 而 得 到 ,在 这 两 种 情况 中 ，“ 吸 引 域 "都 与 
整个 相 空 间 |x| 二 r+ 相 重 合 ; 进 一 步 还 可 按 <+00 和 + 一 十 co 这 
.网 种 情况 分 别 加 以 考虑 (参看 W. Haha [1], #8 页 J. Lasalle 
{1]). 

J. M. Massera [2] 推广 了 E. A. Barbashin-N. N. Krasovski 的 
结果 ,他 用 7 函数 给 出 了 一 致 渐 近 稳定 的 充分 而 又 必要 的 条 件 ， 

Massera 原来 的 定理 是 
VG, x), Gu ool fima() = +00, 则 (9.1.1) 的 解 = 一 
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多 局 一致 浙 近 稳定 . 

更 进一步 的 推广 可 遵循 Corduneanu [4] 的 路 径 而 得 到 . 

(b) 在 Lyapunov 第 二 方法 体系 中 还 可 研究 一 些 其 它 类 型 的 
断 近 稳定 性 ， 例如 ， 他 了 和 和 和 和 
定性 (TT. Yoshizawa 121). de 

ETE $ 3 中 还 会 遇 到 另 一 类 比 所 有 渐 近 稳定 性 都 要 强 的 渐 
近 稳 定性 。 它 定义 如 下 (I. G. Makin [1]): 如 果 存 在 > > 0, HE 
意 给 定 的 8 > 0, 存在 6 = 5(e)，,- 使 得 当 |x| < 5 加 委 上 时 ， 有 
| x(t, t9,2°)| < e exp(—v(—~—#—r)), AURKC9.1. DEORE = = 0 0498 
数 式 渐 近 稳定 的 . 


| 


8. 其 它 类 型 的 稳定 性 


近年 来， 由 于 理论 的 发 展 越 来 越 深 入 ,同时 由 于 技术 应 用 日 益 
增长 的 需要 ， 出 现 了 许多 在 “稳定 性 ”这 个 共同 标题 下 的 微分 方程 
解 的 渐 近 性 质 .这 就 提出 了 很 多 问题 ,诸如 要 确定 这 些 不 同类 型 的 
稳定 性 之 间 相 互 关 系 , 以 及 如 何 用 适当 的 了 函数 来 表征 它们 等 等 。 

由 于 这 一 部 分 理论 尚 在 形成 阶 眉 ， 记 以 在 此 我 们 仅 罗 列 出 某 
些 概念 和 参考 文献 
一 一 整体 稳定 性 或 在 经 常 扰动 下 的 稳定 性 (第 一 章 ，$ 3.3).。 参看 

I. G. Malkin [1], [2], [5]; S. Gorshin [1]; W. Hahn [1], 

§ 28. 


[1], K. Hayashi [1])。 它 等 价 于 L Vekot [2] s KIA 
分 稳定 性 . K. Hayashi 研究 了 它 的 一 个 推广 情形 . 

一 一 在 J. Kurzweil [2] 意义 下 的 强 稳 定性 ; 

积分 渐 近 稳定 性 (I. Vrkot[2]; C. Corduneanu [4]); 

一 一 在 具有 有 界 平 均值 的 经 常 扰 动 下 的 稳定 性 (V. E. Germaidze- 
N. N. Krasovskii [1]; C. Corduneanu [4]); 

一 一 在 经 常 扰动 下 的 条 件 稳 定性 (C. Corduneanu [1]); 
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一 一 关于 部 分 变 元 的 稳定 狂 〈《V. V. Rumyantsev [1]); 

一 一 在 有 限时 间 区 间 上 的 稳定 性 CG. V. Kamenkov [1]; A. A. 
Lebedev [1]; 参照 W. Hahn [1], § 343 V. I. Zubov [2], 
§ 13), 


9. 不 稳定 性 


(a) 现在 我 们 来 证 明 Lyapunov 关于 不 稳定 性 的 两 个 经 典 定 
理 ， 第 一 个 定理 如 下 《〈[1]. p 262): 
定理 8 WEI x S, EPEVG, DEC CRN THR: 


es ù si 6 oe os » 


(9.1 5) 所 定义 的 wG, x) RERI. 则 (9.1.1) RIRE x == 0 是 不 
稳定 的 . 

& VCs) = Tu > 0， 根据 (vi)， 由 VG, 2) > Ve 
可 得 到 | x | ‘> e(e AFIER) (AAXHWE, x) > ORIF h S 
有 VCE, x(t, tos 2°) > Vo NRF to <t, 有 [Cts tos x°)| > 
EE。 所 以 根据 (xi), WC, xlt, tos x°)) = dV (2, x(t,t,3x°))/d: Œ 
ale) > 0, 而 这 将 导致 当 1 一 +0 时 ， V(t,x(t ,t,x')) > +o., 
因为 V 是 有 界 的 (根据 O(r)), AeA, RACE VG, 2) > 0 的 
WE Cros x*) 的 所 有 解 tG, tos x") 仅 对 Ka < +00 的 * 值 存 
在 .由 于 |x"| 可 以 取得 任意 小 ,所 以 x 一 0 是 不 稳定 的 . 

(>) 上 述 准 则 的 应 用 范围 受到 条 件 〈xii) 相当 大 的 限制 ; 这 
一 注释 就 说 明了 关于 不 稳定 性 的 Lyapunov 第 二 条 定理 [1]，P 
265): 

定理 9. REX Ss LIFE VG, EC, RAPER 
是 定理 8 中 的 GD, (xi); (xiii) V 是 有 界 的 ; (xiv)W(£, x) 形 如 
| W(t,x)=aV(t,x)+U(t,x}), 
其 中 a>0, 而 U(r, x) 20 在 I X Sr 上 连续 ， 则 (9.1.1) 的 解 
* 一 0 是 不 稳定 的 . 


除了 稍 作 修改 外 ,其 证 明 与 定理 8 相同 。 由 于 
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i Vie, x(t, tos x")) = W(t, x(t, lo» 2°)) 


== aV(t,x(t,t09x°)) + U(t,x(t,t03x°)) > aV(t,x(#350920)), 

从 而 可 得 
VCs, x(t, tos x°)) È Vo exp a(t — ty)). 

BILI 1 > +00 ft, V + +00, 但 根据 (iii) 这 是 不 可 能 的 ， 因 
而 ,由 使 得 了 (ay， 2) > 0 的 点 Co 2) 出 发 的 所 有 解 只 在 有 限时 
间 内 存在 ,根据 x* 的 任意 性 就 再 次 表明 x 一 0 是 不 稳定 的 .。 

(c) 应 该 指出 ， 定 理 8 与 定理 9 两 个 定理 的 假设 所 保证 的 都 
远 比 仅仅 是 x 一 0 的 不 稳定 性 要 多 ;事实 上 , * 一 0 的 不 稳定 性 并 
不 要 求 在 其 附近 的 解 对 所 有 的 >r BELEN. N, G. Che 
tayev [1], [2]; K. P. Persidskii[3], [4]; N. P. Erugin [1] 和 
L. Massera [2] 等 人 对 上 述 两 个 定理 作 了 许多 推广 . 

不 稳定 情形 中 的 逆 问 题 在 Krasovskii 的 书 [4] ($6.7) 中 有 详 
细 地 论述 ;也 可 查阅 I. Vrkoč [1]; J. Kurzweill-I，Vrkox [1]. 

C. Corduncanu [4] 还 已 经 看 到 ,用 由 (9.1.4) 所 定义 的 WC, x) 
和 Wazewshi 引 理 的 第 二 部 分 ,可 以 按照 推广 形式 的 Lyapunoy 方 

法 (7 MOB), 来 研究 不 稳定 性 质 . 


10. 用 六 函数 研究 有 界 性 


(a) T. Yoshizawa 在 最 近 十 年 当中 建立 了 以 函数 为 基础 的 

有 界 性 理论 .他 的 工作 已 在 他 的 论文 [3] 中 作 了 概括 ,他 的 部 分 工 

作 早 在 第 七 章 中 就 已 经 使 用 过 了 . Yoshizawa 强调 在 稳定 性 及 有 

界 性 之 间 存 在 着 深刻 的 相似 性 ,并 且 借 助 于 那些 与 Lyapunov dfs 
过 的 函数 十 分 相似 的 了 函数 , 刻 划 了 有 界 性 的 许多 性 质 ; 并 对 它 

进行 了 详细 分 析 . 

考虑 系统 : 

# — 10, x) (9.1. 1) 

其 中 f(z, x) 定义 在 半空 间 0<: 上 .如果 它 的 每 一 个 解 都 是 有 界 

的 , 则 称 该 系统 是 有 界 系统 ， 在 下 一 节 我 们 将 看 到 ,如 果 zz 一 
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4(D)z， 则 有 界 性 就 相当 于 所 有 解 稳定 . 

在 线性 情形 ， 夫 解 ( 即 所 有 解 ) 的 浙 近 稳定 性 也 等 价 于 系统 的 
最 终 有 界 性 ， 对 于 一 般 情 形 (9.9.1), 最 终 有 界 性 定义 为 : 存在 一 
个 只 与 上 有 关 的 常数 玉 > 0, 使 得 每 一 个 解 (e, t 2°) 在 某 一 时 
Xl T= TC, x*) 进入 柱 体 |x| < KZA, 且 当 上 > 了 时 仍然 留 
在 其 中 。 读 者 容易 看 出 ， 这 个 “被 捕获 ”的 性 质 早已 在 第 七 章 就 磁 
到 过 了 . 

从 有 界 系统 与 最 终 有 界 系 统 这 两 个 概念 出 发 ， met 步 的 
定义 随 之 而 来 (一 致 有 界 性 ,一 臻 最终 有 界 性 ， 在 经 常 扰动 下 的 有 
界 性 ,等 等 )， 它 们 每 一 个 都 在 某 种 意义 上 与 稳定 性 理论 中 相应 的 
概念 非常 相似 ， 

用 来 刻 划 不 同类 型 的 有 界 性 的 V 函数 与 那些 在 Lyapunov -第 
二 方法 中 应 用 的 7 孙 数 属于 同一 类 型 ,所 不 向 的 是 ,前 者 在 C, x) 
空间 中 某 个 柱 体 的 外 部 (而 不 是 在 内 部 ) 有 定义 并 且 当 |z| > 十 oo 
时 (而 不 是 |x1 一 0 时 ) 具 有 所 需要 的 性 质 . 对 此 我 们 不 作 详 细 讨 
论 ， 仅 建议 参考 在 第 七 章 所 遇 到 的 函数 @, 若 用 倒数 1/0 KRE 
®, WS) 函数 的 相似 性 就 比较 明显 了 . 

作为 进一步 的 例子 ， 我 们 现在 不 加 证 明 地 介绍 Yoshizawa 的 
一 个 最 简单 的 结果 . z 

定理 10. 设 ft, x) 在 半空 间 O<e pes, ago < 


è è 0 è sa ù s @ fh è& è è» 


co 时 ， (u)— +00, FE EURO. 1.4) 所 确定 的 WC, *) < 
0, WAROLIR SRR. 

所 谓 一 致 有 界 是 指 : 对 于 每 个 020, a>0, 存在 B= 
B(a), EEH n <2, [2°] 一 xc 时 ,有 [1C 10, xo)| < B 

(b) 正如 C. Corduneanu [4] FEW EBERT V AME o RR 
数 来 研究 有 界 性 间 题 ,很 可 能 会 得 到 有 意义 的 结果 . 
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§ 2. 线性 系统 的 稳定 性 


1. 稳定 的 和 不 稳定 的 线性 系统 


(a) 如 果 ACe), aCe) 分 别 是 在 实 z 轴 上 某 一 区 间 内 的 连续 的 
n Xn EN n-i, RHE Lagrange 公式 (第 一 章 ，$ 3.4), 线 
性 系统 

= A(1)x + ale) (9.2.1) 
的 每 一 个 解 在 该 区 间 上 均 有 定义 . 为 简单 起 见 ， 我 们 假设 该 区 间 
HEISE. 

此 外 ,如 果 (9.2.1) 有 一 个 解 是 稳定 的 , 则 它 的 所 有 解 均 是 稳定 
RY. 

事实 上 , 设 *, x* 是 (9.2.1) 的 满足 条 件 2° = x(t), #° Ct) 
的 两 个 解 ,并 设 + + Ax, # + Ar fl Ax(4) 一 AY 的 解 。 如 果 
* 是 稳定 的 , 则 对 任意 一 对 数 > 0,7, > 0, 存 在 5 一 SCl, E), ff 
当 Ar| <6, t StA Ar) <e, 而 这 也 就 保证 了 的 稳定 
性 . | 

因而 ,如果 线 性 系统 有 一 个 稳定 的 (不 稳定 的 ) 解 ,我 们 就 可 以 
称 该 线性 系统 为 稳定 (或 不 稳定 ) 系 统 . 

此 外 ,线性 系统 (9.2.1) 或 者 对 所 有 nT ale) 都 是 稳定 的 ， 
或 者 对 所 有 ”~ 向量 0) 都 是 不 稳定 的 ,换言之 , (9.2.1) 的 稳定 性 
RRS AG) 有 关 . 

事实 上 ,根据 Lagrange 公式 ，(9.2.1) 的 两 个 解 之 差 等 于 齐 次 

gm Aly (9.2.2) 
具有 同一 初 值 的 两 个 解 之 差 . 因此 ,如 果 当 ol) 一 0 时 (9.2.1) 是 
稳定 的 《不 稳定 的 )， 则 对 所 有 的 ale) 也 同样 是 稳定 的 《不 稳定 
的 ). 
为 此 ,我 们 将 只 研究 (9.2.2) 的 稳定 性 . 
(>) 我 们 即将 证 明 的 定理 断言 : 对 于 线性 齐 次 系统 而 言 ， 稳 
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定 系统 与 有 界 系 统 是 一 回 事 ($ 1.10). 
定理 11. TETRA TO (i) 022) BE Gi) 


ss ® ses è. o e y ò ò 8 Aa fia O% % a él 


ve cM, 0 三 7, (9.23) 

Ci) > G). By) = VV) 是 (9.2.2) 的 任 一 解 , 则 Ly 
D) <L MIYDI ,0 RE ly) <e/ 
MIY). 从 而 , y 一 0 是 一 个 稳定 的 解 . 
Gi) 一 Gi), MEIH y = 0 是 一 个 稳定 的 解 ,因而 ,给 定 SO, 存 
在 6 = Cr), ERA ly 二 6, eh, Ely < a, 
令 Ys) HET JE You) = (5/2)1 (I fen X n 单位 阵 ) 的 基本 解 
FoR MUST o St, YO 二 1 G4) 在 过: 上 ,从 而 在 0 志 
t 上 的 有 办 性 可 以 保证 (9.2.3) 对 任意 基本 解 矩 阵 YO) Ru, 这 是 
因为 YQ) 一 Ys)C,C 为 常数 非 退 化 x X n EK, 

Cc) 作为 定理 11 的 推论 ,我们 有 

推论 1. 如果 (9.2.2) 是 稳定 的 , 则 它 的 全 部 型 数 均 生 0. 


t ù o% ¢ E è ù 


实际 上 ,对 于 任何 一 个 解 ,根据 (9.2.3) 我 们 有 
X(y) = rota log 1y()1 < dim r log | ¥(#)] <0, 


正 的 ， SR mE 
im 37! Da a(s)ds > 0, 


o so ss a Db o » 


由 Jacobi-Liouville 公式 可 推出 不 稳定 性 的 另 一 个 准则 : 
定理 12. 如 果 
dim R | tr A(s)ds = +00, . (9.2.4) 
则 (9.2. 2) 是 不 稳定 的 ， | 
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事实 上 ,因为 
ldetY(z)| = [det Y (to) | exp( Z | tr Ads), 


从 而 根据 (9.2.4), |det YO) | 不 可 能 是 有 界 的 ,因而 YO 必 是 无 界 
BI. 


2. 一 致 稳定 的 线性 系统 


(a) 利用 类 似 于 上 节 中 使 用 过 的 论证 方法 ， 易 于 证 明 : RE 

x = A(t)x + alt) (9.2.1) 

的 一 个 解 是 一 致 稳定 的 , 则 它 的 全 部 解 都 是 一 致 稳定 的 ， 因 而 ,可 
以 把 (9.2.1) 称 为 一 致 稳定 系统 . 

此 外 ,(9.2.1) 或 者 对 所 有 的 向量 aC) 是 一 致 稳定 的 或 者 对 
任何 ale) 都 不 是 一 致 稳定 的 . 换 句 话说 ,(9， 2.1) 的 一 致 稳定 性 也 
MS 4(z) EX. 

(b) 下 面 的 定理 与 定理 11 相对 应 , 它 断 言 对 于 线性 系统 来 
说 ,一 致 稳定 系统 与 一 致 有 界 系统 是 一 致 的 ($ 1.10): 

定理 13. TER TRE Si: (i) (9.2. DE ERTO 


a sn a a tb è ë 9 


VISTI, <N, 0<s<:. (9.2.5) 
由 于 对 每 一 个 解 y(z) ,表达 式 
ya) = YOY") y(s) 
都 成 立 ,证 明 可 以 按照 与 定理 11 相同 的 思路 进行 
(c) 下 述 例 子 表明 ,稳定 性 并 不 能 推出 一 致 稳定 性 : 
=x, 4= —2¢4+1) 2x2, 


CHIESA RS 
1 (+ DA 


UG) = ( 0 G+ 1)? 


在 上 之 0 LEARE. WR ï "> +00 时 ， HA |U(25)U 
() > +00, 
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3. 一 致 稳定 性 与 tc- 相似 


(a) 我 们 用 M 表示 所 有 在 0<: . 上 有 定义 且 连 续 的 2 Xn 
矩阵 AG) 的 集合 , 用 乡 表 示 在 0 委 上 上 有 定义 且 属 于 C 类 的 非 
退化 的 a x 2 APE SC) 的 集合 ， 且 满足 SG) RSG) BAF. 
RAI CR. Conti [3]) AG) EM 为 to AAU BODE M， 如 果 
存在 一 个 > X n EE FG), BHEL0, +00) 上 绝对 可 积 


| [TIFO as < 十 co， 

且 使 得 . | 
SO) + SHBG) — AC) SG) = FG) (9.2.6) 
对 某 一 个 SMS 成 立 。 tw- 相似 是 M 中 的 一 个 等 价 关 系 . 

下 述 的 特殊 情况 是 有 意思 的 ，(i) FG) 一 0《nXxn FER) 

时 tw。- 相 似 变 成 了 在 第 八 章 $5.2 中 所 定义 的 二 相似 (iD S@)=1 
(n x n 单位 阵 );， 这 意味 着 BC) 一 AG) 在 [0， 十 co) 上 绝对 可 
RR. , . . . 

我们 说 


= Av (22) 
和 和 


x = B(t)x | (9.2.7) 
FE te TA AE» WOK 4( 和 BO) 是 to AAMER | 
(b) 我 们 现在 来 证 明 在 zw- 相似 下 一 致 稳定 性 的 不 变性 (R. 
Conti [3]). 


用 YG) 表示 (9 2. 2) MANAGE, XG) 表示 (o. 2. 7) 的 
一 个 基本 解 和 矩阵 ， 易 于 验证 矩阵 方程 (9.2.6) BI SG) 由 下 式 给 
His | | 


SG) = YO) [YA] + | 
JG) FOXO |X. (9.2.8) 
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XOX) = SY YG) S40) 
+ |, S*C)YG@)Y Ms) FCs) XC KX ed, (9.2.9) 
Am, Re», 就 有 i 
XOX S [SCL YC YC) | [SC +0) | 
+f" SO YY FON XX ds, 
根据 (9.2.2) 的 一 致 稳定 性 和 定理 13, DI SC), SICE) 的 有 
RE, 存在 数 C, > 0, C.>0, 使 得 
[XOX] < C+ | GIFOINXOXA GdL 
从 而 ,再 应 用 Gronwall KREA, S 
[XX < Ci exp (| Cl FG as), ns 
再 根据 定理 13, 即 可 推出 (9.2.7) 的 一 致 稳定 性 . 
(c) 下 述 推论 就 是 通常 所 说 的 Dini-Hukuhara-Caligo 定理 ( 参 
看 L. Cesari [2], p. 37): 
推论 1 如 果 (9.2.2) 是 一 致 稳定 的 ， 并 且 


es 6 8 as. * è. 


(e |B(s) — A(s)|ds< tom, 
则 (9.2 THER REED. 


1 BCG) Æ L0, +00) EER 且 满足 
(e |B(s) + BG) 一 ACs) BCs) |ds < +00 
或 . 

| IBCs) 一 Bs) + B(s)A(s)|ds < +0, 
则 (9.2.7) 也 是 一 致 稳定 的 . 


事实 上 ,因为 《9.2.6) R5 S= B RS = B” 时 成 立 ， 从 而 ， 
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(9.2.2),《9.2.7) 是 zc- 相似 的 . 
定理 14 的 其 它 推论 将 在 下 一 节 风 到 . 


4. 一 致 稳定 性 的 准则 
(2) 如 果 UG) 是 线性 齐 次 系统 | 
y= Cy (9.2.10) 
AY bx Phe HE AR HE RE, CREME, 则 UG) = e (第 八 章 ， § 2.1), 


从 而 
U(2)U(s) = ef = Ut — s), 


于 是 定理 11 13 给 出 如 下 的 定理 . 


和 


>. 9% 9 o 


所 以 ， RISATA $4) 和 和 早已 注意 到 的 :- 相 
似 是 -相似 (F == 0) RR RE 我 们 有 如 下 推论 . 
apes. 

(b) 稳定 性 与 一 致 稳定 的 一 致 性 不 能 推广 到 正则 系统 《第 八 
è#,S6\Lk, 这 只 须 注 意 到 在 $ 2.2,(c) 中 所 研究 的 系统 是 一 个 
正则 系统 (第 八 章 ,定理 10) 就 够 了 。 

(c) 所 有 上 述 准则 都 要 求 (9.2.2) 的 一 个 基本 解 第 阵 是 已 知 
的 ,而 这 一 点 并 不 是 总 能 做 到 , 因此 ,如 果 能 直接 根据 已 知 系数 定 
Ba 4( 的 结构 求 得 茶 种 准则 , 那 将 会 是 很 有 用 的 .一 个 这 种 类 型 
的 简单 的 准则 可 以 作为 Wazewski 不 等 式 ( 第 八 章 , $1.2) 的 直接 
推论 而 得 到 . 


(d) 注意 到 第 八 章 的 定理 1, 由 定理 11 和 定理 13 7 可 推出 : 
定理 17. 系统 | 
gs Cy, | 9. 2. 10) 
其 中 CERM, CRORE OEE A RIS YERDE 


o ese è E o S o Oo oS # oò O y da o @ 


特别 是 当 CPA EADARDAN, 议会 出 现 这 种 情 
(e) 现在 我 们 也 许 会 期 望 , 即 使 4(z) 不 是 常数 阵 ， 只 要 它 的 
特征 根 实 部 为 负 , 仍 然 可 以 保证 系统 (9.2.2) 的 稳定 性 ， 但 是 ,这 个 
结论 是 不 对 的 ，R. E. Vinograd [1] 所 给 出 的 下 述 例子 就 能 说 明 
这 一 点 : - | | 

设 ACG) 是 如 下 的 2 X 2 EEO | 

C 1 — 9cos’6ż + 12sin 6f cos 62 12 cos’ 6£ + 9sin6# cos 68 © )， 

— 12 sin? 62 十 9 sin 6£ cos 64 0 — (1 + 9sin? 6t + 12sin6% cos 62) 


它 的 特征 根 是 一 1 与 一 10, 而 


(“ cos 6: + 2 sin 61) e7!*( sin 6: — 2cos6t)\ - 
e*(cos6#— sin 6:) e’*(2 sin6t + cos 6t) 


ES MAR TEAR MITRA. OOO , 

另 一 方面 ,即使 一 个 系统 的 特征 根 当 z 一 +00 HERGES 
振动 ， 但 是 谈 系 统 还 可 能 是 稳定 的 。 甚至 是 一 致 稳定 的 . (9.2. 7) 
中 的 BG) Ay 


` l 0 1 
Bit) = N 5 
(o) 1+t#1cost—-t7sint —t -1 sinz 


时 ， 就 可 以 说 明 这 一 Ñ. 对 于 充分 大 的 ts EB TE ARE ZAR 
的 ,其 实 部 为 —sint/(22). 
然而 ,如 果 把 定理 14 的 推论 2 中 的 4 取 为 
| pa 0 1 ) 
一 1 07’ 
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FE FT LA A SR UEBAC9.2.7) R — 臻 稳定 性 (甚至 比 这 还 要 强 ,参看 下 一 
节 )。 - 

尽管 有 上 述 两 个 例子 ,4 Cz) 的 特征 根 具 负 实 部 再 加 上 其 它 一 
于 L. Cesari [1], 他 的 准则 可 以 叙述 为 (R. Conti [2]): 


o è: s sas o y © 


A) È = lim AG) 


的 特征 根 中 实 部 等 于 零 的 特征 根 是 单 根 . 


e oi a ù a o »s0 o 0.0 aa S o as. @ © 


这 个 定理 以 及 由 R. Bellman [3] Cp. 27) 稍 加 推广 的 定理 的 
证 明 , 实 质 上 基于 这 样 的 事实 , 即 定理 的 假设 可 以 保证 (9.2.2) te 
相似 于 具有 三 角 阵 BG) 的 系统 (9.2.7), 而 蕊 的 一 至 稳定 性 是 易于 
证 明 的 . 

(£) U. Barbuti [1] 对 于 定理 18 所 作 的 推广 ， 也 是 基于 使 用 too” 
相似 把 矩阵 AG) 化 为 标准 型 的 方法 . 

许多 作者 也 讨论 过 对 角 标 准 型 这 个 特殊 情形 (例如 ， SE, N 
Levinson [2]; E. A. Coddington-N. Levinson [1], p. 95; R. Bellman 
{3], p.27; I. M. Rapoport [1]; U. Barbuti [2]). Ea 

关于 一 致 稳定 性 的 其 它 准 则 ,参看 B. P. Demidovich [1], N. 
I. Gavrilov [1], 


5 与 零 可 约 的 线性 系统 和 限制 稳定 性 


(a) 我 们 现在 来 证 明 下 面 的 定理 : 
定理 19. 系统 | 
| ý == A(t)y, OS? (9.2.2) 
Fe $ 4) 的 充 轨 条 件 基 对 任 一 EARR YG), A 


YG) < Mi, IY GO| < Mz 0<~z, (9.2.11) 
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因为 多 一 AY =0, RHF S = Y, B = F = O, (9.2.6) 成 
立 , 因 而 ,根据 (9.2.11)，, 系 统 (9.2.2) 是 与 零 可 约 的 ， 反 之 ,如 果 对 
某 一 Se (第 3 段 ) 有 5 一 45 一 0， 可 推出 S 是 (9.2.2) 的 基本 
Rees RNA SES, 故 也 有 (9.2.11). 

(b) 注意 到 《9.2.11) 也 可 以 写成 

IYMY=*G)]<N, 0<, OSs, 

这 个 条 件 较 表征 一 致 稳定 性 的 条 件 (9.2.5) 更 强 。 所 以 , 当 (9.2.11) 
成 立时 ,我 们 可 以 称 (9.2.2) 为 限制 稳定 系统 (参看 G. Ascoli [1]), 


DI, 

像 * — (n= 1) 这 样 的 简单 例子 表明 ， 限 制 稳定 性 实际 
上 比 一 致 稳定 性 更 强 . | 

(c) 还 应 注意 到 (9.2.11) 的 第 二 个 不 等 式 与 (9.2.2) 的 伴随 系统 

¿= — A (t)z (9.2.12) 

的 有 界 性 等 价 ( 第 八 章 ,$ 1), 

因而 ， 跟 制 稳定 性 ( 即 与 零 可 约 性 ) 意 味 荐 (9.2.2) 及 其 伴随 系 
统 (9.2.12 ) 同 时 都 稳定 。 特 别 是 ,所 有 稳定 的 自 伴 系统 都 是 限制 稳 
定 的 ( 即 与 零 可 约 的 ). 

(d 根据 定理 11, 当 已 知 (9.2.2) 是 稳定 时 ， 为 使 YEAR 

只 要 1/det |YC)| ERRET. MARTE Jacobi-Liouvill 公式 
| Ch #,§3 pa 我 们 得 到 如 下 定理 . 
Cali trA(s)ds > 一 co 0 <£. 


另 一 方面 ,根据 定理 12, 注意 到 由 (9.2.2) 的 稳定 性 可 推出 
CANONE: +00, 0<z2, | 
(e) 我 们 在 $ 3 PERSI, WUE tw~ 相 似 (在 (9.2.6) 中 对 


应 于 = 0) 的 特殊 情形 . 反之 ,如 果 和 矩阵 4， B 中 有 一 个 是 nx 
n. ARRE, 由 如 -相似 可 推出 二 相似 . 
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ced Rabbagtdaa data. 


事实 上 ,如 果 了 -相似 于 0 , 则 对 某 一 Se S 和 在 [0, +00) 
上 绝对 可 积 的 某 F 有 十 SB =F, 在 (9.2.9) 中 代 以 Y= 二 1, 我 
们 得 到 | 
XX) = SAS) + | SCF CX (9) X(t) ds 5 


其 中 和 X 是 | 
& = B(x (9.2.7) 
RI — “SEAR BE. 
XG)X 0) E: St 上 的 有 界 性 可 以 如 同 定理 14 中 的 证 明 
一 样 推出 ， 如 果 e < to, 我 们 就 有 


(XOX < cst CFO XX Ids, 
从 而 可 得 
XOX“) < ciem (cs 人 1FGDle 


这 个 不 等 式 的 证 明和 Gronwall nt 
略 。 因 而 ,(9.2.7) 是 限制 稳定 的 . 于 是 我 们 有 如 下 定理 . 


+ ù ù o o o G O è 9 G a 0 è». 


第 二 部 分 肯定 了 限制 稳定 在 :~ 相似 变换 下 的 不 变性 ， 这 可 由 
第 一 部 分 以 及 tw- 相似 的 传递 性 得 出 . 

联系 在 $ 2.3 中 所 看 到 的 事实 ,我 们 有 如 下 推论 : 

REL 如 果 (9.2.2) 是 限制 稳定 的 ,并 且 


(7 IBG) 一 Ad < +00, 


则 (9.2.17) 也 是 限制 稳定 的 . 
特别 地 ,车 在 推论 1 中 取 B 一 0, 我 们 就 得 到 CW. Trijtzinsky 
1]) 
推论 2. 如 果 
[7 | A(s)|ds < +00, (9.2.13) 
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(A) H Wazewski RARER, § 1. 2) F 可 推出 ， 
定理 22. 系统 (9 2. DIE I 稳定 的 ,如 二 


其中 4 和 4 分 出 是 V2 0 MIAO EE 
比 (9.2.14) 更 强 的 条 件 也 被 研究 过 ,诸如 ， 
tm | Ms)ds, lim CO (9.2.15) 


都 存在 是 有 限 (参看 A. Winner DD, RE 7 


| 4G) + As) |ds < 十 oo 


(SE A. Rosenblatt [1])， 或 者 (9.2.13)。 | | 
“如 果 (9.2.15) 式 成 立 , 则 对 (9.2， 2) 的 每 一 个 解 (2)， to0 
时 都 存在 有 限 的 “振幅 极限 ” lim |y()| CA. Wintner [7]). 2058, 
(9.2.13) 成 立 ， 则 对 每 二 个 解 y(t), 当 : 一 十 0 时 lim ye) ap Te 
在 .这 一 事实 与 “ 渐 近 等 价 人 性 ”有关 ,这 个 问题 将 在 4 中 研究 . 
| (©) WR atil 是 4 的 特征 根 , 则 一 a 十 i8 就 是 一 4 OR 
征 根 。 从 而 ， 涉及 4 的 特征 根 的 一 致 稳定 性 的 准则 可 以 变换 成 限 
制 稳定 性 的 准则 . 例如。 : 
定理 23. 系统 | a | 
| pe Cy, OO a 10) 


e > es e è è. o òo o ù ù ts sè # ao F e a Ss SaS 8 


es è> òè >è ù ò> @ È @ @ ù è è. $% 
| ù è #*# 0 09 ọọ ò% # oe O 


so 
限制 稳定 性 的 其 它 准则 参看 R. Conti [2], 
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(h) 容易 证 明 (简单 的 ) 稳 定性 虽然 在 二 相似 之 : 下 是 不 变 的 ， 
但 在 -相似 下 却 不 是 不 变 的 CR. Conti [3]); _ 


6. 线性 系统 的 渐 近 稳定 性 


(a) 由 系统 | a 
y= ACe)y (9.2.2) 
ye) = YY ta) Ct) (9.2.16) 

可 推出 下 面 的 定理 . 


#25. C2 DP EROREREEES YT: NER 
AE YQ), 有 
lim lyY@| = 0; o (9.2.17) 


又 等 价 于 C9.2) 的 记 有 解约 全 局 浙 返 稳定 性 

因而 y 当 (9.2.17) ARL, (9.2.2) F D 
系统 . 

(b) TARGETA. 
CR. 

特别 是 ,如 果 (9.2.17). RX 则 对 任意 给 定 的 . K> 0, BE 
—4,2%, 2a YO 一 K/|Y~Cto)y (to) | ， Mii, 
对 于 >n A WOI|<K. Rik. REX K>0, 使 得 对 于 
1>t E ly@O|<K, 4 是 与 i, p 有关 的 某 一 个 数 ， 也 就 是 说 ， 
设 对 于 t >t, BYOY" Gy <K. 则 适当 地 选择 PARTE 

出 (9.2.17). 
Cc) 从 (9.2. EN 


BLN >n, 2 之 0， 使 得 
KOLEO < Nexp(—vUt — s)),0<Zs<x. Gi 2.18) 
只 要 按照 J. L. Massera [2] 那样 去 推导 C9.2.18) 就 行 了 ， 
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因为 若 y = 0 是 一 致 渐 近 稳定 的 ,从 而 是 一 致 稳定 的 ,根据 定 
理 13 存在 某 一 N' >n, 使 得 | | 
lYG@)Y-s)| < N', OSs <e, (9.2.5) 
而 且 还 存在 一 个 7 > 0 和 某 一 个 T(=T(1/27)), BBM 
]<r,t2>s+THH.XF0<s# (YY Cy" <1/2r 
(§ 1.6(c)). 从 而 ,适当 选择 y, 对 于 :之 :十 T, O<s, BA YO) 
Y-(s)| < 1/2. BMT 5 s EX, RE >s + (k +1)T=(s+ 
ATO A+ T, LEEBELEM, BAB | YOY C + RT) 一 1/2, 
从 而 ,只 要 ts t+ mT (m= 1,2,°°°), BA 
LY) Ys) = YOY C + Cn — DI) 
--|1Y(s + 27)Y=G + DIYG + T)Y-(s| <2, 
所 以 , 由 (9.2.5), uN >n 1 时 
[YY < N°277, >5 + mT, (m=~0,1,2,°°°) 
从 而 最 后 可 得 (9.2.18) 式 ,此 时 六 一 2N v = T log2, 
(d) 根据 前 面 的 定义 及 定理 27 可 推出 : 
RMB 对 于 入 从 次 系 人 
3 一 Cy | = (9.2.10) 


+ ai G oe o A 


因而 ， 限制 稳定 ( 即 与 零 可 约 ) 和 一致 源 近 稳定 这 两 类 系统 (两 
者 均 包含 在 一 致 稳定 系统 类 中 ) 是 不 相交 的 . 
| © 下 面 是 一 致 浙 近 稳定 的 一 个 进一步 的 准则 : 
CLI X. RISK a> 0. A ak; < lo W022 2) 
是 一 致 新 近 稳定 的 ， 
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特别 是 ,如 果 所 有 x; 都 小 于 0， 且 (9.2.2) 是 正则 系统 (o =0), 
或 者 更 为 特殊 的 ,是 可 约 系统 , 则 (9.2.2) 是 一 致 浙 近 稳定 的 . 

其 证 明 可 仿照 J. L. Massera [2] 的 定理 26* 进行 ， 

取 定 es > 0, E c/a<se<—x%;, d DERA 


| X% 十 8 
D= a, A 
X, + € | 


则 变换 y = Ye Px (YA 照例 是 (9.2.2) 的 一 个 基本 解 
55 BE) (9.2.2 HORRY t 一 Dr 的 解 ,后 者 显然 是 一 致 渐 近 稳定 
的 系统 . 

另 一 方面 ,由 于 只 要 适当 选择 Y, fé 

SG) = Y@)e"", S-IC) = cP YG) 

在 [0, +00) 上 都 是 有 界 的 ,所 以 过 = 一 Dx zt- 相 似 于 (9.2.2). 

实际 上 , 令 YC) 是 标准 基本 解 和 矩阵 (第 八 章 , $ 5.3)。 FIRE 
的 列 是 这 样 配置 的 : 使 第 i 列 的 型 数 怡 好 是 X;。 Mm. SHIR i 
列 的 型 数 就 是 Xi 一 (Xi; +e) 一 一 ee. MUl, XS) 和 一 ss 而 3 是 
AR. 另 一 方面 ,，Y-! 的 第 i 行 是 A/A, An/A, +++, AnA, 
其 中 人 A 一 de Y 而 Ai 是 Y 中 的 余 因 于 ;因而 ,根据 ca 的 定义 ， 
并 想到 X/A) = x (exp( 一 | r404)), 就 有 Y-! 的 第 i 行 
的 型 数 < supX(A,;) + X(1/A) S X + eee + Xia t+ Xia +> 
X, + X(1/A4;) So — x. 

Bri. SI 的 第 i FAA <X +e+(0o—- x) mots, 
从 而 、 | 

LISIS S o +8 —(1+a)e = o — ae <0, 

因此 [sit 是 有 界 的 , S$ ! 也 同样 是 有 界 的 ， 根据 一 致 浙 近 
稳定 性 在 -相似 下 的 不 变性 , 即 可 推出 结论 . 

E 关于 一 致 渐 近 稳定 性 的 另 一 个 准则 ,可 参看 N. Ya. Lya- 
shenko[1], 
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1. 常 系数 线性 系统 的 Y 函数 


在 $1 中 ,系统 一 f(z, *) 的 零 解 的 稳定 性 质 与 适当 的 了 A 
数 的 存在 性 有 联系 .如 果 Hz, 2) 一 Cr, Rh ERGER, E 
然 看 起 来 应 当 存 在 属于 非常 特殊 的 函数 类 的 了 函数 . 事实 上， 对 
于 C 是 常数 阵 的 线性 齐 次 系统 (9.2.10), 下 述 结 果 成 立 . 

定理 31 a. 如果 C PESTO, 如 果 (9.2.10) 


Vy) > 使 得 w = v, yCy 是 负 定 的 人 M. Lyapunov CID), 
定理 31 b. 如 果 C 的 所 有 特征 根 的 实 部 均 是 非 焉 的 ， SE 


及 一 正 数 a, 使 得 VyCy 一 aV +U, 其 中 VELA (A. ive Lyap- 
unov [1]). | 

由 简单 的 例子 (例如 =y: 250) 就 可 以 说 明 ， 如 果 只 假定 
(9.2.10) 的 不 稳定 性 ,那么 定理 31¢c 的 结论 可 不 成 立 (参看 J. L. 
Massera [2]). 

B. S. Rasumikhin [1] 对 于 具有 非常 数 有 界 系数 矩阵 的 线性 系 
统 存在 二 次 型 V 的 几何 性 质 进行 了 有 趣 的 研究 . H. A. Antosiewi- 
cz-P. Davis[1] 借助 于 系数 有 界 且 属于 C 类 的 二 次 型 了 ,研究 了 
具有 非常 数 系数 的 线性 系统 的 一 致 稳定 性 . 


$3. 按 一 次 近似 判定 稳定 性 


1. 引言 


(a) 研究 系统 | 
z= f(t, x) CE f(z, 0) = 0) (9.3.1) 
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fe Pin SO SHE 一 般 方法 是 基于 下 述 的 可 能 性 ， 就 是 
将 f 写成 两 个 向 量 a, g 的 和 : 
f(t, x) = a(t, x) + gC, x), 
使 得 “简化 系统 ” | 
| ý = a(t, y) CHM a(t, 0) = 0) (9.3.2) 
的 零 解 是 稳定 的 (或 不 稳定 的 ) ,而 扰动 项 g, x》 是 如 此 之 “小 ”， 
在 某 种 意义 上 来 说 ， 它 不 影响 位 于 z 一 0 的 某 个 邻 域内 的 解 的 性 
换 句 话说 ,这 个 方法 就 是 要 由 (9.3.1) 的 "一 次 近似 "的 ， 即 " 简 
化 系统 《9.3.27 的 零 解 的 相应 的 性 态 , 来 推断 (9.3. 1 的 夫 解 的 稳定 
性 或 不 稳定 性 . 
一 个 常 第 磁 到 的 情况 是 线 狂 一 一 次 近似 , 即 具 有 线性 简化 系统 
j= AG) | (9.3. 3) 
#= AG)x + gli, s). (9.3 4 
当 7 了 在 * 一 0 邻 域内 是 充分 正则 时 就 是 这 种 情况 ， 例 如 ， 如 果 t 
在 x 一 0 点 近 傍 属于 C RA x 一 0 RASH Jacobi Ae 
f(z, 0), 则 了 可 以 写成 
| Ka, £) = fG, Oe + gl, D 
其 中 当 Ja] > 0 时 ， le, x)[/[x] 一 0。 简化 系统 
y= f(t, 0)y, | (9.3.5) 
Poincaré 称 为 ' 变 分 方程 ， 而 把 ©. 3. 1) 简化 成 (9.3.5) 称 为 “ 线性 
化 . 
(b) RIZESERMORDAT, 它们 多 少 能 有 助 于 说 明 
扰动 项 8 必须 小 到 什么 样子 . È 
例 1 方程 Ga~1) 
žm xl 
AI Ye = 0x + x7, 而 它 的 一 次 近似 ?一 0 y= 0 显然 是 一 到 
稳定 的 。 同 时 ,对 于 小 的 x, RM rhe. Ah, BME 
的 解 * 一 0 却 是 不 稳定 的 .因为 ,如 果 > 0, US = ty + 1/2° 
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时 , x = (1 一 (一 加 )xo) 根本 不 存在 . 
例 2， 方程 (> 一 1) 
x 一 tly 
显然 是 不 稳定 的 . 但 与 此 同时 ， 它 的 一 次 近似 y = 0 却 是 (一 致 ) 
稳定 的 , 且 当 :一 十 co NANT ee ATS. | 
(c) 下 节 中 将 对 e 给 出 保证 (9.3.3) RI (9.3.4) 的 零 解 具有 相 
同 稳定 性 的 条 件 。 我 们 将 经 常 地 假设 fC, +) 是 定义 在 OS?, 
0<lxal<r,r<+00 上 的 连续 的 rE. fC, 0)=0, E 
(9.3.1) 过 每 一 点 (a, x), 0 S 4, 12° 二 +, 存 在 唯一 解 ， 
由 线性 一 次 近似 (对 于 系统 (9.3.3) 而 言 ) 来 研究 稳定 性 所 用 的 
许多 方法 的 出 发 点 是 公式 a 
x) = YY) + | Y()Y—Cs)e(s,x(s))ds, (9.3.6) 
这 在 第 八 章 ,$ 73 DE BAT. 正如 我 们 在 那里 看 到 的 ,(9.3.6) 
的 所 有 解 都 是 (9.3.3) 的 解 , 反 之 亦 然 . 
现在 我 们 假定 
lLY@Y7(s) | < Nexp(— y(t —s)), 0<Ss<e, (9.3. 7) 
对 于 某 个 N2>n,v>0 RY. 根据 定理 13 和 27, 这 相当 于 假 
定 ; 当 > 一 0 时 (9.3.4) 的 解 的 一 致 稳定 性 或 当 > > 0 时 ,(9.3.4) 的 
解 的 一 致 渐 近 稳定 性 . 
应 用 (9.3.7), 由 (9.3.6) 可 推出 | 
[EC] < Nea) + | Neg, Olds 
BI | 


|x(z) |e” < Nlz(t) | oo + | Niels, x(s)) | eds. (9.3.8) 


2. 接线 性 一 次 近似 决定 稳定 性 


(a) 我 们 将 从 证 明 下 述 定理 开始 ( 引 自 J. L. Massera [2] 的 
线性 情况 gt, xz) BOA): | 
定理 BNTRIN >n, 2 之 TE 
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| IYAY(| < Nexp(— vit—s)), OSs Se; (9.3.7) 
BARNES 70, È 
HOTNESS ZOE 0<2,0<|ze|<r, (93.9) 
DO (rls) — v/N)ds < +00, (9.3.10) 
则 
+= Alt)x 十 g(t, x) 
-的 解 x 一 0 就 是 一 致 稳定 的 . 


只 要 [e] <7 还 成 立时 ,从 (0.3.8), (9.3.9) 可 推出 
EC le < NG er + {NYO 
从 而 根据 Gronwall 不 等 式 , 有 
|C] < Nexp(N | GO) — r/N)as) LG). 
于 是 可 由 (9.3.10) 得 出 结论 ， 
(b) 作为 结果 ， 我 们 得 到 如 下 的 推论 CR. Bellman [1], H. 


Weyl [1], N. Levinson [1]，[3])， 由 它 可 推出 在 线性 情况 下 的 
前 面 提 到 过 的 Dini-Hukuhara-Caligo FE. 


(7 Od < +00, | (311) 
Ri (9.3 3) 的 解 * 一 0 VETERE. 


| KO — »/N)ds 一 一 oo (9.3.12) 
代替 G9 3.10), 则 (9.3.3) 的 解 x = 0 是 渐 近 稳定 的 . 


lim y(r) = 0, (9.3.13) 
t >+ .. 


2 
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a ¥(s)ds < +00, | (9.3.11) 


ro r 是 常数 有 sE 
dla =Y<Z »/N, (9.3.14) 
(a) 让 我 们 现在 来 证 胃 
定理 33. WNT N >n, v > 0 
ly() Ys) | < Nexp(—v(: 一 I, O<s<z, (9.3.7) 
Link, RY 120 一 致 地 有 se 
eC = OCle1) Cal 0, 0315) 


so è asa s è 9% o e 


根据 (9 3 15), 存 在 p: 0<p<r, 使 得 
lg@, x)| < sy lel, 0<1, 0< |x] <p. 


lee) <p/QN), (9.3.16) 
则 有 


la) < 2N| l| So, mt, E (9.3.17) 
因而 


|e(，x(Co))1 一 = [x(e){,%< 8, (9.3.18) 


因为 2N > 2n > 1, Fie t= nl, (9.3.16) 成 立 ， 从 而 对 于 

to 右 侧 某 个 区 间 内 的 上 也 成 立 ; 令 是 使 (9.3.16) 成 立 的 7 值 的 上 

确 界 。 WOR n< +00, N rG) 一 2NIx(to)|， 由 (9.3.8) 可 推 
出 

aN laleler = |x(z)| ee” < N Je) |e” + NE 一 (le ds 


<N|x(¢o)| e + N| x(t) Cer — e”) = N |e |e, 
因而 , 4 = +0. 于 是 ,如 果 (9.3. 16) 成 立 ， 则 (9.3.18) 也 就 成 立 . 
再 由 《9.3.8)， 我 们 有 | 


Ile < N |El) Jer + | 2 Isles, (9.3.19) 
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fi Gronwall 不 等 式 , 有 


la) < Nexp(— 26 — n) lG) a <t, 


从 而 结论 得 证 . 

(e) 定理 33 来 源 于 Poincaré 与 Lyapunov ([1], p. 29) AY 
HRR. 他们 研究 了 402) 为 常数 阵 ( 具 有 人 负 的 型 数 ) 和 扰动 eC, 
<) 上 共有 下 述 分 量 的 情况 : | 

BiCtis Xis 00002") Digij nigel ho 
其 中 gii) 是 连续 的 和 同等 有 界 的 . 

其 后 一 些 作者 大 大 地 简化 了 加 在 8 上 的 很 强 的 假设 (参看 P 
Bohl [1]; E. Cotton [1]; O. Perron [1], 定理 5; I. G. Petrovski 
[1]; R. Bellman [1], EXE 7; N. Levinson [3]; 也 可 参看 R. Bellman 
[3]， 第 十 四 章 ; E. A. Coddington-N. Levinson [1] ， 第 十 三 章 )。 

遵循 定理 33 相同 的 路 线 , 可 以 得 到 一 个 稍为 一 般 的 结果 . 事 
实 上 ,代替 (9.3.15)， 可 以 要 求 对 于 茶 个 >0 及 所 有 小 的 Isl, 
有 

lei, | < K|x|, 0<1, 
并 对 任意 给 定 的 6 > 0, 存在 8 一 (e), T = Tle), 使 得 
lel, x)| Sele], TSZ, |r| <8, 
(例如 ,参看 E. A. Coddington-N. Levinson 【1]， 第 十 三 章 ,) 

A(t) 为 非常 数 阵 的 情况 也 由 A. Lyapunov ([1], pp. 252 一 

254) 和 以 后 的 K. P. Persikkii [1], N. G. Chetayev [3] 及 J.L. 
Massera [2], n.5 研究 过 了 . 


3. LPR SEM. LO, NERO 
(7 Cs)ds < +00, | (9.3.11) 


则 线性 方程 
ú = — vu + NY (2)u 
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x v = 0 时 是 一 致 稳定 有 的, 当 2» > 0 时 是 一 致 亲近 稳定 的 . 

这 就 有 可 能 把 定理 32 的 推论 1 和 定理 32 的 推论 3 中 的 假设 
《9.3.11) 这 部 分 加 以 推广 :这 时 须 将 (9.3.9) 式 换 成 不 等 式 

lels x)| < ok, xj), 

其 中 olz, u) 是 一 个 适当 的 函数 ,而 疫 有 必要 是 yCoOw。 

这 个 类 型 的 结果 实际 上 已 被 E. A. Coddington-N, Levinson 
([11, 第 十 三 章 , 定 理 1.3),I. Bihari [1], M. Golomb [1], A. Stokes 
[1] 等 人 得 到 过 . | 

(b) 根据 M. G. Krein [1] 的 说 法 , RAB . 

t= f(t, x) | (9.3.1) 

具有 LO, N) 性 质 , 如 果 在 在 数 和 N > 0, > 使 得 i 

lelt, t, x°)| < Nexp(—v(t — AD ll, 0 <4 <z, (9.3.16) 
其 中 x(t, to, 2°) 照例 表示 (9.3.1) 过 〈z，z") 点 的 解 . 如 果 > > 0, 
在 线性 情况 这 一 性 质 等 价 于 一 致 渐 近 稳定 性 (定理 27); 而 在 一 般 
情况 时 , 则 它 比 一 致 疡 近 稳 定性 要 求 部 , 即 等 价 于 (9.3.1) 的 零 解 是 
指数 式 渐 近 稳定 (参看 ILL G. Malkin [1]). 因而 ,由 定理 32 BORE 
论 3 中 的 假设 (9.3.11) 或 (9.3.14) 以 及 定理 33 的 假设 (9.3.15), 可 
以 推出 比 那 里 所 说 的 结果 更 多 的 东西 。 3 

(c) 另 一 方面 ， 我 们 还 应 注意 到 加 于 线性 系统 的 “小 的 扰动 
可 能 保持 该 系统 的 一 致 浙 定 稳定 性 ,但 是 , 一 般 来 说 , 并 不 能 保持 
全 局 一 致 浙 近 稳定 性 .例如 ,方程 (> 一 1) 
Eom xd x? 
的 零 解 是 一 致 浙 近 稳定 的 (定理 33)， 但 并 非 全 局 一 致 浙 近 稳定 ， 
因为 它 还 包括 有 不 趋 于 零 的 解 ; 例 如 zx = 1. 

注意 到 像 x** 这 样 的 扰动 是 有 兴趣 的 ,它们 虽然 使 系统 保持 一 
致 渐 近 稳定 性 (定理 33), 但 一 般 地 ， 为 了 保持 一 致 稳定 性 (S 3.1 
(b) 中 的 例 1 它们 却 太 粗糙 了 .对 像 e 这 样 的 扰动 也 可 以 作 类 
似 的 说 明 . 一 般 来 说， 上 上 述 这 两 类 扰动 也 都 不 能 保持 潮 近 稳定 性 
(参看 O. Perron [2], 42, R. Bellman [3], 87 TH), 

(d) Yu. G. Zolotarev [1], L. Markus-H. Yamabe [1], J. K. 
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Hale-A. P. Stokes [3] 和 P. Santoro [1] 等 人 在 关于 8 的 各 种 假 
KP, 已 得 到 了 按 线性 一 次 近似 决定 稳定 性 的 进一步 的 结 采 . P. 
Santoro 必用 加 在 数量 积 z's 上 的 条 件 来 代替 加 在 lel 上 的 条 件 ， 
但 这 要 进行 有 别 于 (9.3.6) 的 探讨 . 


4. 渐 近 稳定 性 ， 非 线性 一 次 近似 的 情形 


正如 本 节 开 始 所 提 到 的 那样 ， 按 一 次 近似 决定 稳定 性 的 一 般 
问题 ,就 是 用 一 个 一 般 来 说 是 非 线 性 的 简化 系统 


y= a(t, y), a(t, 0) = 0 (9.3.2) 
来 处 理 
à = atyxz) 十 gxz)，ea(t0) 一 gb0) 一 0，(〈9.3.20) 
我 们 现在 介绍 这 方面 的 某 些 结果 ， 


J. L. Massera ([2], 定理 24*) 提出 了 下 述 定理 , 它 推广 了 I. 
G. Malkin [3] 的 以 前 的 一 个 结果 : 

BM. 设 a(z, x) 一 O@) 是 与 1 无 关 的 ,满足 局 部 Lips- 
chitz 条 件 的 ， 正 的 zm 次 齐 次 函数 ， BN 9(0) = 0, 对 于 所 有 n— fe 
量 * REM 0, Apr) = p(x), 设 

j= 20) 


+» © è @ ò ù s > BB BB aa a 
€ ù% 0% E 9% 9 


leG, SI <M |x|” 
对 ;> 0 一 致 地 成 立 ， 则 系 绕 
% = Ox) + eG, x) 
KE = 0 BR BOERE. 
(WHAE N. N. Krasovskii [2], [4], § 22; C. Coleman [1].) 
下 述 定 理 讨 论 了 一 次 近似 a(:, x) 是 非 自 治 的 情形 (参看 1 
G. Malkin [4], E. A. Barbashin-M. A. Skalkina [1]): 
定理 35. mk a(t, x) RT x 满足 Lipschitz 条 件 , 而 (9.3.2) 
具有 L(v, N) 性 质 ,其 中 v> 0, 则 存在 数 M = M(alt, x))> 
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oC. x)| <= Mix 
的 gli, #)Cg(r, 0) = 0), (9.3.20) 的 解 x 一 0 是 一 致 渐 近 稳定 
的 . | 
其 它 结 果 也 可 参看 N. N. Krasovskii [2], [4], §2.2; E. A. 
Barbashin [1]; V. I. Zubov [2], SHH 30; C. Corduneanu [2], 
[3]; V. E. Germaidze [1]; H. A. Antosiewicz [1], 


5. 解析 系统 .临界 情形 


本 段 内 我 们 将 讨论 形 如 
X= Cx + g(t, x), g(t, 0) = 0) (9.5.21) 
的 系统 ,其 中 C 是 常数 阵 , g 满足 $ 3.2 (e) 中 的 Poincaré-Lyapunov 
假设 . 
| 根据 定理 33, 我 们 知道 ,如 果 C 的 所 有 特征 根 均 具 负 实 部 , 则 
《9.3.21) 的 解 x = 0 是 (一 致 ) 渐 近 稳 定 的 ， 不 难 证 明 , 如 果 C 的 特 
征 根 至 少 有 一 个 有 正 实 部 , 则 x 一 0 是 不 稳定 的 (A. M. Lyapunov, 
[1], p. 292); 当 z 满足 比 解 析 性 强 一 点 的 条 件 时 ,同样 的 结论 仍 
然 成 立 ( 人 参看 E. Cotton [1], O. Perron [1] ， 定 理 7; R. Bellman 
、 [3], p. 88). 此外, 如 果 C 的 所 有 特征 根 均 具 正 实 部 , 则 * 一 0 
是 完全 不 稳定 的 , 即 存在 数 o, 0 二 p 二 +， 使 得 当 |e°[|<0,0< 
to 时 ,不等式 la, tos x)| >p 对 于 大 于 某 一 h > t K R. 
(84 O. Perron [1], P. Turan [1].) 
剩 下 的 情况 , 即 C 的 特征 根 一 部 分 具 负 实 部 , 另 一 部 分 具 零 实 
部 ,这 种 情况 是 极为 困难 的 ， 回 想 一 下 ， 例如 ， EREE §4 中 我 们 
遇 到 过 的 > 一 2 而 C 是 形 如 
一 1 0 1 
0 0 0) ( 0 0 ) 
的 Kel 系统 ,或 在 第 二 章 $ 4 中 所 遇 到 过 的 C 形 如 
| (3 0) 
—1 0 
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的 系统 (中 心 的 问题 )， 那 时 ， 要 判断 在 * 一 0 SROKA 
是 何等 困难 . 在 > 一 1 的 情形 ,只 要 讨论 方程 ? 一 0 就 够 了 , 它 的 
零 解 是 (一 致 ) 稳 定 的 ， 而 Rin 的 零 解 却 是 不 稳定 
的 . 但 是 ,容易 验证 ,x* 二 一 x 的 零 解 是 (一 致 ) 渐 近 稳 定 的 . 

Lyapunov [1] (pp. 458—463) 和 H. Poincaré [1] (Æ tE) 
把 C 具 零 型 数 (没有 正 型 数 ) 的 所 有 的 情况 ， 都 称 为 临界 情形 。 他 
们 详细 地 讨论 了 C 具有 零 单 根 和 一 对 纯 共 轿 复 根 的 两 种 情况 .对 
于 这 些 以 及 更 一 般 的 临界 情形 ， 其 后 主要 是 由 苏联 数学 家 们 实现 
的 ,首先 是 I. G. Makin ([61]， 第 四 章 ,第 六 章 ; D), 他 用 解析 方 
法 进行 了 研究 ， 有 关 这 一 方向 的 工作 的 介绍 可 在 Lefschetz [1] 的 
书 中 和 他 最 近 的 论文 [4] 中 查 到 .A. M. Aban’chin [1] 最 近 还 对 
C 有 7# 重 零 特征 根 的 情形 ( 即 ,，C 一 0) 进行 了 研究 . 

处 理 临界 情况 自然 要 导致 在 乘积 空间 上 来 研究 微分 方程 ， 这 
个 课题 将 在 下 节 内 再 讨论 . 


6. 轨道 ( 渐 近 ) 稳 定性 .积分 流 形 近 傍 的 解 的 性 态 


(a) 整个 这 一 段 我 们 将 讨论 系统 
| z=f(t, x), (9.3.1) 
其 中 了 定义 在 整个 t, x 空间 上 ， 它 属于 C! 类 且 对 于 * UoH 
期 。 | 
fle + o, x) = ft, x). | 
it r = pC) £03.) HoH, pr +o =e). W 
变量 变换 x = y + ple), E (9.3.1) 的 解 变 成 
Ý = ft, p())y + gli, y) 
的 解 , 其 中 glz + 0, y) = gQ, y), 它 属于 C' EH BM ly| > 0 
Bf, lim|g@, y)|/lyl = 0 关于 :一致 地 成 并 . 
如 果 变 分 方程 
9 = ft, PE)YY 
的 所 有 型 数 二 0( 二 0), 则 可 推出 y 一 0 (定理 33), 从 而 ,x = ple) 
对 于 1 一 十 OC( 对 于 1 一 一 00) 是 (一 致 ) 渐 近 稳 定 的。 可 是 ,在 f 
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是 自治 的 情形 时 , 即 fe, =X) 5: 无 关 , 这 时 对 于 非常 数 的 

AWE PC), 这 一 假设 是 不 能 实现 的 ， 就 是 说 , 在 这 种 情况 下 , 微 

B $ = Xle), dp = X(p())dò, 因此 db => 是 变 分 方程 
= XP id (9.3.22) 

A. Ab SERRA, XPHRRAEDA-—tTSTS 

的 型 数 (第 八 章 ,，$ 3.2). 

Cb) (9.3.22) 的 型 数 叫 作 环 x = pl) 的 特征 指数 ， 因而 ,每 
一 个 环 最 多 有 x 一 1 个 非 零 的 特征 指数 . 它们 的 和 等 于 


一 万 (exp( — | x(p())ds)) 


= — X (exp( — | iv X(p(s))46)), 


根据 第 八 章 $ 5 ,因为 (9.3.22) 是 周期 的 ， 从 而 是 正则 系统 . 因而 这 
个 和 等 于 (第 八 章 , $ 6.1 (d)) 


exp (- | div XCC) Jas) | 


= limit! Z \ divX(p(s))ds = lim no 7 divX(p(s))ds 
toate 8 : 0 > . 


— lim Ge log 
t-+-to 


= o |" div X(p(s))ds. 


n 一 2 时 ,平面 环 (第 四 章 ,$ 2.5) 的 特征 指数 的 定义 与 上 述 定 
«ME EN. 

Ce) att n = 2 的 情形 , 当 特 征 指数 < 0(> 0) 时 , 环 是 稳定 (不 
稳定 ) 的 , 或 更 确切 地 说 ,是 轨道 ( 渐 近 ) 稳 定 ( 不 稳定 ?的 (第 四 章 
$ 2.2). 因而 ,所 有 充分 靠近 它 的 轨 线 当 :> 十 co 一 一 co) 时 都 
ETE. 

fen>2 的 一 般 情况 ， 如 果 ”一 工 个 非 零 特 征 指 数 全 部 <0 
(或 全 部 > 0), 则 环 近 傍 的 轨 线 都 与 a 一 2 时 类 似 , 这 一 情况 可 以 
更 好 地 描述 如 下: CAI a = pk) 是 

<= X(x) (9.3.23) 
的 局 期 解 , 则 pG + a) (a 是 实数 ) 也 是 它 的 解 , 因 而, 如果 pe) 是 
非 奇异 的 ， 当 上 和 变化 时 , pe +) Ezr, x 空间 中 生成 一 个 柱 
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MI. 于 是 如 果 w 一 1 个 非 零 的 特征 指数 全 部 < 0, LIES 
t> 十 co 时 不 仅 充 分 靠近 柱 面 T 的 每 一 个 解 都 趋 近 于 它 , 而 且 ,如 
果 x 一 pk) 是 这 样 解 中 的 一 个 , 风 存 在 一 个 a, 使 得 当 > 十 co 
时 ， 

pP) — p(t+ om) >O, 
就 是 说 , 6) 趋 近 于 位 于 T 上 的 一 个 特殊 (周期 ) 解 。 其 证 明 可 参 
Ki E. A. Coddigton-Levinson [1], p. 323, 

也 可 以 用 下 述 方 法 来 证 明 这 一 点 。 能 够 证 明 ( 参 看 5, Lefschitz 
[1], p. 149; J. K. Hale-A. Stokes [1]，[2]J7， 通 过 引入 局 部 坐 
标 系 的 方法 , 抬 (9.2.23) 变 成 

f = |] +olrt, s, k), 

k = Hh +- h(t,s5,h) 

Kis, o 是 纯 量 ,4, h Æ Ca DAE MAH EA Ca 1) x 
(a 一 1) 和 矩阵 ,其 特征 根 与 pC2) 的 非 零 特 征 指数 相同 . 柱 面 了 由 
h = 0 26, Fit, MR x = Ce) 是 (9.3.23) 的 解 , 则 dI 
等 价 于 当 1 一 +00 ff, A) > 0, MM) 对 所 有 z 上 之 0 有 意义 ; 同 
时 ,对 于 某 个 as a) 一 p(t 十 m) 一 0 等 价 于 当 > +00 时 ， 
A) > 0, se) 一 5 十 oo) 一 10. 

在 上 述 例 中 ,一 个 微分 方程 组 被 分 成 两 部 分 ,对 这 两 个 子 系统 
提出 了 不 同 的 问题 。 这 个 例子 再 次 表明 了 在 习 积 空间 中 来 研究 微 
分 方程 的 近代 倾向 。 更 详细 的 内 容 可 在 Lefschetz 的 书 [1] 中 和 在 
J. K. Hale-A. Stokes 的 论文 [1 中 找到 ， 这 篇 论文 详尽 地 研究 了 当 
变 分 方程 的 = — Ck 十 1) 个 型 数 <0 CR + 1 个 是 零 ) 时 , (9.2.23) 
的 解 在 1, x 空间 中 的 由 -参数 柱 面 族 所 组 成 的 流 形 的 近 傍 的 福 
态 , 而 这 个 流 形 是 与 周期 解 的 《十 2 维 流 形 相对 应 的 , | 

Cd) 当 (9.2.23) 的 单个 周期 解 的 负 特 征 指数 的 个 数 少 于 ”一 1 
个 时 ,要 描述 在 它 附 近 的 解 的 性 态 仍然 是 很 国难 的 ， 例 如 ,具有 零 
特征 指数 的 平面 环 (o 一 2) 就 可 能 是 稳定 的 ， 也 可 能 是 不 稳定 的 
或 半 稳 定 的 ， 这 取决 于 X(x) 在 pH) 周围 的 展开 式 中 的 高 次 项 。 
全 面 的 分 析 要 使 用 最 先 由 Poincaré 想 出 来 的 所 谓 截 痕 方 法 。 与 
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(9.3.24) 


此 有 关 的 内 容 可 参看 V. V. Nemytzkii-V. V. Stenpanov [1], pi 
249; S. Lefschetz [1],p. 149 和 L. Markus 新 近 的 论文 [11]. 


S4 渐 近 等 价 人 性 
L. 渐 近 等 价 性 
(a) 设 给 定 两 个 系统 、 | I 
o9 = AG); (9.4.1) 
zm Alt) g(t, x), (9.4.2) 


其 中 AN 是 定义 在 0 过 :上 的 连续 的 nw X nE, eG, x) 是 
定义 在 半空 间 0 <r 上 的 连续 的 w- 疝 量 . 此 外 ,还 设 过 每 一 点 Cos 
x), (9.4.2) 有 唯一 解 ,这 个 解 照 例 用 x(t5 tos x°) 表示 ， 

这 两 个 系统 称 为 渐 近 等 价 的 ， 如 果 在 空间 上 一 0 中 存在 一 个 
FURS y 一 Hx), 使 得 对 于 每 一 个 x* 都 有 。 
| lm lx(2,.0, x°) — y(t, 0, HD| = 0. (9.4.3) 


下 一 段 中 我 们 将 证 明 H. Weyl 的 一 个 定理 , 它 给 出 了 (9 41) 
和 (9.4.2) 渐 近 等 价 的 充分 条 件 。 : 


2. H. Weyl 定理 


AC) 是 常数 阵 CHAIR (9.4.1), BD | 
ymCy 94D 
是 有 界 系 绕 , 从 而 它 是 (一 致 ) 稳 定 的 。 不 尖 一 般 性 ,可 以 假设 C 是 
Jordan 标准 型 。 因为， 如 果 不 是 这 样 ， 可 以 通过 坐标 的 线性 变换 
y = Tz, CXR Jordin 标准 型 ， 其 中 了 是 非 退 化 的 常数 阵 , 这 
个 变换 可 以 看 成 是 相 空 间 到 其 自身 的 线性 变换 。 于 是 I 
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Mo, 
C= 一 一 一 ， 
(Mes 


—-—__—= 


a 


并 且 我 们 可 以 假设 R? M,- Mp 对 应 着 实 部 为 零 的 特征 根 us 
…… ,X44《 根 的 重 数 等 于 它们 的 零度 ); 而 Mo M4 对 应 着 其 余 
的 实 部 为 负 的 特征 根 。 Mi … Mp ERAR, 

如 果 


e 0 10 | 0° 


> UC) = 


+ 
. 中 
U,C) = eM» epr 


0 |o 0 
NI (9.4.4) REER fa BY GRAY 
Ul) = U,@) + Ui), 
HA Ue) = UD) = U+) + Ut). 
因为 UEU s) = UU(— $) = O(n X n FE 
Ut) U(— s) = Ult — s), 我 们 还 有 
UU s) = U,@)U,(— s) + UAUC $) 
= UU, C s) + UÇ: — s). 
因而 ,给 定 x, WR rG) 一 x(z, 0, 2°), 我们 就 有 ($ 3) 


xlt) = UG)? + | U(MU(— s)e(s, rs))ds 
= UO + UU | UC sels, a 
+ | Ut — s)g(s ,x(s))ds, (9.4.5) 
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(b) 现在 假设 
g(t, 0) 一 0， (9.4.6) 
以 及 


lelt, x") — et, x’) <a" 一 2 (9.4.7) 
其 中 MU) 在 (0, +0) 上 连续 可 积 ， 


(7 Ms)ds = 1 < +00, (9.4.8) 
则 系统 (9.4.2), 或 更 确切 地 说 系统 
= Cx + gC, x) (9.4.9) 
将 简单 地 称 为 殖 线 性 的 . 


首先 我 们 来 证 明 一 个 引 理 . 


.* e é ë #¢ 


o sas *# ness o # a» »0 8 è» 


将 (045) 的 一 对 解 zx ;分别 代入 (9.4.5) 中 的 第 一 个 等 式 
中 ,然后 相 减 ,就 得 到 
a") — rC = UD" — 2”) 


+ | (UU) Le) — p(s, x’) Ids, 


从 而 根据 (9.4.7) 和 (9.4.4) 的 一 致 稳定 性 ,就 有 
a") — GI < [UD] fa” — x | 


+ UU ES) — Olds 


< Ch” — "| + f Calls) |x") — #'G) Ids. 


根据 Gronwall 不 等 式 , 在 e” M r 两 者 尚 存在 的 区 间 . 上 , RA 
le AT | L Cila — xe. (9.4.10) 
根据 (9.4.6) 我 们 可 以 取 x 一 0, FÆ, x") 对 所 有 t 是 有 界 
的 .所 以 ,这 一 结论 适用 于 (9.4.9) 的 一 切 解 。 因 为 由 ]x” 一 x”| 一 
se /C, 可 推出 |x”) — rG <e, IO. 4.10) 可 以 推出 引 理 
的 结论 ， | 
(c) 我 们 现在 就 来 证 明 Weyl 定理 (H. Weyl [1]). 
定理 36. ROSANERO 4 ERRE, 
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RU.) 是 对 应 于 矩阵 
M, | 


a 


Mp 


的 线性 系统 (9.4.4) EERE. 这 个 系统 是 限制 稳定 
的 ， 从 而 UG) 及 其 逆 0 一 蕊 均 是 有 界 的 《$2). 所 以 ,根据 
(9.4.7), (9.4.8) 以 及 保证 * 的 有 界 性 的 引 理 ,就 有 


[7 \U,(—s)g(s, x(5))|ds < C; | ACs) | xs) | ds < +00, 


(9.4.10) 
(9.4.5) 可 以 写成 
x@)—y@) = "RON U,(— s)g(5, x(5))ds 
+ | Ut — s)gCs, (ds, (9.4.11) 
其 中 
yD = UOL + [TU Ag #94] 
是 (9.4.4) 的 解 yCz,0, 9), 而 MAFRIEN: 
yar + [TU Ie (9.4.12) 
我 们 现在 来 证 明 当 : > +00 时 x2) 一 yz) > 0, 事实 上 , 根 


HH (9.4.10) 和 Us) 的 有 界 性 ,有 
DOUG Mao, 


另 方面 ,因为 UV.) 是 (9.4.4) 的 对 应 于 和 矩阵 
M pas | 


n 


o 545 è 


的 子 系统 的 标准 基本 解 矩 阵 , 且 因 为 这 个 子 系统 具有 LO, N) 性 
质 ,其 中 -> 为 C 的 特征 根 的 最 大 负 实 部 ,由 此 可 得 


{ue = gC, Cs) as 
< 站 ACs e724"? ds + | Ms) dé. 
这 个 和 小 于 s。 因为 ,对 于 充分 大 的 ,第 一 项 < 二 而 第 二 项 ， 


£ 
< c| i(s)e "ds 
o 


只 要 固定 r 并 把 * 取得 充分 大 ,也 将 小 于 ~~ 

Rub, SF (9.4.9) OH e 出 发 的 解 G, 0, x*)， 对 应 着 
(9.4.4) FRE yC, 0, 7)。， 其 中 加 由 (9.4.12) 式 定义 , 且 当 上 一 十 co 
时 ， x(t, 0, x°) 一 y(t, 0, y°) > 0, 

反之 , 设 y(t, 0, y") FE (944) 的 任 一 解 。 我 们 将 证 明 存在 
《9.4.9) 的 一 个 解 x(t) = x(t, 0, x"), 使 得 

xz(0) + | UK Dels, (9 = 
因而 (9.4.12) 成 立 . 
不 失 一 般 性 ,假设 对 : 实 0, 有 
| [G — AC)as + | ODLOT ESS 
(9. 4, 13) 
因为 如 果 不 是 这 样 ,我 们 可 以 用 空间 : 一 了 来 代替 空间 :一 0, 其 
中 了 满足 . 

f Ue — s)a(sds + | UG — s) [ACs <q <1, 
根据 解 对 初 值 的 连续 相依 性 , 由 空间 :一 了 AIRES A 
出 空间 (= 0 HARA WARS THAR A, 

DI x) 为 未 知 通 数 的 积分 方程 

O [UG I VA 
+ | Uxt — s)g(s, x(5))ds 
(Edy) 是 (04.4) 的 给 定 解 ) 可 以 用 如 下 的 逐次 逼近 法 求解 : 
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x(t) = yG), 
K+ a) = I — |7 Us — Ie ME 


+ | Ue — ses, x(s))as, 


事实 上 ,根据 (9.4.13) 和 (9.4.7) 容易 验证 有 
xP ~ MU) < gsuply AI. 

尚 待 证 明 (《9.4.12) 是 一 个 同 胚 映射 。 将 两 个 不 同 的 数 对 (x"， 

y >, (a, 9") 代入 (9.4.12) HER, HE (0.4.7), 我 们 就 有 


十 oa 
Lye" = "| < fa — a] + | CIGD) O — #1 as, 
0 


从 而 由 引 理 即 可 得 到 结论 . 


3. 关于 渐 近 等 价 性 的 其 它 结果 


渐 近 等 价 性 问题 首先 由 H. Wey! 以 上 述 形式 提出 ,他 还 解决 
了 一 个 特别 重要 的 情形 .这 个 问题 以 前 也 曾 由 几 个 作者 以 弱 一 些 
的 形式 研究 过 . 他 们 的 结果 的 基础 的 共同 假设 是 & 的 线性 性 质 ， 
g(s, x) = B@)x, 由 它 可 以 在 与 《9.4.8) 相应 的 条 件 


十 co - .. 
| | BCs) |ds < +00 
0 


之 下 ,比较 系统 . 5 
o >= Cy __ (944) 
与 系统 | 
#x=[C + B(z)]z. (9.4.14) 
特别 是 讨论 了 C= O(n X n ERRE), (9.4.14) 90 (9.4.4) AO 
近 等 价 性 问题 ;这 时 问题 化 为 方程 (9.4.14) (其 中 C = 0) EER 
远 处 满足 x(oo) 一 已 知 常数 的 Cauchy 问题 . 关于 这 些 问 题 ， 可 
以 复习 第 三 章 $3; 也 可 参看 W. J. Trijezinsky [1]， 定 理 4.1; 
A. Wintner [1],[2]; N. Levinson [1]; Weyl 的 工作 就 是 以 Levi- 
nson 这 篇 论文 为 基础 的 . 

当 AG) = O 时 , (9.4.1) (9.4.2) 之 间 的 渐 近 等 价 性 实质 上 
是 由 A. Winmer [4],[5],[6],[8] 建 立 的 ,他 对 于 g(z,x) 的 假设 
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比 “ 玖 线性 ”更 弱 些 ， 当 AG) 不 是 常数 阵 时 ,(9.4.1) 和 (9.4.2) 间 的 
闻 近 等 价 人 性 问题 也 被 A，Wintner [3], G. Ascoli [1], V. Ya. Yaku- 
bovich [1], K. Conti [4] 等 人 研究 过 ; Conti 的 工作 没有 把 (9.4.1) 
的 可 约 性 作为 必要 条 件 予 以 假定 . 

V. Ya. Yakubovich [1] 以 加 在 g(:, x) 上 的 条 件 比 殖 线 性 强 
一 些 为 代价 ,取消 了 线性 系统 (9.4.1) 的 稳定 性 这 个 假设 .他 的 结 
果 可 在 Nemytskii-Stepanov 的 书 [1] 第 三 章 § 2 中 找到 . 

tu- 相似 这 个 概念 可 以 成 功 地 用 来 确立 线性 系统 之 间 的 渐 近 
等 价 性 (R. Conti [5]). 


补充 与 间 mi 


1. Lyapunov 方法 在 自动 控制 理论 中 的 应 用 . 


尽管 Lyapunov 方法 在 理论 上 具有 突出 的 重要 性 ,但 不 可 忽视 
的 事实 却 是 , 它 首 先 还 是 从 应 用 中 得 到 启发 和 建立 起 来 的 .一 个 非 
常 令 人 注意 的 例子 就 是 Lyapunov 方法 在 自动 控制 理论 中 的 应 用 . 
对 于 我 们 可 以 这 么 说 说 的 间 题 ， 由 于 其 至 连 想 做 个 最 简单 的 介绍 
都 不 可 能 ， 因 此 建议 读者 参看 W. Hahn [1], $13,14, 以 及 S. 
Lefshetz 新 近 的 一 篇 论文 [3] (在 那里 可 以 找到 M. A. Aizerman, 
A. I. Lur'ye, A. M. Leov 和 其 它 作者 的 进一步 的 文献 )， 还 有 
Lasalle 和 Lefshetz 特别 为 工程 师 们 写 的 一 本 小 册子 [1]， 最 后 是 
R. E. Kalman-J. E. Bertram [1]. 


2 动力 系统 的 稳定 性 和 其 它 的 推广 | 

Vi I. Zubov [1] 最 近 借 助 于 V 函数 ,把 稳定 性 研究 推广 到 度 
量 空间 中 的 一 般 动 力 系统 上 去 (第 四 章 $ 7). 也 可 参看 W. Hahn 
[1], $35, Lefschetz [2], R. W. Bass [1]. | 

另 一 方面 ,微分 方程 的 理论 , 特别 是 稳定 性 理论 , 现在 正 朝 着 
这 样 的 方程 * 一 fG, x) 发 展 ,其 中 zx 与 f 都 属于 适当 的 Banach 空 
W. 关于 线性 情形 ,可 参看 J. L. Massera FJ. J. Schäffer [1] 的 
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一 组 文章 。 
3. Routh-Hurwitz 准则 _ 


给 定常 系数 线性 系统 
$= Cy, 

它 的 渐 定 稳定 性 与 det (C 一 pol) 的 所 有 特征 根 沟 具 负 实 部 等 价 
(定理 26). 

对 于 实 常数 阵 C， 其 特征 根 均 其 人 负 实 部 的 一 个 充分 条 件 是 著 
名 的 Routh-Hurwitz 准则 . 它 可 以 叙述 为 : 

如 果 | | 

F(z) = 2" + ag! + cee + aaz ta, 

P ERRET. D= as 而 


D; = det 0 ay d3°%% a2k-3 


4 è è 6» Oo O E E a Ù£ 


. (k = 2,3, =+- n); 
其 中 对 于 7 > af amo. 

如 果 Dy > OCR 一 1 2，…， n), 则 F(z) =0 的 所 有 根 均 
RAKHE. (参看 M. Marden, 多 项 式 堆 点 的 几何 性 质 , Math. Sur- ` 
veys, 3. Amer. Math. Society, 1949; 这 篇 文章 还 研究 了 多 项 式 
F(z) 具有 复 系数 的 情形 。 关于 进一步 的 准则 和 参考 文献 可 参看 
L. Cesari [1]， 第 一 章 ，2.4.7 


4. 一 个 练习 


Su = Xx, u = X29 °° "5 PD 一 Xn» n 阶 线性 方程 
a? p au”? +--+. +a,’ + au = 0， | 
其 中 系数 a; = ai(?), 就 化 成 一 个 特殊 的 系统 (9.2.2), 其 中 AC) 是 
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0 1 0 
AC) x | .0o0s0000on0000900 ee 
0 0 0 1 
— ån — än- ~~ 4da-2 Ta 
试 对 于 这 个 系统 叙述 § 2 的 结果 ， 


5. O. Perron 定理 和 它 的 推广 


设 系 统 
y= Ay, 02, | (1) 
RK A) 连续 ， RA LG, N) 性 质 ,其 中 > > 0， 即 对 于 任 一 基 
ARER Ya), 有 
IYG)Y (Gs) < Nexp(—v(e 一 s)), Ose, 
如 果 nE aQ) 在 上 三 0 上 连续 且 有 界 , 则 
和 一 Mix + aG) (2) 
的 所 有 解 是 有 界 的 . 事实 上 ， 


(4) = YOY) + | YO Ys)als)ds, 
从 而 


. t 
1xC2)| < Net? | klt) + | CN e -w ds < +00, 
. lo | 


如 果 AG) 在 上 > 0 上 有 界 , 则 其 逆 定 理 也 成 立 ; 即 如 果 (2) 的 解 对 
于 所 有 有 界 的 a(z) 是 有 界 的 , 则 (1) 具 有 性 质 LO, N). 

O. Perron [2] 使 用 相当 复杂 的 方法 证 明了 这 个 问题 的 等 价 形 
式 , 而 H. A. Antosiewicz-P. Davis [1] 则 给 出 了 一 个 简单 的 证 明 . 
其 后 ，Perron 的 结果 已 由 M. G. Krein [1] 和 D. L. Kucher[1] 
用 泛 函 分 析 方 法 证 明了 ;还 可 参看 B. Bellman [2]. 这 些 结果 构 
成 了 前 面 引 用 过 了 的 J. L. Massera 和 J. J. Schaffer [1] 的 一 系 
列 文章 的 想法 . 

T. F. Bridgland [1] 最 近 给 出 了 (2) 的 所 有 解 的 收敛 条 件 . 
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6. 拟 线 性 系统 的 型 数 


所 线性 系统 是 指 带 有 轻微 非 线性 扰动 8 的 系统 
= AG)x + gli, x); 
它 的 型 数 已 为 好 几 个 作者 研究 过 ， 参 看 Grobman[2], [4]; G.K. 
Pozhariskii [1], [2]; R. E. Vinograd [2], [3], [4]; B. F. Bylow 
[1]; C. Kluczny [1]. 


7. 有 关 拟 线性 系统 的 参考 文献 


关于 拟 线性 系统 
x = Alt) + glt, x) 
的 稳定 性 , 除 已 讨论 过 的 将 它 与 对 应 的 线性 系统 
y= AC)y 
加 以 比较 的 内 容 之 外 ， 我 们 将 更 多 的 材料 开 列 如 下 .它们 包括 那 
些 一 般 说 来 是 对 两 个 系统 的 解 进行 更 精细 的 比较 的 文章 . 

对 于 线性 情形 eli, x) 一 B(z)x， 参 看 O. Dunkel [1]; S. 
Faedo [1], [2]; A. Ghizzetti [1], [2]; N. Levinson [2]; E. Levi 
[1]; R. Bellman [3]， 第 二 章 ,定理 7, 8, [4]; E. A. Coddington- 
N. Levinson [1], 第 三 章 , 定 理 8.1; 间 题 29, 33, 35, 37; Ph. Har- 
tman-A. Wintner [1], [3]; V. P. Basov [1]; M. Rab [1]. 

对 于 8 是 非 线性 情形 ,参看 : F. Lettemeyer [1]; A. A. Shest- 
akov-A. U. Paivin [1]; D. M. Grobman [1], [3], [5]; E. A. 
Coddington-N. Levinson [1] 第 十 三 章 ，4，5 Z. Szmydt [1]; 
V. V. Nemytskii [1]; C. Olech [1]; V. Lakshmikantham [1]; F. 
V. Atkinson [1]; Y. Mikami [1]; R. Bellman [4]; P. Turan [2]; 
V. M. Alekseyev [1]; Ph. Hartman-A. Wintner [2], [3]. 
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